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ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ 


«Радиотехнические цепи и сигналы» (РТЦиС)— базовый курс в системе под- 
готовки современного инженера в области радиотехники и радиоэлектрони- 
ки. Его целью является изучение фундаментальных закономерностей, свя- 
занных с получением сигналов, их передачей по каналам связи, обработкой 
и преобразованием в радиотехнических цепях. Курс РТЦиС, опирающий- 
ся на такие дисциплины, как «Математика», «Физика», «Основы теории 
цепей», вводит студентов в круг новых понятий и терминов, глубокое пони- 
мание и усвоение которых необходимо для изучения последующих инженер- 
ных дисциплин: это тот язык, на котором говорят современные' радиоинже- 
неры. Излагаемые в курсе РТЦиС методы анализа сигналов и радиотехниче- 
ских цепей используют математический аппарат, в основном известный 
студентам из предшествующих дисциплин. Важная задача курса РТЦиС — 
научить студентов выбирать математический аппарат, адекватный решаемой 
задаче, показать, как работает этот аппарат при решении конкретных на- 
учных и технических задач в области радиотехники. Не менее важно научить 
студентов видеть тесную связь математического описания с физической сто- 
роной рассматриваемого явления, уметь составлять математические модели 
изучаемых процессов. 

Радиоэлектроника является отраслью знаний, чрезвычайно быстро раз- 
вивающейся как в научном, так и в техническом плане. Появляются новые 
направления, использующие как новые научные идеи и методы, так и но- 
вые схемотехнические решения, новую техническую базу. Однако и некоторые 
«старые», традиционные методы и идеи не отмираюг, остаются необходимыми 
в арсенале радиоинженера. Это обстоятельство заставляет жестко отбирать 
материал, излагаемый в курсе так, чтобы он отвечал современным требова- 
ниям и учитывал тенденции развития радиоэлектроники. Неизбежно за рам- 
ками курса остаются конкретные вопросы схемотехники, хотя принципиаль- 
ные вопросы, необходимые для понимания схемотехнических задач, в курсе 
освещаются. 

Каков же круг вопросов, которые в настоящее время наиболее важны 
для большинства приложений радиоэлектроники и в соответствии с новой 
программой УМУ-Т-7/171 должны составлять основное содержание курса 
РТЦиС? 

Во-первых, это вопросы теории сигналов: 

спектральный и корреляционный анализ информационных и управляю- 
щих сигналов; 

особенности спектрального и корреляционного анализа узкополосных 
радиосигналов, введение понятий комплексного и аналитического сигналов; 

основы теории дискретных и цифровых сигналов; 

стати стический анализ случайных сигналов и помех, изучаемый в едином 
комплексе с детерминированными сигналами. 


Во-вторых, это теория преобразования перечисленных выше сигналов в 
линейных цепях — апериодических и частотно-избирательных. 

В-третьих, это основные положения теории нелинейных и параметриче- 
ских устройств и преобразования в них сигналов. 

Важное значение приобрели вопросы теории цифровой обработки сигна- 
лов, оптимальной обработки сигналов на фоне помех и основные положения 
теории синтеза радиотехнических цепей — аналоговых и цифровых. 

В свете перечисленных требований в книгу введены новые разделы и сде- 
ланы дополнения, учитывающие специфику современной элементной базы, 
новых методов представления сигналов и методов их обработки. Современ- 
ный курс, посвященный радиоцепям и сигналам, невозможен без изложения 
основных понятий нового принпипа обработки мультипликативных и «свер- 
нутых» сигналов (обобщенная линейная фильтрация), а также кепстраль- 
ного анализа. Для уяснения этих понятий требуется знакомство со всем 
предыдущим содержанием курса, что и обусловило помещение новой главы 
«Обобщенная линейная фильтрация. Кепстральный анализ» в конце книги. 

Материал предыдущего издания переработан и в методическом плане с 
целью повышения его доходчивости. Материал повышенной сложности, рас- 
считанный на более подготовленных студентов, набран петитом. 

В работе над книгой и при подготовке рукописи автор пользовался 
ценными советами и критическими замечаниями ряда сотрудников 
кафедры радиотехники МАИ, а также других вузов и научно-исследо- 
вательских институтов. 

К рецензированию книги были привлечены кафедры Горьковского 
политехнического института «Теория цепей и сигналов» и «Радиотехни- 
ческие системы». Большое число критических замечаний и ценных реко- 
мендаций, сделанных коллективами этих кафедр, позволило существен- 
но улучшить содержание учебника. При окончательном редактировании 
рукописи были учтены замечания и пожелания ряда членов научно- 
методической комиссии МВ и ССО СССР по радиотехнике и радио- 
управлению. Всем коллегам автор выражает свою искреннюю призна- 
тельность. 


Глава 1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ, 
СИГНАЛОВ И ЦЕПЕЙ 


1.1. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ НА РАССТОЯНИЕ 
И ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В РАДИОТЕХНИКЕ ЧАСТОТЬ! 


Основной задачей радйотехники является передача сообщения на расстоя- 
ние. Расстояние разделяет отправителя и адресата, датчик команд и испол» 
нительное устройство, исследуемый процесс и измерительный механизм, ис- 
точник космического радиоизлучения и регистрирующий прибор радиотеле- 
скопа, различные блоки ЭВМ — словом, источник и потребитель информа- 
ции. 

Расстояние, на которое передается сообщение, может быть очень незна- 
чительным (передача команд в ЭВМ от одного блока к другому) или огром- 
ным (межконтинентальная или космическая связь). Передача сообщений 
осуществляется с помощью проводных, кабельных, волноводных линий или 
в свободном пространстве. Естественно, что для передачи сигналов целесооб- 
разно использовать те физические процессы, которые имеют свойство пере- 
мещаться. К числу таких процессов относятся применяемые в радиотехнике 
электромагнитные колебания — радиоволны. 

Любой физический процесс, используемый в качестве агента (посред- 
ника, переносчика) для передачи информации, должен обладать свойством 
принимать всю совокупность состояний, по которым можно было бы одно- 
‘значно установить соответствующее состояние объекта или процесса, являю- 
щегося источником информации. Для этого радиоволны подвергают модуля- 
ции. Процесс модуляции заключается в том, что высокочастотное колебание, 
способное распространяться на большие расстояния, наделяется признака- 
ми, характеризующими полезное сообщение. Таким образом, это колебание 
используется как переносчик сообщения, подлежащего передаче. 

Выбор длины волны излучаемого колебания весьма существен для обес- 
печения устойчивой и надежной связи. Выбор того или иного диапазона волн 
для каждой конкретной системы связи определяется следующими факторами: 

особенностью распространения электромагнитных волн данного диапа- 
зона; 

характером помех в данном диапазоне; 

характером сообщения (шириной спектра); 

габаритными размерами антенной системы, необходимыми для осущест- 
вления направленного излучения, 

Практически для использования пригодны те участки диапазона, в ко- 
торых обеспечиваются благоприятные условия распространения радиоволн 
и в приемлемой степени удовлетворяются остальные перечисленные условия. 

Для современной радиотехники характерны интенсивное изучение мало- 
исследованных диапазонов волн и стремление к расширению диапазона ис- 
пользуемых волн в сторону как весьма длинных, так и коротких, вплоть до 
световых. Последнее не должно казаться странным, так как радиоволны 
и световые волны имеют одинаковую природу (электромагнитные волны). 

< Подразделение радиоволн на диапазоны, вошедшее в практику, дано в 
табл. 1.1. 


Таблица 1.1 


Волны Днапазон радноволн рДнапазон Нерекомендуемые 
Декамегаметровые 100 000 — 10000 км 3—30 Гц 
Мегаметровые 10 000 — 1000 км 30— 300 Гц 
Гектокилометровые 1000 —100 км 300—3000 Гц 
Мириаметровые 100 — 10 км 3—30 кГц Сверхдлинные 
Километровые 10—1 км 30—300 кГц Длинные 
Гектометровые 1000 —100 м 300— 3000 кГц | Средние 
Декаметровые 100—10 м 3—30 МГц Короткие 
Метровые 10—1 м 30—300 МГц 
Дециметровые 100—10 см 300—3000 МГц 
Сантиметровые 10—11 см 3—30 ГГц Ультракороткие 
Миллиметровые 10-1 мм 30—300 ГГц 
Децимиллиметровые 1—0,1 мм 300—3000 ГГц | Субмиллиметровые 


Примечанне. Длина волны А связана с пернодом колебания Т или с частотой }==1/Т соот- 
ношеннем А, —=сТ==е/р, где с= 3. 103 м/с —скорость распространения электромагнитных воли в ва- 
кууме. 


Связь на мириаметровых и километровых волнах, применявшаяся на 
первом этапе развития раднотелеграфии, имеет два больших недостатка: 

необходимость большой мощности передатчика из-за сильного поглоще- 
ния поверхностной волны при ее распространении над земной поверхностью; 

невозможность передачи сигналов, ширина спектра которых соизмерима 
с несущей частотой. 

Гектометровые волны получили широкое применение в радиовещании. 
Основным преимуществом связи на этих волнах является устойчивость при- 
ема, недостатком — трудность обеспечения большой дальности действия. 
Поэтому на таких волнах осуществляется преимущественно местное радио- 
вещание в зоне с радиусом в несколько сотен километров. Лишь небольшое 
число сверхмощных гектометровых радиостанций обслуживает большие райо- 
ны. В СССР, имеющем огромную территорию, существуют наиболее мощные 
в мире радиовещательные станции этого диапазона. 

Главные преимущества декаметровых волн — возможность обеспечения 
большой дальности действия при относительно малой мощности передатчика 
и возможность осуществления направленного излучения. Основным недо- 
статком связи на этих волнах является колебание уровня принимаемого сиг- 
нала (замирание), часто сопровождающееся сильными искажениями переда- 
чи при сложной структуре сигнала, состоящего из большого числа компонен- 
тов с различными частотами. Условия распространения неодинаковы для 
различных составляющих спектра сигнала. Это явление, называемое изби- 
рательным замиранием, приводит к временным выпадениям из спектра сиг- 
нала отдельных составляющих или, наоборот, к увеличению их амплитуд. 
Таким образом, в точке приема нарушается правильное соотношение между 
отдельными спектральными компонентами сигнала, в результате чего иска- 
жаются его тембр и чистота. Так как явление избирательного замирания про- 
является тем сильнее, чем шире спектр сигнала, то на декаметровых волнах 
осуществлять передачу таких сложных сигналов, как, например, телевизион- 
ные, практически невозможно. 

Болышой экспериментальный материал по распространению декаметро- 
вых волн позволил установить оптимальные длины волн для различных ча- 
сов суток и времени года, что открыло путь широкому развитию коротко- 
волнового радиовещания. В настоящее время декаметровые волны широко 
применяются также в радиотелеграфии на магистральных линиях связи, 
в морской и авиационной радионавигации. 
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В результате освоения диапазонов радиоволн 10 м—0,1 мм появились 
новые области радиовещания, в частности телевизионные. Для диапазона 
метровых волн характерно удачное сочетание следующих двух факторов. 
Применение очень высокой частоты излучения позволяет соответственно рас- 
ширить полосу частот передаваемого сообщения, так как условия передачи 
и усиления сигналов в радиоаппаратуре определяются в основном относи- 
тельной шириной спектра сигнала. Особенности же распространения метро- 
вых волн (в пределах прямой видимости) почти полностью исключают ис- 
кажения сигнала из-за интерференции волн, распространяющихся по раз- 
ным путям. 

Из приведенного краткого обзора видно, что развитие радиотехники ха- 
рактеризуется непрерывным расширением используемых диапазонов волн. 

Из курса физики известно, что эффективное излучение электромагнит - 
ной энергии можно осуществить лишь при условии, что геометрические раз- 
меры излучающей системы соизмеримы с длиной волны. Поэтому передача 
сообщений в диапазоне мириаметровых волн затруднена, Напротив, для диа- 
пазона световых волн можно создать малогабаритные излучатели с чрезвы- 
чайно высокой направленностью и огромной концентрацией энергии в луче. 
Например, луч, посланный с Земли, образует на поверхности Луны пятно 
диаметром всего лишь в несколько сотен метров. Однако использование све- 
товых волн для передачи сообщений связано с трудностями реализации мо- 
дуляции, приема, а также с влиянием погодных условий и т. д. 


1.2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛОВ 
В РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 


В процеесе передачи и приема сообщений сигналы подвергаются раз- 
личным преобразованиям. Некоторые из этих преобразований являются 
типовыми, обязательными для большинства радиотехнических систем неза- 
висимо от их назначени я, а также от характера передаваемых сообщений. 
Перечислим эти фундам ентальные процессы и попутно отметим их основные 
черты применительно к обобщеяной схеме радиотехнического канала, пред- 
ставленной на рис. 1.1. 

Преобразование исходного сообщения в электрический сигнал и коди- 
рование. При передаче речи и музыки такое преобразование осуществляет- 
ся с помощью микрофона, при передаче изображений (телевидение) — с 
помощью передающих трубок (например, суперортикона). При передаче 
письменного сообщения (р адиотелеграфия) сначала осуществляют кодирова- 
ние, заключающееся в том , что каждая буква текста заменяется комбинацией 
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Рис. 1.1. Радиотехнический канал связи 


стандартных символов (например, точек, тире и пауз в коде Морзе), которые 
затем преобразуют в стандартные электрические сигналы (например, импуль- 
сы разной длительности или разной полярности). 

Следует отметить, что схема на рис. 1.1 соответствует введению инфор- 
мации «в начале» канала связи, т. е. непосредственно в передатчике. Несколь- 
ко иначе обстоит дело, например, в радиолокационном канале, где информа- 
ция о цели (дальность, высота, скорость и т. д.) получается в результате при- 
ема радиоволны, отраженной от цели. 

Генерация высокочастотных колебаний. Высокочастотный генератор 
является источником колебаний несущей частоты. В зависимости от назна- 
чения радиоканала связи мощность колебаний изменяется от тысячных долей 
до миллионов ватт. Естественно, что конструктивные формы и размеры этих 
генераторов различны — от простейшего малогабаритного элемента до гран- 
диозного технического сооружения. 

Основными характеристиками высокочастотного генератора являются 
частота и диапазонность (возможность быстрой перестройки с одной рабочей 
частоты на другую), мощность и КПД. Особенно важное значение для ра- 
диотехники имеет стабильность частоты колебаний. Условия распростра- 
нения радиоволн и широкий спектр частот диктуют применение очень высо - 
ких несущих частот. Условия же обработки сигналов на фоне помех и необ- 
ходимость ослабления взаимных помех между различными радиоканалами 
заставляют добиваться максимально возможного уменьшения абсолютных 
изменений частоты. Это приводит к чрезвычайно жестким требованиям к от- 
носительной стабильности частоты. 

Управление колебаниями (модуляция). Процесс модуляции заклю- 
чается в изменении одного или нескольких параметров высокочастотного ко- 
лебания по закону передаваемого сообщения. Частоты модулирующего сиг- 
нала, как правило, малы по сравнению с несущей частотой генератора. Для 
осуществления модуляции используются различные приемы, обычно осно- 
ванные на изменении потенциала электродов электронных приборов, вхо- 
дящих в радиопередающее устройство. Основная характеристика процесса 
модуляции — степень соответствия между изменением параметра высокоча- 
стотного колебания и модулирующим сигналом. 

Усиление слабых сигналов в приемнике. Антенна приемника улавлива- 
ет ничтожную долю энергии, излучаемой антенной передатчика. В зависи - 
мости от расстояния между передающей и приемной станциями, от степени 
направленности излучения антенн и условий распространения радиоволн 
мощность на входе приемника 10—10 — 10-1 Вт. На выходе же приемника 
для надежной регистрации сигнала требуется мощность порядка единиц ватт 
и более. Отсюда следует, что усиление в приемнике должно достигать 107— 
10 по мощности или 104—107 по напряжению. 

В современных приемниках уверенная регистрация сигнала обеспечи- 
вается при напряжениях на входе порядка 1 мкВ. Решение этой сложной 
задачи оказывается возможным благодаря достижениям современной элек- 
троники. Большую роль играют также специальные методы построения схем 
приемников, обеспечивающие большое усиление при сохранении устойчи- 
вости работы приемника. 

_ Проблема усиления в приемнике неотделима от проблемы выделения 
сигнала на фоне помех. Поэтому одним из основных параметров приемника 
является избирательность, под которой подразумевается способность выде- 
лять полезные сигналы из совокупности сигнала и посторонних воздействий 
(помех), отличающихся от сигнала частотой. Частотная избирательность осу- 
ществляется с помощью резонансных колебательных цепей. 

Выделение сообщения из высокочастотного колебания (детектирование 
и декодирование). Детектирование является процессом, обратным модуля- 
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ции. В результате детектирования должно быть получено напряжение (ток), 
изменяющееся во времени так же, как изменяется один из параметров (ам- 
плитуда, частота или фаза) модулированного колебания, т. е. должно быть 
восстановлено передаваемое сообщение. Детектор, как правило, включается 
на выходе приемника, следовательно, к нему подводится модулированное ко- 
лебание, уже усиленное предыдущими ступенями приемника. Основное тре- 
бование к детектору — точное воспроизведение формы сигнала. 

После детектирования осуществляется декодирование сигнала, т. е. 
процесс, обратный кодированию. В ряде радиотехнических каналов кодиро- 
вание и декодирование не используются. 

Помимо перечисленных процессов, так или иначе связанных с преобра- 
зованием частотных спектров, в радиотехнических устройствах широкое 
применение находит усиление колебаний без трансформации частоты, осу- 
ществляемое в различных усилителях. К таким усилителям относятся: 

низкочастотные усилители управляющих сигналов, используемые перед 
модулятором передатчика, а также на выходе приемника; 

усилители коротких импульсов, применяемые в телевизионной и ра- 
диолокационной технике. а также в импульсных системах радиосвязи; 

высокочастотные усилители большой мощности, используемые в радио- 
передающих устройствах; 

высокочастотные усилители слабых сигналов, применяемые в радио- 
приемных и измерительных устройствах. 

Кроме упомянутых процессов, присущих, как уже отмечалось, любому 
радиотехническому каналу, в ряде специальных случаев широко применя- 
ются другие процессы: умножение и деление частоты, генерация коротких 
импульсов, различные виды импульсной модуляции и т. д. 


13. КЛАССИФИКАЦИЯ СИГНАЛОВ, 
ИСПОЛЬЗУЕМЫХ В РАДИОТЕХНИКЕ 


С информационной точки зрения сигналы можно разделить на детерми- 
нированные и случайные. 

Детерминированным называют любой сигнал, мгновен- 
ное значение которого в любой момент времени можно предсказать с вероят- 
ностью единица, Примерами детерминированных сигналов могут служить им- 
пульсы или пачки импульсов, форма, амплитуда и положение во времени 
которых известны, а также непрерывный сигнал с заданными амплитудными 
и фазовыми соотношениями внутри его спектра. 

К случайным относят сигналы, мгновенные значения которых 
заранее неизвестны и могут быть предсказаны лишь с некоторой вероятно- 
стью, меньшей единицы. Такими сигналами являются, например, электриче- 
ское напряжение, соответствующее речи, музыке, последовательности зна- 
ков телеграфного кода при передаче неповторяющегося текста. К случайным 
сигналам относится также последовательность радиоимпульсов на входе 
радиолокационного приемника, когда амплитуды импульсов и фазы их вы- 
сокочастотного заполнения флуктуируют из-за изменения условий распро- 
странения, положения цели и некоторых других причин. Можно привести 
большое число других примеров случайных сигналов. По существу, любой 
сигнал, несущий в себе информацию, должен рассматриваться как случай- 
ный. 

Перечисленные выше детерминированные сигналы, «полностью извест- 
ные», информации уже не содержат. В дальнейшем такие сигналы часто бу- 
дут обозначаться термином колебание. 

Наряду с полезными случайными сигналами в теории и практике прихо- 
дится иметь дело со случайными помехами — шумами. Уровень шумов яв- 
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Рис. 1.2. Сигналы произвольные по величине и по времени (а), произвольные по вели- 
чнне н днекретные по временн (6), квантованные по величнне и непрерывные по вре- 
менн (в), квантованные по величине и дискретные по времени (г) 


ляется основным фактором, ограничивающим скорость передачи информации 
при заданном сигнале. Поэтому изучение случайных сигналов неотделимо от 
изучения шумов. Полезные случайные сигналы, а также помехи часто объеди- 
няют термином случайные колебания или случайные 
процеесы. 

Дальнейшее подразделение сигналов можно связать с их природой: 
можно говорить о сигнале как о физическом процессе или как о закодирован- 
ных, например в двоичный код, числах. 

В первом случае под сигналом понимают какую-либо изменяющуюся во 
времени электрическую величину (напряжение, ток, заряд и т. д.), опре- 
деленным образом связанную с передаваемым сообщением. 

Во втором случае то же сообщение содержится в последовательности 
двоично-кодированных чисел. 

Сигналы, формируемые в радиопередающих устройствах и излучаемые 
в пространство, а также поступающие в приемное устройство, где они под- 
вергаются усилению и некоторым преобразованиям, являются физическими 
процессами. 

В предыдущем параграфе указывалось, что для передачи сообщений на 
расстояние используются модулированные колебания. В связи с этим сиг- 
налы в канале радиосвязи часто подразделяют на управляющие 
сигналы ина радиосигнал ы; под первыми понимают модули- 
рующие, а под вторыми — модулированные колебания. 

Обработка сигналов в виде физических процессов осуществляется с 
помощью аналоговых электронных цепей (усилителей, фильтров и т. д.). 

Обработка сигналов, закодированных в цифру, осуществляется с помо- 
щью вычислительной техники. 

Представленная на рис. 1.1 и описанная в $ 1.2 структурная схема ка- 
нала связи не содержит указаний о виде используемого для передачи сооб- 
щения сигнала и структуре отдельных устройств. 

Между тем сигналы от источника сообщений, а также после детектора 
(рис. 1.1) могут быть как непрерывные, так и дискретные (цифровые). В 
связи с этим применяемые в современной радиоэлектронике сигналы можно 
разделить на следующие классы: 

произвольные по величине и непрерывные по времени (рис. 1.2, а); 

произвольные по величине и дискретные по времени (рис. 1.2, 6); 

квантованные по величине и непрерывные по времени (рис. 1.2, в); 

квантованные по величине и дискретные по времени (рис. 1.2, г). 

Сигналы первого класса (рис. 1.2, а) иногда называют аналоговыми, 
так как их можно толковать как электрические модели физических величин, 
или непрерывными, так как они задаются по оси времени на несчетном мно- 
жестве точек. Такие множества называются континуальными. При этом 
по оси ординат сигналы могут принимать любое значение в определенном ин- 
тервале. Поскольку эти сигналы могут иметь разрывы, как на рис. 1.2, а, 
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то, чтобы избежать иекорректности при описании, лучше такие сигналы 
обозначать термином континуальный. 

Итак, континуальный сигнал $ (і) является функцией непрерывной пе- 
ременной &, а дискретный сигнал $ (х) — функцией дискретной переменной 
х, принимающей только фиксированные значения [9]. Дискретные сигналы 
могут создаваться непосредственно источником информации (например, ди- 
скретными датчиками в системах управления или телеметрии) или образо- 
вываться в результате дискретизации континуальных сигналов. 

На рис. 1.2, б представлен сигнал, заданный при дискретных значениях 
времени # (на счетном множестве точек); величина же сигнала в этих точ- 
ках может принимать любое значение в определенном интервале по оси орди- 
нат (как и на рис. 1.2, а). Таким образом, термин дискретный харак- 
теризует не сам сигнал, а способ задания его на временной оси. 

Сигнал на рис. 1.2, в задан на всей временной оси, однако его величина 
может принимать лишь дискретные значения. В подобных случаях говорят 
о сигнале, квантованном по уровню. 

В дальнейшем термин дискретный будет применяться только по отноше- 
нию к дискретизации по времени; дискретность же по уровню будет обозна- 
чаться термином квантование. 

Квантование используют при представлении сигналов в цифровой фор- 
ме с помощью цифрового кодирования, поскольку уровни можно пронумеро- 
вать числами с конечным числом разрядов. Поэтому дискретный по времени 
и квантованный по уровню сигнал (рис. 1.2, г) в дальнейшем будет называть- 
ся цифровым. 

Таким образом, можно различать континуальные (рис. 1.2, а), дискрет- 
ные (рис. 1.2, б), квантованные (рис. 1.2, в) и цифровые (рис. 1.2, г) сигналы. 

Каждому из этих классов сигналов можно поставить в соответствие ана- 
логовую, дискретную или цифровую цепи. Связь между видом сигнала и ви- 
дом цепи показана на функциональной схеме (рис. 1.3). 

При обработке континуального сигнала с помощью аналоговой цепи не 
требуется дополнительных преобразований сигнала. При обработке же кон- 
тинуального сигнала с помощью дискретной цепи необходимы два преобра- 
зования: дискретизация сигнала по времени на входе дискретной цепи и 
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Рис. 1.3. Виды сигнала и соответствующие им цепи 
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обратное преобразование, т. е. восстановление континуальной структуры 
сигнала на выходе дискретной цепи. Наконец, при цифровой обработке кон- 
тинуального сигнала требуются еще два дополнительных преобразования: 
аналог-—цифра, т. е. квантование и цифровое кодирование на входе цифро- 
вой цепи, и обратное преобразование цифра—аналог, т. е. декодирование 
на выходе цифровой цепи. 

Процедура дискретизации сигнала и особенно преобразование аналог— 
цифра требуют очень высокого быстродействия соответствующих электрон- 
ных устройств. Эти требования возрастают с повышением частоты контину- 
ального сигнала. Поэтому цифровая техника получила наибольшее распро- 
странение при обработке сигналов на относительно низких частотах (зву- 
ковых и видеочастотах). Однако достижения микроэлектроники способствуют 
быстрому повышению верхней границы обрабатываемых частот. 


1.4. РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И МЕТОДЫ 
ИХ АНАЛИЗА 


1. КЛАССИФИКАЦИЯ ЦЕПЕЙ 


Радиотехнические цепи и элементы, используемые для осуществления 
перечисленных в $ 1.2 преобразований сигналов и колебаний, можно раз- 
бить на следующие основные классы: 

линейные цепи с постоянными параметрами; 

линейные цепи с переменными параметрами; 

нелинейные цепи. 

Следует сразу же указать, что в реальных радиоустройствах четкое вы- 
деление линейных и нелинейных цепей и элементов не всегда возможно. От- 
несение одних и тех же элементов к линейным или нелинейным часто зависит 
от уровня воздействующих на них сигналов. 

Тем не менее приведенная выше классификация цепей необходима для 
понимания теории и техники обработки сигналов. 

Сформулируем основные свойства этих цепей. 


2. ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


Можно исходить из следующих определений. 

1. Цепь является линейной, если входящие в нее элементы не зависят 
от внешней силы (напряжения, тока), действующей на цепь. 

2. Линейная цепь подчиняется принципу суперпозиции (наложения). 

В математической форме этот принцип выражается следующим равен- 
ством: 


Г [$1 (+ $ (0 - ...1 = 1 18, (91У 2 15, (01 + ..., (1.1) 


где Г, — оператор, характеризующий воздействие цепи на входной сигнал. 
Суть принципа суперпозиции может быть сформулирована следующим 
образом: при действии на линейную цепь нескольких внешних сил поведение 
цепи (ток, напряжение) можно определить путем наложения (суперпози- 
ции) решений, найденных для каждой из сил в отдельности. Можно исполь- 
зовать еще и такую формулировку: в линейной цепи сумма эффектов от от- 
дельных воздействий совпадает с эффектом от суммы воздействий. При 
этом предполагается, что цепь свободна от начальных запасов энергии. 
Принцип наложения лежит в основе спектрального и оператор- 
ного методов анализа переходных процессов в линейных цепях, а так- 
же метода интеграла наложения (интеграл Дюамеля). Применяя принцип 
наложения, любые сложные сигналы при передаче их через линейные цепи 
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можно разложить на простые, более удобные для анализа (например, гар- 
монические). 

3. При любом сколь угодно сложном воздействии в линейной цепи с по- 
стоянными параметрами не возникает колебаний новых частот. Это выте- 
кает из того факта, что при гармоническом воздействии на линейную цепь с 
постоянными параметрами колебание на выходе также остается гармониче- 
ским с той же частотой, что и на входе; изменяются лишь амплитуда и фаза 
колебания. Разложив сигналы $, (1), 5: (0), ... на гармонические колебания 
и подставив результаты разложения в (1.1), убедимся, что на выходе цепи мо- 
гут существовать только колебания с частотами, входящими в состав вход- 
ного сигнала. 

Это означает, что ни одно из преобразований сигналов, сопровождаю- 
щихся появлением новых частот (т. е. частот, отсутствующих в спектре вход- 
ного сигнала), не может в принципе быть осуществлено с помощью линейной 
цепи с постоянными параметрами. Такие цепи находят широчайшее приме- 
нение для решения задач, несвязанных с трансформацией спектра, таких как 
линейное усиление сигналов, фильтрация (по частотному признаку) ит. д. 


3. ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


Имеются в виду цепи, один или несколько параметров которых изме- 
няются во времени (но не зависят от входного сигнала). Подобные цепи ча- 
сто называются линейными параметрическими. 

Сформулированные в предыдущем пункте свойства | и 2 справедливы 
и для линейных параметрических цепей. Однако в отличие от предыдущего 
случая даже простейшее гармоническое воздействие создает в линейной це- 
пи с переменными параметрами сложное колебание, имеющее спектр частот. 
Это можно пояснить на следующем простейшем примере. Пусть к резистору, 
сопротивление которого изменяется во времени по закону 


В (В = Ю,/(1 - т соѕ ©), 
приложена гармоническая ЭДС 
е (1) = Е, с0$ 6. 


Ток через сопротивление 


і (0 = е(9/Р (0) = (Е,/В,) (1 + тсоѕ ӘР) соз оѓ = (Е,/Р,) [соз оѓ +- 
+ (т/2) соѕ (о + 9) + (т/?2) соѕ (о — 9) й. (1.2) 


Как видим, в составе тока имеются компоненты с частотами о + ©, 
которых нет ве (1). Даже из этой простейшей модели ясно, что, изменяя во 
времени сопротивление, можно осуществить преобразование спектра вход- 
ного сигнала. 

Аналогичный результат, хотя и с более сложными математическими вы- 
кладками, можно получить для цепи с переменными параметрами, содержа- 
щей реактивные элементы — катушки индуктивности и конденсаторы. Этот 
вопрос рассматривается в гл. 10. Здесь лишь отметим, что линейная цепь с 
переменными параметрами преобразует частотный спектр воздействия и, 
следовательно, может быть использована для некоторых преобразований 
сигналов, сопровождающихся трансформацией спектра. Из дальнейшего 
будет также видно, что периодическое изменение во времени индуктивности 
или емкости колебательной цепи позволяет при некоторых условиях осущест- 
вить «накачку» энергии от вспомогательного устройства, изменяющего этот 


параметр («параметрические усилители» и «параметрические генераторы». 
гл. 10). 
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4. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 


Радиотехническая цепь является нелинейной, если в ее состав входят 
один или несколько элементов, параметры которых зависят от уровня вход- 
ного сигнала. Простейший нелинейный элемент — диод с вольт-амперной 
характеристикой, представленной на рис. 1.4. 

Перечислим основные свойства нелинейных цепей. 

1. К нелинейным цепям (и элементам) принцип суперпозиции непри- 
меним. Это свойство нелинейных цепей тесно связано с кривизной вольт- 
амперных (или иных аналогичных) характеристик нелинейных элементов, 
нарушающей пропорциональность между током и напряжением. Напри- 
мер, для диода, если напряжению и; соответствует ток {,, а напряжению и, — 
ток {,, то суммарному напряжению из = и, + и, будет соответствовать ток 
із, отличный от суммы п - & (рис. 1.4). 

Из этого простого примера видно, что при анализе воздействия сложного 
сигнала на нелинейную цепь его нельзя разлагать на более простые; необ- 
ходимо искать отклик цепи на результирующий сигнал. Неприменимость 
для нелинейных цепей принципа суперпозиции делает непригодными спек- 
тральный и иные методы анализа, основанные на разложении сложного сиг- 
нала на составляющие. 

2. Важным свойством нелинейной цепи является преобразование спек- 
тра сигнала. При воздействии на нелинейную цепь простейшего гармониче- 
ского сигнала в цепи помимо колебаний основной частоты возникают гармо- 
ники с частотами, кратными основной Частоте (а в некоторых случаях и по- 
стоянная составляющая тока или напряжения). В дальнейшем будет пока- 
зано, что при сложной форме сигнала в нелинейной цепи помимо гармоник 
возникают еще и колебания с комбинационными частотами, являющиеся ре- 
зультатом взаимодействия отдельных колебаний, входящих в состав сигнала. 

С точки зрения преобразования спектра сигнала следует подчеркнуть 
принципиальное различие между линейными параметрическими и нелиней- 
ными цепями. В нелинейной цепи структура спектра на выходе зависит не 
только от формы входного сигнала, но и от его амплитуды. В линейной пара- 
метрической цепи структура спектра от амплитуды сигнала не зависит. 

Особенный интерес для радиотехники представляют свободные колеба- 
ния в нелинейных цепях. Подобные колебания называются автоколебаними, 
поскольку они возникают и могут устойчиво существовать в отсутствие внеш- 
него периодического воздействия. Расход энергии компенсируется источни- 
ком энергии постоянного тока. 

Основные радиотехнические процессы: генерация, модуляция, детекти- 
рование и преобразование частоты — сопровождаются трансформацией ча- 
стотного спектра. Поэтому эти процессы можно осуществить с помощью либо 
нелинейных, либо линейных параметрических цепей. В некоторых случаях 
используются одновременно как нелинейные, так и линейные параметричес- 

кие цепи. Следует, кроме того, подчеркнуть, 

что нелинейные элементы работают в сочетании 

с линейными цепями, осуществляющими выде- 

ление полезных компонентов преобразованно- 

, го спектра. В связи с этим, как уже отмеча- 

5 лось в начале данного параграфа, деление 

цепей на линейные, нелинейные и линейные 

2 параметрические весьма условно. Обычно для 

описания поведения различных узлов одного 

и того же радиотехнического устройства при- 

Рис. 1.4. Вольт-амперная ха- уолится применять разнообразные математи- 
рактеристика нелинейного эле- о ъ 

мента (диода) ческие методы — линейные и нелинейные. 
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Изложенные выше основные свойства цепей трех классов — линейных 
с постоянными параметрами, линейных параметрических и нелинейных — 
сохраняются при любых формах реализации цепей: с сосредоточенными пара- 
метрами, с распределенными параметрами (линии, излучающие устройства) 
ит. д. Эти свойства распространяются также и на устройства цифровой обра- 
ботки сигналов. 

Следует, однако, подчеркнуть, что положенный в основу деления це- 
пей на линейные и нелинейные принцип суперпозиции сформулирован выше 
для операции суммирования сигналов на входе цепи [см. (1.1)]. Однако этой 
операцией не исчерпываются требования к современным системам обработки 
сигналов. Важным для практики является, например, случай, когда сигнал 
на входе цепи является произведением двух сигналов. Оказывается, что и 
для подобных сигналов можно осуществить обработку, подчиняющуюся 
принципу суперпозиции, однако эта обработка будет являться сочетанием 
специально подобранных нелинейных и линейных операций. Подобная обра- 
ботка называется гомоморфной. 

Синтез подобных устройств рассматривается в конце курса (см. гл. 16), 
после изучения линейных и нелинейных цепей, а также цифровой обработ- 
ки сигналов, развитие которой и явилось толчком к широкому применению 
гомоморфной обработки. 


1.5. ПРОБЛЕМА ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТИ 
И ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ СОВМЕСТИМОСТИ 
РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 


Комплекс устройств, используемых для передачи информации от ис- 
точника до получателя (а также разделяющая их среда), образуют канал 
связи. От канала связи требуется по возможности полная передача инфор- 
мации. Потери информации могут вызываться искажениями сигналов из-за 
несовершенства отдельных элементов канала, а также из-за помех. 

Помехи возникают во всех элементах канала связи: как в среде, исполь- 
зуемой для передачи сигнала от передатчика к приемнику, так и в техниче- 
ских устройствах, выполняющих необходимые преобразования сигнала. 
В первом случае помехи называются внешними, во втором — внутренними. 

Источником внешних помех являются атмосферные явления, шумы кос- 
мического пространства, радиоустройства, работающие на близких частотах, 
индустриальные помехи, медицинская радиоаппаратура и др. 

Помехи подобного рода создают проблему электромагнитной совмести- 
мости (ЭМС). 

Взаимные помехи между радиостанциями устраняют рациональным раз- 
мещением (распределением) частот, регламентируемым специальными между- 
народными соглашениями, улучшением качества передачи в результате 
уменьшения нежелательного, так называемого внеполосного излучения, 
увеличением стабильности несущей частоты, применением направленных 
антенн и т. д. Все это позволяет в какой-то мере разрешить проблему «тес- 
ноты в эфире». Однако проблема ЭМС еще далека от своего разрешения. Ее 
требуется учитывать при проектировании и разработке новых радиотехниче- 
ских устройств и систем, в частности при выборе формы и параметров 
радиосигналов, выборе частотного диапазона, в котором помехи минималь- 
ны, при размещении радиоустройств и т. д.!. 


1 Проблема ЭМС детально рассматривается в книге: Князев А. Д. Элементы тео- 
рии и практики обеспечения ЭМС радиоэлектронных средств. — М.: Радио и связь, 
1984. 
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Внутренние шумы, обязанные своим возникновением дискретной при- 
роде ‘заряженных частиц, образуются из-за теплового движения этих ча- 
стиц в элементах электрических цепей, из-за дробового эффекта в электрон- 
ных приборах и‘ряда других явлений, имеющих место при работе радиотех- 
нических ‘устройств. Особенно сильно действие внутренних шумов при боль- 
шом усилении сигнала, т. е. при приеме слабых сигналов. Одновременно с 
полезным сигналом усиливаются и шумы, которые могут по интенсивности 
оказаться соизмеримыми с сигналом, в результате чего последний окажется 
частично или полностью замаскированным. 

Принципиально задача ослабления внутренних шумов является наибо- 
лее сложной, но и их уровень можно существенно снизить, применив усили- 
тельные устройства, работающие в режиме глубокого (например, до темпе- 
ратуры жидкого гелия) охлаждения, в результате чего снижается интенсив- 
ность теплового движения частиц. Однако, несмотря на все эти меры, пол- 
ностью избавиться от помех невозможно. 

Со времени изобретения радио А. С. Поповым (в 1885 г.) и до настояще- 
го времени основной проблемой радиотехники была и остается проблема 
помехоустойчивости связи, включающая в себя и упомянутую выше пробле- 
му ЭМС, и большое число других проблем, охватывающих все разделы радио- 
техники: генерирование мощных колебаний, освоение и выбор волн, обеспе- 
чивающие благоприятные условия распространения, использование антенн 
направленного действия, поиски новых видов радиосигналов и новых спо- 
собов их обработки на фоне помех и т. д. 


Глава 2. ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ 


2.1. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 


Основными энергетическими характеристиками вещественного сигнала $ (1) 
являются его мощность и энергия. 


Мгновенная мощность определяется как квадрат мгновенного значения 


$ (2): 
р (і) = 8 (0. 


Если 5 (1) — напряжение или ток, то р (г) есть мгновенная мощность 
выделяемая на сопротивлении в 1 Ом. 


Энергия сигнала на интервале $, & определяется как интеграл от мгно- 
венной мощности: 


В ?, 
Э= {р(0)@= [904 (2.1) 
Н 1 
Отношение 
фа 
Э | А —— 
—=— В а? = 5? (1 2.2 
і, —1, і, — | | (0 (0 (2.2) 


1 
имеет смысл средней на интервале &, [ мощности сигнала. 
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Реальные сигналы имеют конечную длительность и ограниченную по 
величине мгновенную мощность. Энергия таких сигналов конечна. В теории 
сигналов часто рассматриваются функции времени, заданные на всей оси 
времени — оо < < оо при конечной величине средней мощности. Говорить 
об энергии подобных сигналов, обращающейся в бесконечно большую ве- 
личину, не имеет смысла. 


2.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО 
СИГНАЛА В ВИДЕ СУММЫ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ 


Для теории сигналов и их обработки важное значение имеет разложение 
заданной функции } (х) по различным ортогональным системам функций 
Ф (х). Напомним основные определения, относящиеся к свойствам ортого- 
нальных систем. 

Бесконечная система действительных функций 


Фо (5), Ф1 (х), Фә (х), 9 Фь (х), .. (2.3) 


называется ортогональной на отрезке [а, 6], если 
Ч 
| фа (0) Фњ (х) 4х =0 при пз т. (2.4) 
а 
При этом предполагается, что 
ь 
| ет (0) ах = 0, (2.5) 
а 
т. е. что никакая из функций рассматриваемой системы (2.3) не равна тож- 
дественно нулю. 
Условие (2.4) выражает попарную ортогональность функций системы 
(2.3). Величина 


ИЛИН 
пой = р од ах (2.6) 
называется нормой функций Ф, (х). 
Функция Ф, (х), для которой выполняется условие 
Ь 
Ц, 2 = (фа (х) ах 1, (2.7) 


а 


называется нормированной функцией, а система нормированных 
функций Фф; (х), Ф, (х), ..., в которой каждые две различные функции взаим- 
но ортогональны, называется ортонормированной системой. 

В математике доказывается, что если функции Фф, (х) непрерывны, то 
произвольная кусочно-непрерывная функция / (х), для которой выполняет- 
ся условие 


[170 |2 х < о, 
может быть представлена в виде суммы ряда 
Р(х) = со фо (х) + с Ф: (0) +... + с, фь (х) +. . (2.8) 


Интеграл в предыдущем выражении вычисляется по области опреде- 
ления (х). 
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Умножим обе части уравнения (2.8) на Ф, (х) я проинтегрируем в пре- 


делах а, 6. Все слагаемые вида { СтФт (х) Фь (х) 4х при т 5А п обращаются 


а 
в нуль в силу ортогональности функций фт (х) и Фф, (х). В правой части оста- 
ется одно слагаемое 


р Ь 
[сь Фф (х) Фп (х) бх сь | ф(х) ах с, |, |, 


что позволяет написать 
р 


РО) фа (х) ах =, | фи, 


./ 


а 


откуда следует важное соотношение 


Ь 
с = —1— | Ро) фа (х) ах. (2.9) 
| Фи] 
а 

Ряд (2.8), в котором коэффициенты с, определены по формуле (2.9), 
называется обобщенным рядом Фурье по данной системе 
фи (х). Совокупность коэффициентов с, называется спектром сигнала 
[ (х) в ортогональной системе Ф, (х) и полностью определяет этот сигнал. 

Обобщенный ряд Фурье обладает следующим важным свойством: при 
заданкой системе функций Фф, (х) и фиксированном числе слагаемых ряда 
(2.8) он обеспечивает наилучшую аппроксимацию (в смысле минимума сред- 
неквадратической ошибки) данной функции / (х). Это означает, что средне- 
квадратическая ошибка, под которой подразумевается величина 


| ] Я 
М = { |760 У аҹ о [а 


достигает минимума, когда коэффициенты ряда а, = с. 
Действительно, подставив в предыдущее выражение а» == с, + Б, 
и использовав равенства (2.4), (2.6) и (2.9), получим 


ГА М 
М = | Рыа— У спа > бА ФР. 
. п=0 п=0 


Отсюда следует, что М достигает минимума при 6, = 0, т. е. при а, = 
= сһ. Таким образом, 


Б 
Ма = (0) а У, сф (2.10) 
0 


` 


а п == 


Так как величина 
Ь 
{Роже 


является квадратом нормы функции } (х), а М; 22 0, то на основании 
(2.10) можно написать следующее неравенство: 


У 19.1: 2.11) 


Это основное неравенство, называемое. неравенством Бес- 
сел я, справедливо для любой ортогональной системы. 
Ортогональная система называется полной, если увеличением числа 


членов в ряде среднеквадратическую ошибку М можно сделать сколь угод- 
но малой. 


Условие полноты можно записать в виде соотношения 
У, сп Фи =. (2.12) 


он выполнении этого условия можно считать, что ряд (2.8) сходится 
в среднем, т. е. 


іт { |109 5 еф.) Гао (2.13) 


М№-»оо Рени 


оо 
Из этого, однако, еще не следует, что У Съфь (х) сходится к } (х), т. е. 
п = 0 
что 


тах 


0) — У сеф, (9 


при любых значениях х. В п. 1 $2.4 будет приведен пример, показываю- 
оо 


щий, что в отдельных точках на оси х ряд Ў) с„Фф, (х) может отличаться от 
п = 0 


Ё (х), хотя равенство (2.13) имеет место. 
Для системы функций Фф, (х), принимающих комплексные значения, 
приведенные выше определения обобщаются следующим образом: 
условие ортогональности 


Ь 
| Фл (х) Фи (х) 4х =0 при п т; (2.4') 
квадрат нормы функции 
Ь Ь 
Іф, | (9 фл (х) ах [| фь (0 ах; (2.6) 
коэффициенты Фурье 
п = п(х)а 2.9' 
ня оч (2.9') 


В этих выражениях $ф* (х) обозначает функцию, комплексно-сопряжен- 
ную функции Ф (х). 

Применительно к сигналам $ (й), являющимся функциями времени, вы- 
ражение (2.8) в дальнейшем будет записываться в форме 


5 = Ў сф, (0. (2.4) 


п= 0 


В новых обозначениях квадрат нормы функции 5 (#) по аналогии с (2.6) 
будет 
і, 
15 = [#(04=9. (2.15) 
і, 
Это выражение совпадает с (2.1). 
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Таким образом, в соответствии с формулой (2.12) энергия сигнала 


Э= У) |а |21Ф, Р, (2.16) 
п== 0 
а при использовании ортонормированной системы функций Фф, (1) 
Э= У |0, (2.16') 
п =0 


При этом имеется в виду, что промежуток времени 1, — 1, в котором 
определяется энергия Э, является интервалом ортогональности для систе- 
мы функций Ф, (0). 

Очевидно, что средняя за время 1, — і, мощность сигнала 


= 2 = У | о, МГ. (2.17) 
2 1 0 


іа —— {у 


п== 


Выбор наиболее рациональной ортогональной системы функций зависит 
от цели, преследуемой при разложении сложной функции в ряд. Среди раз- 
нообразных задач, требующих разложения сложного сигнала, наиболее 
важными являются: 1) точное разложение на простейшие ортогональные 
функции; 2) аппроксимация сигналов, процессов или характеристик, ког- 
да требуется свести к минимуму число членов ряда (при заданной допусти- 
мой погрешности). 

При первой постановке задачи наибольшее распространение получила 
ортогональная система основных тригонометрических функций — синусов 
и косинусов. Это объясняется рядом причин. Во-первых, гармоническое 
колебание является единственной функцией времени, сохраняющей свою фор- 
му при прохождении через любую линейную цепь (с постоянными параметра- 
ми). Изменяются лишь амплитуда и фаза колебания. Во-вторых, разложение 
сложного сигнала по синусам и косинусам позволяет использовать симво- 
лический метод, разработанный для анализа передачи гармонических коле- 
баний через линейные цепи. По этим, а также и некоторым другим причинам 
гармонический анализ получил широкое распространение во всех отраслях 
современной науки и техники. 

При второй постановке задачи — приближенном разложении функций — 
применяются разнообразные ортогональные системы функций: полиномы 
Чебышева, Эрмита, Лагерра, Лежандра, функции Уолша и многие другие. 
Некоторые из этих систем функций будут рассмотрены в гл. 14. 


2.3. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 
При разложении периодического сигнала $ (1) в ряд Фурье по триго- 
нометрическим функциям в качестве ортогональной системы берут 
], соѕ в). 5іп оі, соѕ 205 зт 2%Ё ..., соѕ поі, ѕіп поі, ... (2.18) 
ИЛИ 
‚.е—29и, е- Фи, |, еі ее, ›., (2.19) 
Интервал ортогональности в обоих случаях совпадает с периодом Т == 
= 2л/®, функции $ (2). 
Система функций (2.18) приводит к тригонометрической форме ряда 


Фурье, а система (2.19) — к комплексной форме. Между этими двумя фор- 
мами существует простая связь. 
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Воспользуемся сначала ортогональной системой (2.19). Тогда ряд Фу- 
рье должен быть записан в форме 


5(=... сей се рс ср еі: + с, о -|-... = 


оо 
= У сето, (2.20) 
п == — 00 

Совокупность коэффициентов с, ряда Фурье в базисе тригонометриче- 
ских функций называется частотным спектром периодическо- 
го сигнала. Коэффициенты ряда (2.20) с, легко определяются с помощью 
формул, приведенных в предыдущем параграфе. 

Из формулы (2.6’) следует, что 


гу? 
ГОР = |} етоге— д2 = Т. (2.21) 
—Т/2 
Таким образом, независимо от л норма ||ф„|| = УТ. Используя форму- 
лу (2.9’), получаем 
тү? 
с = 2 | 5 (0) епо д}. (2.22) 
Ту? 


В выражениях (2.21) и (2.22) учтено, что функции е"®и соответствует 
комплексно-сопряженная функция е—"®и. 

Коэффициенты с, в общем случае являются комплексными величина- 
ми. Подставив в (2.22) еіп: == соѕ ПЕ — Г 5іп пої, получим 


тү2 т/2 
„= | $ (0 соб па #4 | в (2) зіп ло, #0 =, іс. (9.23) 
—Т/2 —71/2 


Косинусная (действительная) и синусная (мнимая) части коэффициента 
с, определяются формулами 


1712 тў? 

са = 7 | $ (#) со$ пе. ЕЁ „= | $ (В) ѕіп по, 141. (2.24) 
Т2 —тТ/2 

Коэффициенты с, часто бывает удобно записывать в форме 

с = с, |е", (2.25) 

где 
|с | = У се с, Ө, = — атс 215 (2.26), (2.27) 
пс 


Модуль |с,! является функцией, четной относительно п, а аргумент 
9, — нечетной (последнее вытекает непосредственно из выражений (2.24), 
показывающих, что с, является четной, а с„:; нечетной функциями п). 
Общее выражение (2.20) можно привести к виду 


оо 
$()= У) |с, |е" 0). (2.28) 
п== — оо 
Теперь нетрудно перейти к тригонометрической форме ряда Фурье. 
Выделив из ряда (2.28) пару слагаемых, соответствующую какому-либо за- 
данному значению |п|, например |п| == 2, и, учтя соотношения Ө_, = —Ө,, 


[С—в| = ||, получим для суммы этих слагаемых 
16-1 е! 29: +84) ++ | с» | е9: +82) = | с. | [е— 2+6) 4 е02% +6) ] = 
= 2 |с, | соѕ (20,7 ++ Ө,). (2.29) 
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Отсюда видно, что при переходе к тригонометрической форме ряд (2.28) 
необходимо записать следующим образом: 


$( = -- У 2] с» | соѕ (по, 1+ 0,). (2.30) 


Смысл удвоения коэффициентов Фурье с, в тригонометрическом ряду 
при п >1 становится ясным из рассмотрения векторной диаграммы 
(рис. 2.1), соответствующей (2.29) при |п|] = 2. Вещественная функция 
2 |с,| соѕ (поі -- 9,) получается как сумма проекций на горизонтальную 
ось ОВ двух векторов длиной [с,|, вращающихся с угловой частотой |п| в, 
во взаимно противоположных направлениях. Вектор, вращающийся против 
часовой стрелки, соответствует положительной частоте, а вектор, вращаю- 
щийся по часовой стрелке, — отрицательной. После перехода к тригономе- 
трической форме понятие «отрицательная частота» теряет смысл. Коэф- 
фициент с, не удваивается, так как в спектре периодического сигнала со- 
ставляющая с нулевой частотой не имеет «дублера». 

Вместо выражения (2.30) в математической и радиотехнической литера- 
туре часто встречается следующая форма записи: 


50 = 22. + У (а, соуле, Е Б, іп по, 0) = 25 + У А, соѕ (по, 8-Е 


п= і п== 1 


+6,), (2.31) 


причем Ө, = -— агсіє (6, /а»). 


Из сопоставления выражений (2.31) и (2.30) видно, что амплитуда п-й 
гармоники А, связана с коэффициентом |с„| ряда (2.28) соотношением 


А, =2 (с, |, а аһ = 2Сп,, Вы = 261. 


Таким образом, для всех положительных значений л (включая ил == 0) 


7/2 9 Т[2 
ав = = | $ (#) соѕ по, АГ, В, = = | $ (1) Уп лю, ВЕ. (2.32) 


—Т/2 —Т/2 
Если сигнал представляет собой функ- 
цию, четную относительно Ё, т. е. 5 (1) = 
= $ (—/), в тригонометрической записи ряда 
остаются только косинусоидальные члены, 
так как коэффициенты 6, в соответствии с 
формулой (2.32) обращаются в нуль. Для 
нечетной относительно # функции $ (#), наобо- 
рот, в нуль обращаются коэффициенты а, и 
й ряд состоит только из синусоидальных членов. 
Две характеристики — амплитудная и 
фазовая, т. е. модули и аргументы комплекс- 
ных коэффициентов ряда Фурье, полностью 
определяют структуру частотного спектра 
периодического колебания. Наглядное пред- 
рол, ставление о «ширине» спектра дает графи- 
ческое изображение спектра амплитуд. В ка- 
Рис. 2.1. Представление гармо- честве примера на рис. 2.2, а построен спектр 
нического колебання в виде коэффициентов |с„|, а на рис. 2.2, б — спектр 
двух комплексных составляю- амплитуд А, = 2 [с,| для одного и того же 


щих: с положительной и отри- 
цательной частотами периодического колебания. Для исчерпываю- 


22 


Рис. 2.2. Коэффициенты комплексного (а) и тригонометрического (6) рядов Фурье пе- 
риодической функции времени 


щей характеристики слектра подобные построения должны быть дополне- 
ны заданием начальных фаз отдельных гармоник. 

Спектр периодической функции называется линейчатым или 
дискретным, так как состоит из отдельных линий, соответствующих 
дискретным частотам 0, в, ®, = 20, ®, = 30у ит. д. 

Использование для гармонического анализа сложных периодических 
колебаний рядов Фурье в сочетании с принципом наложения представляет 
собой эффективное средство для изучения влияния линейных цепей на про- 
хождение сигналов. Следует, правда, отметить, что определение сигнала на 
выходе цепи по сумме гармоник с заданными амплитудами и фазами является 
непростой задачей, особенно если не обеспечивается быстрая сходимость 
ряда Фурье, представляющего входной сигнал. Наиболее распространенные 
в радиотехнике сигналы не соответствуют этому условию, и для удовлетво- 
рительного воспроизведения формы сигналов обычно необходимо суммиро- 
вать большое число гармоник. 


24. СПЕКТРЫ ПРОСТЕЙШИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
СИГНАЛОВ 


Рассмотрим несколько примеров периодических колебаний, часто ис- 
пользуемых в различных радиотехнических устройствах. 


1. ПРЯМОУГОЛЬНОЕ КОЛЕБАНИЕ (РИС. 2.3) 


Подобное колебание, часто называемое меандром!, находит особен- 
но широкое применение в измерительной технике. 

При выборе начала отсчета времени в соответствии с рис. 2.3, а функ- 
ция является нечетной, а рис. 2.3, 6 — четной. Применяя формулы (2.24), 
находим для нечетной функции (рис. 2.3, а) при 5(#) = е(): 

0 
(— 1) ѕіпио, Е 
—Г/2 
Т/2 = 
+ | чп по, ѓа |= 
—0 


Рис. 2.3. Периодическое колеба- 
! Меандр — греческое слово, обозначающее ние прямоугольной формы (ме- 
«орнамент». андр) 
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—бе, –40, -26, 0 2%, 40; бо, 7; 0 20, 4, бө, 7) 
00у 50; "80у -Әр Ф, бәј бо), 70, Фр дәу 9%, 7, 
0) д) 


Рис. 2.4, Коэффициенты комплексного (а) и тригонометрического (6) ряда Фурье коле- 
бания, показанного на рис. 2.3 


Учитывая, что То; = 2л, получаем 


при п =0, 2, 4, ..., 


(1—соѕ пл) = Г 
лп 


2Етл при п =1, 3, 5,... 

Начальные фазы Ө,, в соответствии с (2.27) равны —л/2 для всех гармо- 
НИК. 

Запишем ряд Фурье в тригонометрической форме 


оо 


е(#) = У 2 сл» |соз(пе, — 5) = АЁ (пене —- зіп 301+ 
п=1,3,5,... И 
+ — п бон #+ ғ). (2.33) 


Спектр коэффициентов |с„| комплексного ряда Фурье показан на 
рис. 2.4, а, а тригонометрического ряда — на рис. 2.4, 6 (при Е = 1). 

При отсчете времени от середины импульса (рис. 2.3, б) функция явля- 
ется четной относительно Ёи для нее 


е (#} = 25 (созван! — — соѕ Зеу # — 00 56, #— -.). (2.34) 

Графики 1-й (п = 1) и 
3-й (п = 3) гармоник и их 
суммы изображены на рис. 
2.5, а. На рис. 2.5, б эта сум- 
ма дополнена 5-й гармони- 
кой, а на рис. 2.5, в — 7-й. 

С увеличением числа сум- 
мируемых гармоник сумма 
ряда приближается к функ- 
ции е (#) всюду, кроме точек 
разрыва функции, где обра- 
зуется выброс. При п — оо 
величина этого выброса равна 
1,18Е, т. е. сумма ряда отли- 
чается от заданной функции 
на 18 %. Этот дефект сходи- 
мости в математике получил 
зрмоник (2). названиеявления Гиб- 
3 б са. Несмотря на то, что в 


3-й г 


Рис. 2.5. Суммирование 1-й 
1, Зи 5-й гармоник (6), 1, 3, 5 и 
(в) колебания, показанного на рис. 2. 
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Рис. 2.6 Периодическое колебание пило- 
образной формы 


Рис. 2.7. Сумма первых пяти гармоник 
колебания, показанного на рис. 2.6 


рассматриваемом случае ряд Фурье не сходится к разлагаемой функции 
е (2) в точках ее разрыва, ряд сходится в среднем, поскольку при п — оо 
выбросы являются бесконечно узкими и не вносят никакого вклада в ин- 
теграл (2.13). 


2. ПИЛООБРАЗНОЕ КОЛЕБАНИЕ (РИС. 2.6) 


С подобными функциями часто приходится иметь дело в устройствах 
для развертки изображения в осциллографах. Так как эта функция являет- 
ся нечетной, ряд Фурье для нее содержит только синусоидальные члены. 
С помощью формул (2.24)—(2.31) нетрудно определить коэффициенты ряда 
Фурье. Опуская эти выкладки, напишем окончательное выражение для ряда 


е (#) = 22 (что, 1 т 207+ п Зо #— 
л 2 З 
р зіп), (2.35) 


Как видим, амплитуды гармоник убывают по закону 1/и, где п == 1, 
2, 3, ... На рис. 2.7 показан график суммы первых пяти гармоник (в увели- 
ченном масштабе). 


3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ УНИПОЛЯРНЫХ ТРЕУГОЛЬНЫХ 
ИМПУЛЬСОВ (РИС. 28) 


Ряд Фурье для этой функции имеет следующий вид: 


0 | созо + зг 35 608 Заз! =; 608 бш, +. .). (2.36) 


е 


Рис. 2.8. Сумма трех первых 
гармоник периодической функ- 
ЦИИ 


е Рис. 2.3. Периодическая последова- 
тельность прямоугольных импульсов 
[ с большой скважностью 


Ё 


На рис. 2.8 изображена сумма первых трех членов этого ряда. В данном 
случае отметим более быстрое убывание амплитуд гармоник, чем в предыду- 
щих примерах. Это объясняется отсутствием разрывов (скачков) в функции. 


4. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ УНИПОЛЯРНЫХ 
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ИМПУЛЬСОВ (РИС 2.9) 


Применяя формулу (2.32), находим среднее значение (постоянную со- 
ставляющую) 


Ти/2 
ао 1 Ти }- 
2 Т | 19 Т Е 
— тр 


и коэффициент л-й гармоники 


ти/2 
а = 2- | е0 сопе, 4 = Е еіп Ла ти. (2.38) 
Т лп 
- 1/72 
Так как функция е (1) четная, 6, = 0 и А, = а,. Таким образом, 
е(й =Е | ли; 2 У 1 іп Патти соло { . (2.39) 
л п 2 


Величина № = Т/т, называется скважностью импульс - 
ной последовательности. При больших значениях № спектр 
сигнала содержит очень большое число медленно убывающих по амплитуде 
гармоник (рис. 2.10). Расстояние между спектральными линиями очень мало, 
а амплитуды соседних гармоник близки по величине. Это наглядно вытекает 


из формулы (2.38), которую в данном случае удобно представить в несколько 
измененном виде 


Рис. 2.10. Спектр импульсной после- 
довательности. показанной на рнс. 2.9 


06,2, 27 (т © 
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При малых значениях л можно считать 
и ПИ Е =. (2.40) 


Постоянная составляющая, равная 45/2 = Ет,/Т, вдвое меньше ампли- 
туды 1-й гармоники. При построении спектра коэффициентов [с,„| величина 
со приближенно равнялась бы |си|. 


2.5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МОЩНОСТИ В СПЕКТРЕ 
ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Пусть сигнал 5 (1) (ток, напряжение) представляет собой сложную 
периодическую функцию времени с периодом Т. 

Энергия такого сигнала, длящегося от {= —оо до Ё= оо, бесконечно 
велика. Основной интерес представляют средняя мощность периодическо- 
го сигнала и распределение этой мощности между отдельными гармоника- 
ми. Очевидно, что средняя мощность сигнала, рассматриваемого на всей оси 
времени, совпадает с мощностью, средней за один период Т. Поэтому можно 
воспользоваться формулой (2.17), в которой под коэффициентами с, следует 
подразумевать коэффициенты ряда (2.20), под интервалом ортогональности 


Ь — & — величину периода Т, а под нормой ||, || — величину УТ 1см. 
(2.211. 
Таким образом, средняя мощность периодического сигнала 
— 1 © 90 
(= — У ей Т= У |е, |. (2.41) 
п — оо П == — эс 


Используя тригонометрическую форму ряда Фурье и учитывая, что 


Со = 40:2 и |с,| = 4,2, получаем 
2 [1% 1:2 У = (ет 3 2.42 


Если $ (#) представляет собой ток Г (1), то при прохождении его через со- 
\ 
противление г выделяется мощность (средняя) 


Р т) (12 1 1219 +...), 


где /, = 42 — постоянная составляющая, а /, = А, — амплитуда п-й 
гармоники тока { (1). 

Итак, полная средняя мощность равна сумме средних мощностей, выде- 
ляемых отдельно постоянной составляющей /, и гармониками с амплиту- 
дами [1, /,, ... Это означает, что средняя мощность не зависит от фаз от- 
дельных гармоник. Это вытекает из ортогональности спектральных состав- 
ляющих, в данном случае на интервале Т. 


2.6. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


Изложенный в $ 2.3. гармонический анализ периодических сигналов 
можно распространить на непериодические сигналы. Пусть такой сигнал 


$ (Е) задан в виде некоторой функции. отличной от нуля в промежутке (&, 
2) (рис. 2.11). 
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Выделив произвольный отрезок времени Т, включающий в себя проме- 
жуток (&, Ь), мы можем представить заданный сигнал в виде ряда Фурье: 


$ (4) = У с, епо, О << Т, (2.43) 


п= = ор 


где о; = 2л/Т, а коэффициенты с, в соответствии с формулой (2.22) 


1, 
са = | в (елин а. (2.44) 
Ё, 
Подставив (2.44) в (2.43), получим 
оо и 
(0 = У (ў зета) емен =, 0<Е<Т. (2.45) 
па —ю \ ў, у 


Здесь учтено, что Т = 2л/о;. 

Вне отрезка (0, Т) ряд (2.43) определяет функцию $ (0) = $ (і + АТ), 
где & — целое число, т. е. периодическую функцию, полученную повторе- 
нием 5 (1) вправо и влево с периодом Т. Для того чтобы вне отрезка (0, Т). 
функция равнялась нулю, величина Т должна быть бесконечно большой. 
Но чем больше отрезок Т, выбранный в качестве периода, тем меньше ко- 
эффициенты с». Устремляя Т к бесконечности, в пределе получаем бесконеч- 
но малые амплитуды гармонических составляющих, сумма которых изобра- 
жает исходную непериодическую функцию $ (1, заданную в интервале 
< 1< і, (см. рис. 2.11). Число гармонических составляющих, входящих 
в ряд Фурье, будет при этом бесконечно большим, так как при Т —» оо ос- 
новная частота функции в, = 2л/Т -» 0. Иными словами, расстояние меж- 
ду спектральными линиями (см. рис. 2.2), равное основной частоте о, 
становится бесконечно малым, а спектр — сплошным. 

Поэтому в выражении (2.45) можно заменить о, на 4®, по! на текущую 
частоту о, а операцию суммирования операцией интегрирования. 

Таким образом, приходим к двойному интегралу Фурье 

© 1 
(0) = = | его! | в(х) ее ах | дш. (2.46) 
21 
— ос 


і, 


Внутренний интеграл, являющийся функцией о, 


і, 
$ (о) = | 500) ее аі, (2.47) 


называется спектральной плотностью илиспектраль- 
ной характеристикой функции $ (2). 

В общем случае, когда пределы Ё и #, не уточнены, спектральная плот- 
ность записывается в форме 


$ (©) = | 5 (0) ет: 4. (2.48) 


После подстановки (2.48) в выра- 
жение (2.46) получаем 


-Т Он , | т 
$(1 = > | $ (о) е‘® до. (2.49) 
л 


Рис. 2.11. Одиночный импульс 
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Выражения (2.48) и (2.49) называются соответственно прямым и 
обратным преобразованиями Фурье. 

Выражение (2.48) отличается от (2.22) только отсутствием множителя 
ИТ. Следовательно, спектральная плотность $ (о) обладает всеми основными 
свойствами коэффициентов с„ комплексного ряда Фурье. По аналогии с 
(2.23) и (2.25) можно написать 


$ (©) = А (о) — (о) =$ (о) е 9 ®, (2.50) 
где 

А (®) = | $ (#) соз о/а, В (о) = { $ (В зіп оѓ. (2.51) 

Модуль и аргумент спектральной плотности определяются выражения- 
МИ 

5 (о) = ИА (®)Р + [В (ә), (2.52) 

Ө (о) = —-агсіс [В (®)/А (®}]. (2.53) 


Первое из этих выражений можно рассматривать как ам плиту д- 
но-частотную (АЧХ), а второе — как фазо - частотную 
характеристики (ФЧХ) сплошного спектра непериодического сиг- 
нала $ (1). 

Как и в случае ряда Фурье, 5 (о) является четной, а Ө (®) — нечетной 
функцией частоты о. 

На основании формулы (2.50) нетрудно привести интегральное преобра- 
зование (2.49) к тригонометрической форме. Имеем [аргумент функции 
Ө (о) в последующих выражениях опущен]: 


(0) = -- | $ (ш) 1+9 до = > | $ (о) соѕ (07-9) д&-+ 


КО: . 
+1 | $ (0) зп (оѓ -- Ө) до. 


Из четности модуля и нечетности фазы следует, что подынтегральная 
функция в первом интеграле является четной, а во втором — нечетной от- 
носительно ®. Следовательно, второй интеграл равен нулю и окончательно 


(0 = = | 5 (о) соз (07-0) бо = — ( 5 (9) соз (2-6) 4 6.54) 
— оо 0 


Переход от комплексной формы (2.49) к тригонометрической (2.54) 
обычно целесообразен в конце анализа; все промежуточные выкладки при 
применении интеграла Фурье удобнее и проще производить на основании 
комплексной формы (2.49). 

Отметим, что при о = 0 выражение (2.47) переходит в следующее: 


$ (0) = } 5 (0) 4 = площадь под кривой $ (2). (2.55) 


— 00 

Следовательно, для любого сигнала $ (№ спектральная плотность $ (о) 

на нулевой частоте равна «площади сигнала». Это правило полезно для бы- 

строго выявления структуры спектра некоторых сигналов. Примеры приме- 
нения этого правила приводятся в $2.10. 
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2.7. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СПЕКТРАМИ 
ОДИНОЧНОГО ИМПУЛЬСА И ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИМПУЛЬСОВ 


Пусть заданы импульс $, (И и соответствующая ему спектральная 
плотность $, (о) = $, (2л]) (рис. 2.12, а). На этом рисунке изображен модуль 
сплошного спектра $, (2л/) в виде функции, четной относительно /. 

При повторении импульсов с периодом Т получается последователь- 
ность, представленная на рис. 2.12, 6 (слева). Линейчатый (дискретный) 
спектр этой последовательности изображен в правой части рисунка. При 
периоде Т интервал между любыми двумя соседними гармониками равен 
ИТ. 

Коэффициент п-й гармоники в соответствии с выражением (2.22) 


1 
1 . 
==: | я (1) е ен 44, 
1: 


где в, = 2л/Т; Ци В соответствуют рис 2.11. 
Спектральная же плотность одиночного импульса на той же частоте 
о = па, будет (см. (2.47)| 
і, 
$ (о =иФџ) = | 51 (1) е 20: 4. 
іі 
Как ранее уже отмечалось, спектральная плотность $, (о == по!) от- 
личается от коэффициента с, ряда Фурье периодической последовательности 
только отсутствием множителя 1/7. 
Следовательно, имеет место простое соотношение 


Сп == 9, (по) /Т =} $, (по). (2.56) 
Соответственно комплексная амплитуда п-й гармоники 
А, = 2с, = 21, 5, (по). (2.56') 


Итак, модуль спектральной плотности одиночного импульса и огибающая 
линейчатого спектра периодической последовательности, полученной путем 
повторения заданного импульса, совпадают по форме и отличаются только 
масштабом. 

На рис. 2.12, 6 штриховой линией обозначена огибающая линейчатого 
спектра |с„| = |5: (по). 


5,0) 
а) | \ 


д ти И 
а,@+7) 5,0) в,00-7) 
\ 
Г 
Ф 1 х / 


6,1-5, (207) 


-7 7+7, 0 т Г Тт Т 


-2-71 01254 л 


Рис. 2.12. Одиночный импульс и его спектральная плотность (а), периодическая после- 
довательность импульсов и ее линейчатый спектр (6) 
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С увеличением Т спектральные линии на рис. 2.12, б сближаются и ко- 
эффициенты с, уменынаются, но так, что отношение |с, |/ў, остается неиз- 
менным. В пределе, при 7 — оо, приходим к одиночному импульсу со спек- 
тральной плотностью 


8, (о) = Ит (с„/ћ). 


Таким образом, становится наглядным термин «спектральная плот- 
ность»: $ (о) есть амплитуда напряжения (тока), приходящаяся на 1 Гц 
в бесконечно узкой полосе частот, которая включает в себя рассматрива- 
емую частоту Ф. 


2.8. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ФУРЬЕ 


Между сигналом $ (#) и его спектром $ (о) существует однозначное со- 
ответствие. Для практических приложений важно установить связь между 
преобразованием сигнала и соответствующим этому преобразованию изме- 
нением спектра. Из многочисленных возможных преобразований сигнала 
рассмотрим следующие наиболее важные и часто встречающиеся: сдвиг сиг- 
нала во времени, изменение масштаба времени, сдвиг спектра сигнала по 
частоте, дифференцирование и интегрирование сигнала. Кроме того, будут 
рассмотрены сложение сигналов, произведение и свертка двух сигналов, а 
также свойства взаимной обратимости о и Ё в преобразованиях Фурье. 


1. СДВИГ СИГНАЛОВ ВО ВРЕМЕНИ 


Пусть сигнал 5,(й) произвольной формы существует на интервале вре- 
мени от & до ї, и обладает спектральной плотностью $, (о). При задержке 
этого сигнала на время & (при сохранении его формы) получим новую функ- 
цию времени 


$2 (1) = 8, (1— В), 


существующую на интервале от 1; + і до Ё, - Ц. 
Спектральная плотность сигнала 5, (#) в соответствии с (2.48) 


“ът ть 
$ (о) = | 5 (2) е — 222 (ју — | $1 (7—0) е ‘0 (4. 
һ+ + 


Вводя новую переменную интегрирования т = ѓ — &, получаем 


1, 
$ (о) =е— ‘ә | 5, (т) е— 19° 4х ео $, (0). (2.57) 
іу 


Из этого соотношения видно, что сдвиг во времени функции $ (#) на 
+ і приводит к изменению фазовой характеристики спектра $ (о) на вели- 
чину + ої,. Очевидно и обратное положение: если всем составляющим спек- 
тра функции $ (1) дать фазовый сдвиг Ө (о) = + оі, линейно-связанный с 
частотой о, то функция сдвигается во времени на +}. 

Амплитудно-частотная характеристика спектра (т. е. модуль спектраль- 
ной плотности) от положения сигнала на оси времени не зависит. 


2. ИЗМЕНЕНИЕ МАСШТАБА ВРЕМЕНИ 


Пусть сигнал $; (#), изображенный на рис. 2.13 сплошной линией, под- 
вергся сжатию во времени. Новый сжатый сигнал $» (#) (штриховая кривая 
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на рис. 2.13) связан с исходным соотнощением 
$а (0) = 8, (00), п> 1. 

Длительность импульса 5, (0) в п раз меньше, 
чем исходного, и равна т/п. Спектральная плот- 
ность сжатого импульса 


Рис, 2.13. Сжатие сигна- т/п та/п 
ла при сохранении его — Д ТРИИ ө 
формы и амплитуды 5, (0) | $8 (де 4 | $1 (0) ета. 


Вводя новую переменную интегрирования т == пі, получаем 


07) 
т 1—7 


И 
$, (@) = = в, (ђе ” 4. 
0 


Но интеграл в правой части этого выражения есть не что иное, как 
спектральная плотность исходного сигнала $, (1) при частоте в/п, т. е. 
$, («/п). 

Таким образом, 


$, (о) = (1/п) $, (®/п). 


Итак, при сжатии сигнала в п раз на временнбй оси во столько же раз 
расширяется его спектр на оси частот. Модуль спектральной плотности 
при этом уменышается в и раз. Очевидно, что при растягивании сигнала во 
времени (т. е. при я < 1) имеют место сужение спектра и увеличение модуля 
спектральной плотности. 


3. СМЕЩЕНИЕ СПЕКТРА СИГНАЛА 
Применим (2.48) к произведению $(й соѕ (0, -- Ө) 


| $ (1) соѕ (0. Ё- 0.) е 27 4 = | 5 (9 [е9 + 


— со — 00 


А оо 
1 29. 
ен т $ (#) е (9— 60)? Д4-- 


9 р зд е-Ко-+оь! 4. 
2 


Первый интеграл в правой части есть не что иное, как спектральная 
плотность функции $ (1) при частоте о —- ®., а второй интеграл — при ча- 
стоте о -- ®,. Поэтому полученное выше соотношение можно записать в 
форме 

со 
| $ (1) соѕ (2, 2-0.) е‘ а =--1е198 (о —0) 4-е {88 (о -- о,)], (2.58) 

—- 0 
где $ (©) — спектральная плотность сигнала 5 (2). 

Из выражения (2.58) вытекает, что расщепление спектра $ (о) на две 
части, смещенные соответственно на +- Фо и —@®,, эквивалентно умножению 
функции $ (1) на гармоническое колебание соѕ оѓ (при 60, = 0). 

Более подробно это положение рассматривается в гл. З при изучении 
модулированных колебаний, 
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4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИГНАЛА 


Дифференцирование сигнала $, (#) можно трактовать как почленное диф- 
ференцирование всех гармонических составляющих, входящих в его спектр. 
Но производная функции е®' равна іѓоеѓоѓ, из чего непосредственно вы- 
текают следующие соответствия: 


48: (0 .. 
$1 (0) = $, (0), 5 (0) = 09 1051 (6) == $2 (0). (2.59) 
К этому результату можно прийти также из общего преобразования 
Фурье 
| 0 ега =5,()е—і9 | фо, (о) = 108, (0). 


Первое слагаемое в правой части обращается в нуль, поскольку при 
Ё» 00 51 (Ѓ) —0 (условие интегрируемости сигнала). 
Аналогичным образом можно показать, что сигналу 
1 
$2 (1) = 51(х) ах 
— о 
соответствует спектральная плотность 
$, (о) = (1/1) $, (о). (2.60) 


Следует, однако, подчеркнуть, что в отличие от операции {0$} (©) 
операция (1/10) $, (ою) законна только для сигналов, отвечающих условию! 
5 (0) = 0, т. е. для сигналов с нулевой площадью 


| $1 (1) 41 = 0 (см. приложение 2). 


— оо 


5. СЛОЖЕНИЕ СИГНАЛОВ 


Так как преобразование Фурье, определяющее спектральную плотность 
заданной функции времени, является линейным, очевидно, что при сло- 
жении сигналов $, (#), $» (#), ..., обладающих спектрами $, (©), $, (о), ..., 
суммарному сигналу $ (1) >= 5, (0) ~ $. (0) -- ... соответствует спектр 
$ (о) =- $, (о) 4 8, (ш) = 


6. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ДВУХ СИГНАЛОВ 


Пусть рассматриваемый сигнал 5 (ѓ) является произведением двух функ- 
ций времени } (№ и & (2). 
Используя общую формулу (2.48), определяем спектр сигнала $ (2) 


$ (оо) = \ 5 (1) е; а = | (в (1)е аг. (2.61) 


Каждую функцию { (№ и © (/) можно представить в виде интеграла 
Фурье: 


} (0) = | Е (о) е‘ ао, &(() =! { С (о) еі"! аш. 
2л А д В 


' См.: Математические основы современной радиаэлектроники / И. А. Большаков, 
Л. С. Гуткин, Б. Р. Левин, Р. Л. Стратонович. —- М.` Сов. радио, 1968. 
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Подставляя в (2.61) второй из этих интегралов, получаем 


Д С (хе! | ема 


со —— 60 


= К] поем 


со — 00 


Заключенный в квадратные скобки интеграл по переменной # представ- 
ляет собой спектральную плотность функции # (1) при частоте о — х, т. е. 
Е (о — х). Следовательно, 


$ (ө) = | С (х) Е (о х) ах. (2.69) 


—- 00 


Итак, спектр произведения двух функций времени } (№ и & (1) равен, 
(с коэффициентом 1/2л) свертке их спектров Е (о) и С (о). 

Из выражений (2.61) и (2.62) в частном случае о - 0 вытекает следую- 
щее равенство: ` 


| НОО 4 == | С (ХЕ (— х) ах. 


- © 


Заменяя в последнем выражении х на о, получаем 


| 020) = | Сб (о) Е (о) ао = | С (©) Е* (о) бо, (2.63) 
є 2д е 2л 


где Е* (о) = Е ([—®) — спектральная функция, комплексно-сопряженная 
функция РЕ (в). 

Аналогично можно показать, что произведению двух спектров Ё (о) х 
х С (о) = $ (о) соответствует функция времени $ (1), являющаяся сверт- 
кой функций { (1 и е (2: 


< 


$ (1) = | Р(0) 2 (фу ау = | (1—0) е (0) ду = 


— ос 


= | Е (©) С (о) еѓе до. (2.64) 
2л 


. 
-- 00 


Последнее выражение особенно широко используется при анализе пе- 
редачи сигналов через линейные цепи. В этом случае функции времени 
} (#) ис (0) имеют смысл соответственно входного сигнала и импульсной ха- 
рактеристики цепи (см. $ 6.3), а Е (о) и С (о) — спектральной плотности 
сигнала и передаточной функции цепи. 
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7. ВЗАИМНАЯ ЗАМЕНЯЕМОСТЬ о И 1 В ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 
ФУРЬЕ 


Обратимся к общему выражению (2.48) и выясним свойства функции 
$ (о) для различных функций $ (2). 

1. Если 5 (1) есть функция, четная относительно Е, то, переписывая вы- 
ражение (2.48) в виде 


[е] 


$ (©) = \ $ (1) соѕ ої —і | $ (7) т о, 


.: 
— оо — © 


убеждаемся, что при четности $ (1) второй интеграл равен нулю, так как 
произведение $ (1) ѕіп оѓ является функцией, нечетной относительно Ё а 
пределы интегрирования симметричны. 

Таким образом, при $ (Ё), четной относительно Ё функция $ (о), опре- 
деляемая первым интегралом, есть функция вещественная и четная относи- 
тельно ®. 

2. Если $ (#) нечетна относительно /, то в нуль обращается первый ин- 
теграл и 


$ (о) = —Р | 5(0) зто. 


— 


В этом случае $ (о) — нечетная и чисто мнимая функция. 

З. Если, наконец, $ (#) не является четной или нечетной функцией от- 
носительно Ё, то ее можно разложить на две функции: четную $, (й) и не- 
четную $. (й). При этом $ (о) представляет комплексную функцию, причем 
действительная ее часть четна, а мнимая нечетна относительно о). 

Из п. 1 вытекает. что при четной функции $ (7) можно произвольно выби- 
рать знак перед { в обратном преобразовании Фурье [см. (2.49)1: выберем 
знак минус и запишем формулу (2.49) в виде 


и иле 
5 (0) =-- \ $ (‹о)е Яо). 


— є 


В последнем интеграле заменим переменную интегрирования о на і 
и параметр ѓ на о. Тогда левая часть должна быть записана в виде функции 
от аргумента о 


И с іо? 
59) = = | $00е 41. 


е 
— ж 


Но интеграл в последнем выражении можно рассматривать как спектраль- 
ную плотность новой функции $ (1, полученной заменой о на Ё в выраже- 
нии спектральной плотности сигнала $ (2). 

Обозначим эту спектральную плотность через $’ (о). Тогда 


$' (о) =2л5$ (о). (2.65) 


Этот результат показывает, что переменные о и Ё в преобразованиях Фурье 
взаимно заменимы; если колебанию (четному) $ (1) соответствует спектр 
$ (о), то колебанию $ ({) соответствует спектр 275 (6). 


35 


2.9. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ В СПЕКТРЕ 
НЕПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Для получения выражения, аналогичного (2.42), можно идти двумя пу- 
тями: исходя из (2.42) совершить предельный переход Т -» оо или восполь- 
зоваться результатами предыдущего параграфа. 

Рассмотрим второй путь. Для этого воспользуемся выражением (2.63). 

Если |} (0) и с (7) представляют собой одно и то же колебание 


0) = (0 = 5 (0), 


то интеграл 


(02004 = | (0) й =Э 


-- оо — 00 


представляет собой полную энергию сигнала $ ({). Кроме того, произведение 
спектральных плотностей С (о) и Е* (о) приводится к виду 


С (5) Е“ (0) — $ (0) 5* (о) = |5 (0) [= 5? (0), 


где $ (о) — спектр сигнала $ (1), а 5 (о) — модуль этого спектра. 
Таким образом, в соответствии с (2.63) приходим к окончательному ре- 
зультату 


> 


9= | 8 (0) а = —— | 1800) Рао {| 5200) ао. (2.66) 


-- 00 0 

Это важное соотношение, устанавливающее связь между энергией сиг- 
нала и модулем его спектральной плотности, известно под названием ра- 
венства Парсеваля. 

Между выражениями (2.42) и (2.66) имеется существенное различие. 
В $ 2.5 речь шла о средней мощности периодического колебания. Операция 
усреднения осуществлялась делением энергии отрезка колебания за один 
период на величину 7. Для непериодического колебания конечной длитель-. 
ности усреднение энергии за бесконечно большой период дает нуль и, следо- 
вательно, средняя мощность такого колебания равна нулю. 

Важно отметить, что энергия непериодического сигнала не зависит от 
фазировки спектральных составляющих. Это является, как и для периоди- 
ческого сигнала, результатом ортогональности спектральных составляющих. 
Различие заключается лишь в интервалах ортогональности: период Т для 
периодического сигнала и бесконечно большой интервал для непериодиче- 
ского сигнала. 

Из выражения (2.66) видно, что величину |5 (о)[?, имеющую смысл 
энергии, приходящейся на 1 Гц, можно рассматривать как спектральную 
плотность энергии сигнала. 


2.10. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СПЕКТРОВ 
НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


Основной задачей настоящего параграфа является пояснение свойств 
преобразований Фурье, приведенных в предыдущих параграфах, на приме- 
рах, важных для практики. 
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1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ИМПУЛЬС 
Простейшее колебание, определяемое выражением 
в. (0 -| А при —т,/2 <#< 11/2, 
О при 2< —т,/2 и > 1/2 


и представленное на рис. 2.14, а, получило широкое распространение как 
в технике, так и в теории сигналов и цепей. Применяя формулу (2.48), на- 
ходим спектральную плотность (рис. 2.14, 6) 


(2.67) 


ти /2 ВИ ОТ и 
$, (о) = А еі ду А (е ? —е 2 = 
— 10) 
—"/? 
= 24 зп т Дт, | (2.68) 
0 2 ®ти/2 


Заметим, что произведение Ати, равное площади импульса, определяет 
значение спектральной плотности импульса при о == 0, т. е. $, (0) = Ат, 
[см. (2.55)]. 


Таким образом, выражение (2.68) можно записать в форме 


5, (о) — $, (0) 211601172) 5, (0) зіпе( = ) (2.69) 


оТти;/2 


Здесь через ѕіпс (от,/2) обозначена функция 
ѕіпс (х) == (ѕіп х/х. (2.70) 


При удлинении (растягивании) импульса расстояние между нулями 
функции $, (о) сокращается, что равносильно сужению спектра. Значение 
51 (0) при этом возрастает. При укорочении (сжатии) импульса, наоборот, 
расстояние между нулями функции $, (©) увеличивается (расширение спек- 
тра), а значение $, (0) уменьшается. В пределе при т, —0 (А == сопѕё) 
точки и. = ==2л/т„, соответствующие двум первым нулям функции $, (о), 
удаляются в бесконечность и спектральная плотность, бесконечно малая по 
величине, становится равномерной в полосе частот от оо до оо. 

На рис. 2.15 показаны отдельно графики модуля $, (©), отнесенного 
к величине < (0), и аргумента Ө (0) спектральной плотности. Первый из 
этих графиков можно рассматривать как АЧХ, а второй — как ФЧХ спек- 
тра прямоугольного импульса. Каждая перемена знака $, (о) учитывается 
на рис. 2.15, б приращением фазы на л. 


5; 


8; 


-7и/2 0 
а) 


Рис. 2.14, Прямоугольный импульс (а) и его спектральная плотность (6) 
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0 ти Ё 


Рис. 2.16. Совмещение начала отсчета вре- 
мени с фронтом прямоугольного импульса 


Л ит,/2 < Рис. 2.15. Модуль (а) и аргумент (6) спек- 
~ 600) тральной плотности прямоугольного им- 
0)-оту (г пульса 


При отсчете времени не от середины импульса (как на рис. 2. 13), а от 
фронта (рис. 2.16) ФЧХ спектра импульса должна быть дополнена слагае- 
мым от,/2, учитывающим сдвиг импульса на время ти/2 (в сторону запазды- 
вания). Результирующая ФЧХ принимает при этом вид, показанный на 
рис. 2.15, 6 штриховой линией. 


2. ТРЕУГОЛЬНЫЙ ИМПУЛЬС 


Представленный на рис. 2.17, а импульс определяется выражением 


А(-5 +1), 60, 
0 ‘9? о 
и 


[1 і } о<:<—=. 


(2.71) 


Ти/2 


Прямое вычисление спектральной плотности треугольного импульса по 
формуле (2.48) хотя и несложно, все же несколько громоздко. 

Для иллюстрации применения теорем о спектрах, приведенных в преды- 
дущем параграфе, найдем сначала спектральную плотность функции, являю- 
щейся производной от заданного сигнала $; (і). График производной показан 
на рис. 2.17, 6. Спектральная плотность положительного прямоугольного 

4 А га 
импульса длительностью ти„/2 и амплитудой =_= ПО аналогии с формулой 
и 
(2.68) и с учетом сдвига середины импульса на время т„/4 относительно точ- 
ки і == 0 


А ти зѕіп(@ти/4) у ѕіп (оти /4) е!91./4 


ти/2 2 ®ти/4 07/4 
$. 
2 5 
а) —_ 
8) 
< 
к 
к 
х 
дп _4п 0 2п п бл о 
Ти Зи Ти Т, ти 


Рис. 2.17. К определению спектральной плотности треугольного импульса 
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Спектральная плотность отрицательного импульса, показанного на 
рис. 2.17, 6, соответственно 


5іп (071/4) е бет /4 
®Фти/4 


Суммарная спектральная плотность двух импульсов 


зіп (Фти/4) (ет и/4 е ‘%1и/4) 194 зіп? (оти/4) | (2.72) 
®ФТи /4 өти/4 | 


Спектральная плотность треугольного импульса, являющегося инте- 
гралом от функции $, (1), получается делением предыдущего выражения 
(2.72) на ію [см. (2.60): 


з) = 2 оты) ды | лени 273) 


10/ оти /4 р 2 ®ти/4 


Множитель Ат,/2 = 5, (0) — площадь треугольного импульса. 

График $, (ө) представлен на рис. 2.17, в. Полезно отметить, что 
уровень боковых лепестков спектра треугольного импульса убывает пропор- 
ционально 1/62, а не 1/о, как в случае прямоугольного импульса. Большая 
скорость убывания спектра объясняется отсутствием разрывов в рассматри- 
ваемой функции. Аналогичная картина была отмечена в $ 2.4 при рассмотре- 
нии линейчатого спектра периодической последовательности треугольных 
импульсов. и 

Обобщение этого важного вопроса, основанное на использовании аппа- 
рата дельта-функций, дается в $2.13. 


3. КОЛОКОЛООБРАЗНЫЙ (ГАУССОВСКИЙ) ИМПУЛЬС 
(РИС. 2.18, а) 


Представленный на рис. 2.18, а импульс определяется выражением 
$з (#) = Дей /2а*, — 0 < р ою. (2.74) 


Этот импульс, совпадающий по форме с графиком нормального (гауссовско- 
го) закона распределения вероятностей, называется также гауссовским им- 
пульсом. Постоянная а имеет смысл половины длительности импульса, оп- 
ределяемой на уровне е-1/? = 1/е1/2 от амплитуды импульса. Таким образом, 
полная длительность импульса т, равна 24. 

Применяя выражение (2.48), получаем 

со 
$, (о) = А | е 120° е— №1 у, (2.75) 


— оо 


Для вычисления интеграла удобно в подынтегральной функции дополнить 
показатель степени до квадрата суммы 


р +!) = — 2 41914-0) —@ — 
22 24? ; 


1669-4] 


где величина 4 определяется из условия 
іо 2010 а) а, 
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откуда 
а=юа/УЭ. (2.76) 
Таким образом, выражение (2.75) 
можно привести к виду 


5, (о) = Дей" | е (Утаа ау 


— со 


Переходя к новой переменной 


х = (1да) а 
Рис. 2.18. Колоколообразный (гаус- (ИУ 2а) -- 4, получаем 
совский) импульс (а) и его спект- го 


тральная плотность (6) $; (о) = Де УЗ а | ех Ях. 


— со 


Учитывая, что входящий в это выражение интеграл равен Ул, окончатель- 
но получаем 


$: (2) = А И 2лае-ч*®*/? = Ве 9*/28*, (2.77) 


где 5 1/0; В ~ улад. 


График этой функции изображен на рис. 2.18, 6. 

Полученный результат имеет важное значение для теории сигналов. 
Оказывается, что гауссовский импульс и его спектр выражаются одинако- 
выми функциями и обладают свойством симметрии: для получения одной 
из них по заданной другой достаточно заменить Ё на о или наоборот. При 
этом спектральная полоса, определяемая на уровне е-1/? от максимального 
значения, равна 26 = 2/а = 2.27; = 4т,, а коэффициент В = У 2ла4: 

Гауссовскому спектру 


$, (о) = Ве %*/25* (2.78) 
соответствует гауссовский импульс 
(0 = Де 2/2. ВВ о-ну (2.79) 
У2л 


с длительностью 2/6 и амплитудой А = ВЫУ 2л. 


Очевидно, что чем меньше длительность импульса ти, тем шире спектраль- 
ная полоса 96. 


4. ИМПУЛЬС ВИДА $1МС (х) 
На рис. 2.19, а изображен импульс, определяемый выражением 


А іп і шали Е 
$4 (2 == $ІПС (о 0 == ее" == ын . (2.80) 
т т 


Вместо вычисления спектральной плотности по формуле (2.48) восполь- 
зуемся результатами п. 1 данного параграфа и свойством взаимной заменяе-. 
мости ® и Ёв преобразованиях Фурье для четных функций времени (см. п. 7 
$ 2.8). 

Из рис. 2.14 очевидно, что после замены о на ѓи Ёна о заданной функ- 
ции $3 (#) будет соответствовать спектр прямоугольной формы. Остается 
лишь найти площадь этого спектра и его уровень. 
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5) 


1/27 


-27#, 0 2пїъ © 


Рис 2.19. Имнульс вида ѕіпс (о „/) (а) н его спектральная плотность (6) 


Для этого сопоставим абсциссу Ё — л/ю т на рис. 2.19, а с аналогичной 
абсциссой о = 2л/т, на рис. 2.14, б. Очевидно, что при замене Ёна © (или 
наоборот) в данном примере необходимо исходить из соответствия л/®т — 

— л/т, Т.е. т, = 20 һ, откуда следует, что 2®т и есть искомая ширина 
спектра $, (о 

Уровень спектра, равномерный в полосе —о0,„ $ © о, проще все- 
го определить по его значению в точке о -- 0, для которой $. (0) равно пло- 
щади импульса [см. (2.55)1: 


> ос х 
\ 3 . ®т ѓ от. х 
—- оо — оо —х 
= А л. (2.81) 
Эт 21т 


Итак, окончательно 
ГА 2]„ при \(о|\ оь, 


(6) == 
і | 0 при | © | >. 


(2.82) 


5. ГРУППА ОДИНАКОВЫХ И РАВНООТСТОЯЩИХ 
ИМПУЛЬСОВ 


Спектральную плотность первого импульса в пачке (рис. 2.20) обозначим 
через $, (о). Тогда для второго импульса, сдвинутого относительно перво- 
го на время Т (в сторону запаздывания), спектральную плотность можно на 
основании (2.57) представить выражением $, (о) == $, (о) е—@Т, для тре- 
тьего импульса $3 (6) =- $, (о) е–‘?е7 и т. д. 

Для группы из м импульсов в соответствии с принципом линейного сум- 
мирования спектров при сложении сигналов спектральная плотность 


$ (0) =5, (о) [1 +е-^№Т фе- 297 4... е0 өт). (2.83) 


При частотах, отвечающих ус- 
ловию о -= Ал, Т, где ё — целое 
число, каждое из слагаемых в квад- 
ратных скобках равно единице и, 
следовательно, 


$1А2л/Т] = №, [А9л;Т|. (2.84) 


Таким образом, при частотах Рис. 2.20. Пачка одинаковых, равноотстоя- 
ө = А2л/Т модуль спектральной щих импульсов 
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Рис. 2.21. Модуль спектральной плотности пачки из трех (а) и четырех (6б) импульсов 


плотности пачки в № раз больше модуля спектра одиночного импульса. 
Это объясняется тем, что спектральные составляющие различных импуль- 
сов с указанными выше частотами складываются с фазовыми сдвигами, 
кратными 2л. 


При частотах же є =: (1/№) (2л/Т), а также при некоторых других 
частотах, для которых сумма векторов е “7 обращается в нуль, суммарная 
спектральная плотность равна нулю. При промежуточных значениях ча- 
стот модуль 5 (о) определяется как геометрическая сумма спектральных 
плотностей отдельных импульсов. 


В качестве иллюстрации на рис. 2.21, а изображен спектр (модуль) 
пачки из трех прямоугольных импульсов, а на рис. 2.21, 6б — из четырех при 
интервале между соседними импульсами Т = Зт,. Штриховыми линиями 
показана спектральная плотность одиночного импульса. С увеличением чис- 
ла импульсов в пачке спектральная плотность все более расщепляется и в 
пределе при № — оо принимает линейчатую структуру спектра периодиче- 
ской функции (см. рис. 2.12). 


2.11. БЕСКОНЕЧНО КОРОТКИЙ ИМПУЛЬС 
С ЕДИНИЧНОЙ ПЛОЩАДЬЮ (ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ) 


Некоторые из возможных импульсов, площадь которых равна едини- 
це, изображены на. рис. 2.22. Амплитуды всех этих импульсов обратно про- 
порциональны соответствующим образом определенной длительности. При 
‘стремлении длительности к нулю амплитуда обращается в бесконечность, 
а площадь импульса остается неизменной и равной единице. 


Амплитуду прямоугольного импульса следует приравнять величине 
1/х, (рис. 2.22, а), где х, —- длительность импульса. 


42 


При гауссовском импульсе (рис. 2.22, б) амплитуда должна быть прирав- 

нена 1//И Эла, поскольку 
29 — 
е—*/2а* іх = | Эла. 

Наконец, для импульса вида. ѕіп (27, х)/лх (рис. 2.22, в), площадь 
которого равна единице, амплитуда равна 2}, (при х == 0). Длительность 
импульса (главного лепестка) обратно пропорциональна параметру /,.. 

При устремлении параметров х, и а к нулю, а [„ к бесконечности все 
три изображенные на рис. 2.22 функции можно определить следующим об- 
разом: 


| ® при х= 0, 


6 (х) = 2.85 
0 | 0 при х=0 (7.85) 

при одновременном условии 
| 6 (х) 4х = площадь импульса = 1. (2.86) 


17 
— сю 


Функция 6 (х), обладающая указанными свойствами, называется е д и- 
ничным импульсом, импульсной функцией или 
дельта-функцией (а также функцией Дирака). 

Применительно к исходным функциям, изображенным на рис. 2.22, 6 
и в, дельта-функция должна быть определена ‘выражениями 


б (х) = іт е 2*/24* 6 (х) = т [іп (2л, х) гл]. 
а-—0 ла т? 


Возможны и другие многочисленные определения 6 (х). 
При сдвиге импульса по оси х на величину х, определения (2.85), (2.86) 
должны быть записаны в более общей форме 
х при х= х. 
бүх х) =) р р (2.87) 
[О при х= х, 


\ б (х — хо} ах = 1, (2.88) 
6 (х-— хо) = Ит е (“ Ян) ту и? (2.89) 
1—0 па 
бк) = Шоп 1277 (о), (2.90) 
„= л (х — ха) 
5 
у папе 2 
х 
г, 0 2 2 
=> > пп 
@) 0) 6) т т 


Рис. 2.22. Импульсы, обращающиеся в дельта-функцию при стремлении длительности 
к нулю 
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Функция 6 (х) обладает важными свойствами, благодаря которым она 
получила широкое распространение в математике, физике и технике. 
Из определений (2.87), (2.88) вытекает основное соотношение 


| б(х— ходах Но | 9 (хх) ах. (хо). (2.91) 


Так как по определению функция б (х —- х) равна нулю на всей оси х, 
кроме точки х >= х, (где она бесконечно велика), то промежуток интегриро- 
вания можно сделать сколь угодно малым, лишь бы он включал в себя точ- 
ку хо. В этом промежутке функции } (х) принимает постоянное значение 
Ё (хо), которое можно вынести за знак интеграла. Таким образом, умноже- 
ние любой подынтегральной функции / (х) на б (х —- х,) позволяет прирав- 
нять интеграл произведения значению (х) в точке х = х}. 

В математике соотношение (2.91) называется фильтрующим свойством 
дельта-функции!. 

В теории сигналов приходится иметь дело с дельта-функциями от аргу- 
ментов Ё или о, в зависимости от того, в какой области рассматривается 
функция — во временной или частотной. 

Рассмотрим сначала свойства функции 6 (1). В этом случае основное 
значение имеет спектральная характеристика дельта-функции. В $2.10 
было установлено, что при сокращении длительности т; прямоугольного 
импульса (неизменной амплитуды) ширина основного лепестка спектраль- 
ной плотности увеличивается, а величина 5 (0) быстро уменьшается. В дан- 
ном же случае, когда уменьшение длительности импульса сопровождается 
одновременным увеличением его амплитуды, значение спектральной плот- 
ности остается неизменным и равным величине 5 (0) =: | для всех частот 
—с0 < в < оо. То же самое имеет место при укорочении любого из им- 
пульсов, показанных на рис. 2.22. 

Следовательно, спектральная плотность дельта-функции вещественна 
и равна единице для всех частот. Из этого также вытекает, что ФЧХ спектра 
дельта-функции ё (1) равна нулю для всех частот. Это означает, что все 
гармонические составляющие единичного импульса при нулевых начальных 
фазах, суммируясь, образуют пик бесконечно большой величины в момент 
времени {= 0. 

Аналогично функция 6`(Ё-— В), определяющая единичный импульс 
в момент 4, имеет спектральную плотность $ (о) = ео. Модуль этой функ- 
ции по-прежнему равен единице, а ФЧХ 0 (о) = — вв. 

Найденная ранее спектральная плотность дельта-функции может быть 
получена и с помощью преобразования Фурье: 


509) | 800—1) етә. 


Используя свойство (2.91), находим 


$ (о) == е 2, | 8 (1—1) аі == е 0, (2.992) 
При = 0 5 (о) = 1. Следует иметь в виду, что правая часть равенства 
5 (0) = 1 является размерной единицей: это площадь импульса, численно 
равная единице. Если под 6 (7) подразумевается импульс напряжения, то 
размерность 5 (о) есть вольт ж секунда (В.с). 


' На языке техники более подходящим по смыслу являлся бы термин стробирую- 
щее свойство. 
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Можно, очевидно, и б ({— №) представить в виде обратного преобразо- 
вания Фурье от 5 (0) = е 1%: 


8—1) = = | 3 (в) ео! о = | ео) фо, (2.93) 


Энергия единичного импульса бесконечно велика. При спектральном 
рассмотрении это вытекает из равенства Парсеваля [см. (2.66)], правая часть 
которого при 5 (о) = 1 обращается в бесконечность. При временном рас- 
смотрении это следует из того, что энергия импульса, пропорциональная 
квадрату его амплитуды (т. е. величине 1/тя) и первой степени длительности 
ти, с укорочением импульса растет как 1/т,. При ти -» 0 энергия бесконеч- 
но велика. 

Понятие единичного импульса особенно широко используется при ис- 
следовании Действия коротких импульсов на линейные цепи. При этом 
не обязательно, чтобы амплитуда реального импульса была бесконечно 
велика, а длительность бесконечно мала. Достаточно, чтобы длительность 
импульса была мала по сравнению с постоянной времени исследуемой цепи 
(или по сравнению с периодом собственного колебания цепи). 

Рассмотрим теперь свойства 6 (о). Все, что ранее было сказано относи- 
тельно 6 (И, можно распространить на 6 (о) при замене Ё на о и о на /. 

По аналогии с выражением (2.93) можем написать 


8()=— | е9 48 = 1 [ еа. (2.94) 


(Перемена знака в показателе степени в данном случае не влияет на значе- 
ние интеграла, см. $ 2.8, п. 7.) Соответственно 


— 1. С (0 — Фо) Е 1. ( — (0—00) , 
5—9) = { • = {е й. (2.94') 


2.12. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ 
СИГНАЛА И ШИРИНОЙ ЕГО СПЕКТРА. 
СКОРОСТЬ УБЫВАНИЯ СПЕКТРА 


Из предыдущих параграфов уже ясно, что чем меньше длительность 
сигнала, тем шире его спектр. Для установления количественных соотноше- 
ний между указанными параметрами сигнала необходимо условиться об 
определении понятий длительность сигнала и ширина его спектра. В прак- 
тике применяются различные определения, выбор которых зависит от наз- 
начения сигнала, его формы, а также от структуры спектра. В некоторых 
случаях выбор является произвольным. Так, ширину спектра прямоуголь- 
ного импульса определяют либо как основание главного лепестка (напри- 


мер, вп. 1 $2.10), либо на уровне 1// 2 от максимального значения спек- 
тральной плотности. Длительность колоколообр азного импульса (см. $ 2.10, 
п. 3) и ширину его спектра иногда определяют на уровне 0,606 от максималь- 
ного значения соответственно $ (#) или 5 (о). Часто пользуются энергетиче- 
ским критерием, понимая под шириной спектра полосу частот, содержащую 
заданную долю полной энергии сигнала. 

Для практики важное значение имеет также оценка протяженности 


«хвостов» спектра вне полосы частот, содержащей основную часть энергии 
сигнала. 
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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ПОЛОСАХ 
ХДЛИТЕЛЬНОСТЬ 


Для выявления предельных соотношений, связывающих длительность 
сигнала и ширину спектра, в современной теории сигналов большое распро- 
странение получил метод моментов. 

По аналогии с понятием момента инерции в механике эффективную дли- 
тельность сигнала Ту можно определить выражением 


Тф = | (1—1): 5° (1) а | | 52 (2) 41, 


— со — оо 


где середина импульса & определяется из условия 


1 = ( 0а (0а. 


— оо — оо 


Имеется в виду, что функция $ (1) интегрируема с квадратом (сигнал с 
конечной энергией). 


Аналогично эффективная ширина спектра ©, = 273, определяется 
выражением! 


в | 0° 52 (о) ао — | 5? (о) бо, 


Так как модуль спектра 5 (6) не зависит от смещения $ (2) во времени, 
можно положить & = 0. Наконец, сигнал $ (#) можно нормировать таким 
образом, чтобы его энергия Э равнялась единице и, следовательно, 


со 


{ #04 –— [за 


— оо 


При этих условиях выражения для Ту и ®„ принимают вид 
Ті = | 5200) 4}, 9 = | о? $2 (о) до, 
д 


и, следовательно, произведение длительность х полоса 


со 


со и 1 а са 1/2 
Тф о» | В 52 (2) 1 | 2 | о 5 о . 


— со 


Нужно иметь в виду, что Т, и ,ф являются среднеквадратическими от- 
клонениями соответственно от ѓ = ѓу и о == 0. Поэтому полную длительность 
сигнала следует приравнять 27,ф, а полную ширину спектра (включая и 
область отрицательных частот) — величине 20,1. 

Произведение 7,4 ,ф зависит от формы сигнала, однако оно не может 
быть меньше 1/2. Оказывается, что наименьшее возможное значение 
Т.ф. = 1/2 соответствует колоколообразному импульсу?. 

Метод моментов применим не к любым сигналам. Из выражений для 
Т.ф и ©, видно, что функция $ (2) с увеличением Е должна убывать быстрее, 
чем 1/1, а функция $ (о) — быстрее, чем 1/о, так как в противном случае 
соответствующие интегралы стремятся к бесконечности (расходятся). 


: Имеются в виду сигналы без высокочастотного заполнения. 
2 Доказательство приведено в предыдущем издании настоящего учебника. См. так- 
же [31]. 
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В частности, это относится к спектру строго прямоугольного импульса, 
когда 


| 02 5? (о) бо == | оз 5 (971/2) 1—4 | (совет) ао со. 
(о /2)? 2 2 


— со —— со 


В этом случае выражение для Т,}5,ф не имеет смысла и оценку эффек- 
тивной ширины спектра прямоугольного импульса приходится основывать 
на иных критериях. 

Рассмотрим некоторые простые сигналы типа видеоимпульсов, т. е. 
сигналов, спектр которых сосредоточен в области низких частот, и опреде- 
лим с помощью равенства Парсеваля энергию, содержащуюся в полосе А} 
от о = 0 до некоторой граничной частоты ®,р == 2л},.: 


рр 
Эһ = — | 5? (о) до. 
0 


Относя затем Эл; к полной энергии импульса Э, определяем коэффициент 
1 (р ти) = ЭА /9, 


характеризующий концентрацию энергии в заданной полосе. 

В качестве исходного сигнала примем прямоугольный импульс, затем 
рассмотрим треугольный и колоколообразный (гауссовский). Последний осо- 
бенно показателен, так как для него обеспечивается максимально возмож- 
ная концентрация энергии спектра в заданной полосе 0 — ,}. 

Для прямоугольного импульса в соответствии с (2.68) 

6) 


гр 
#12 
Эм =(4ъ.)2 1 ( Б до дата 1. т 
л (оти /2)? л ти 


®ррТи/2 ТА 
$11 х 0] Т, 
х —— х = Эт =10“|), где Э == Ат. 
х? 2 
0 
Вычислив интеграл!, получим 


гр Ти 2 . $112 (огр Ти/2) | 
———— |= т —————. 
1( Я | | (арт) — 


зшх 


ах— интегральный синус. 


у 
где $1 (и) = | 
0 


Переходя к аргументу 


гр Т 
—— = Яр рти, записываем 


2Г. зп? (Пер Ти) 

л т) в | $1 (Рот) |. 
пра) [51 (Об т) 
Для треугольного импульса, спектральная плотность которого опре- 


деляется формулой (2.73), а полная энергия Э = А?т,„/3, 


1 Интегрирование по частям дает 


[21 Ь Ь 
$112 х ѕіп? х 2 $іп х соѕ х $11 
—— ах= —--——— ——— ах 

х? х 
0 0 


х 
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Импульс зацесовский 


Прямоцуевльный 


-Греуголеный а) 


45 10 45 Перти 


Рис. 2.23. Доля энергии сигнала в полосе грти (а) и деформация импульса при усе- 
чении спектра (6) 


“тр іп 27и ' 
(А р | —4 | оэ 
э (2) = (ан) 49 9107) 
При 
` 2 
лур т З 5іп4х . 
где! пб) = (= | —« 4х. 


Для гауссовского импульса в соответствии с (2.77) получаем 


“гр а®гр 
Эл: = А? 2ла? 1 | еа о — Ил А?а 2 — | е 4х = Эт (ао), 
л ; Ул ( 


где Э = Ул А?а — полная энергия гауссовского импульса, а функция 


аф 


гр 
п(20, р) == | е—* 4х = Ф (ао) — интеграл вероятности. 
л 
0 


Учитывая, что длительность гауссовского импульса определена в п. 3 
$2.10 и равна 2а, аргумент функции 1 можно записать в форме ао, == 
= проти. Функции М для трех импульсов представлены на рис. 2.23, а. 

Ита ‚ значение произведения /.т,, требующееся для заданного 1, 
максимально для прямоугольного импульса (при т12> 0,9) и минимально 
для гауссовского. В частности, уровню т == 0,95 соответствуют значения 
Кри, равные 1,8; 0,94 и 0,48. 

Выбор границы спектра по энергетическому критерию в некоторых прак- 
тических задачах не всегда приемлем. Так, если при обработке импульса 
требуется сохранить его форму достаточно близкой к прямоугольной, то 
рти должно быть гораздо больше единицы. Для иллюстрации этого важно- 
го положения на рис. 2.23, 6 показаны исходный импульс (штриховая линия) 
и его деформация при усечении спектра на уровнях /,ртъ = 1,3 и 5. 

В любом случае при заданной форме сигнала сжатие его во времени с 
целью, например, повышения точности определения момента его появления 


1 Последовательное интегрирование по частям приводит к следующей формуле: 


р 
ѕіпё х | Ф0 ТФ 190. | 
| х4 а 3 {- 9 во ть. 281 (26) --4 31 вө) . 


0 


1 
где Ф (5) = зіп 6; Фф'(5) = >. (2 ѕіп 26 —зіп 46); $” (5) =26 (соѕ 2 —соз 46). 
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неизбежно сопровождается расширением спектра, что заставляет расширять 
полосу пропускания измерительного устройства. Аналогично сжатие спек- 
тра импульса с целью повышения точности измерения частоты неизбежно 
сопровождается растяжением сигнала во времени, что требует удлинения 
времени наблюдения (измерения). Невозможность одновременно сконцентри- 
ровать сигнал в узкой полосе частот и в коротком интервале времени пред- 
ставляет собой одно из проявлений известного в физике принципа неопре- 
деленности. 

Вопрос о величине произведения длительность Х полоса актуален в 
связи с проблемой электромагнитной совместимости, возникающей при вза- 
имных помехах радиостанций. С этой точки зрения наиболее желательна 
форма импульсов, близкая к колоколообразной. 


2. СКОРОСТЬ УБЫВАНИЯ СПЕКТРА ВНЕ ОСНОВНОЙ 
ПОЛОСЫ 


Для выявления связи между поведением 5 (0) в области относительно 
высоких частот и структурой сигнала $ (#) воспользуемся свойствами таких 
испытательных сигналов, как единичный импульс и единичный скачок. 

Единичный импульс б (1 является единственной функцией, имеющей 
неубывающую спектральную плотность на всей оси частот — оо < ®- оо. 

Поэтому можно утверждать, что сигнал $ (#), спектр которого вне ос- 
новной полосы не убывает с ростом о, содержит в своем составе дельта- 
функцию (в реальных условиях достаточно мощный короткий импульс). 

Далее, единственной функцией времени, имеющей спектральную плот- 
ность вида 1/о, является единичный скачок и (і) = 1, Ё >> 0. Следовательно, 
убывание хвоста спектра сигнала $ (#) по закону 1/0 свидетельствует о на- 
личии в функции $ (1) скачков, т. е. разрывов непрерывности. Но в точках 
разрыва производная функции обращается в дельта-функцию (с постоянным 
коэффициентом, равным величине скачка). Поэтому убывание спектра про- 
порционально 1/ю указывает на наличие дельта-функции в составе произ- 
водной 5’ (2). Это рассуждение можно продолжить и для производных сиг- 
нала $ (і) более высоких порядков. 

Проиллюстрируем сказанное примерами трех сигналов, представлен- 
ных на рис. 2.24: с разрывом, с изломом и «гладкого» сигнала (без разрывов 
и изломов). 

В первом примере (рис. 2.24, а) производная 5$’ (#) определяется выраже- 
нием 


$ (И = 6 (1) — оет, 1>0, а=1/%,, 


и спектральная плотность функции 5 (і) в соответствии с табл. 2.1 
1 та 
а |- іо а 4-і (0) 


Для определения спектральной плотности сигнала $ ({), являющегося 
интегралом от 5 (1), можно исходить из выражения 


1 
о -|-іо | 

В данном случае операция 1/ законна, поскольку 55, (0) = 0 [см. 
(2.60)1. 

При о » а спектральная плотность $, (о) = 1/іо. Как видно из 


рис. 2.24, а, это объясняется наличием функции 6 (#) в первой производ- 
ной сигнала $ (2). 


$, (о) = 1-0 ——— 


$, (©) = — $, (©) = 
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Таблица 2.1 


Сигиал Изображение по Спектральная плотность 
апласу 
со 
| | 
$ (2) | 
0 


$ 
+ 
$ 
— 1 при #20 П 1 
= =’ — — 
| $8 о < 0, р пб (о) Ру, 
0 + 
$ 
7 (0 е—@ при #> 0, 1 1 
[о при {< 0 &--р а |- іо 
0 + 


$ (1) =е—® 111, «> 0 


13 


1 ( рти/2 . 
, 0=| 1 при [24| < ти/2, е т ѕіп о ти/2 
0 при || >> т,/2 ғ) оти/2 
-71/2 0 Ти/2 Т —е 
4 1 
З — |- > х 
кое при |#| < ти/2, ыы р з (зпоъл 
— 0 при |#| > ти/2 х (е”'и -- 2 оти/4 - 
-7,/2 0 7/2 + + в») а “> 
$ 
у \2та 
$ (д =е 1/20 У т ае??? /2 У х ае *%/2 > 
9 
0 $ 0 © 
$ 
(= пот __ л/ют при | © | < оъ 
от Ї 0 при |®| > «т ә А 928 
Я 7) 
5 5,0 
50 (= е 9% соѕ о Ё при ѓ > 0, ра іо а фух | АЧХ 

77—79 Ф 0 при < 0 (р4- 02) - 0? (10 0) -- о? э, 7 < 


ача 
— 
— 


Во втором примере (рис. 2.24, 6) производная функции 
р —0е—% при #>0, 
$' (0) = | 

себ! при # < 0, 
не содержит дельта-функции, но терпит в точке { = 0 разрыв. После пов- 
торного дифференцирования получим функцию, отличающуюся от исход- 
ного сигнала 5$ (ї) только масштабом по оси ординат и наличием функции 
—200 (8. 

Следовательно, спектральная плотность второй производной 

$," (6) = 02$, (о) — 20, 
причем при ® = 0 эта функция равна —о. 

Разделим теперь полученное выражение на (іо)? и учтем, что $, (0)/ 
(10)? есть спектральная плотность двухкратного интеграла от функции 
5” (0), т. е. 5,» (в)/(10)? = $, (в). 

Таким образом, можно составить следующее соотношение: 


5, (0) = [00 $, (о) — 20:1/(70)?, 
откуда вытекает равенство 

$, (©) = 20:/(02 -| «?). 
При о» а $, (@) = 20/02. 


Отсюда видно, что разрыв первой производной приводит к убыванию 
спектра по закону 1/02, Этот результат можно обобщить следующим обра- 


0 т 27 30 1 -50-20-т 0 т) 27) 57) + -20-0а 0 а2а0а + 
$' 5' 


20) 
то 2% 5% 


Рис. 2.24. Примеры сигналов: 
а) с разрывом; б) с изломом; в) без разрыва н излома 
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зом: вне основной полосы частотный спектр убывает по закону 1/%"+!, 
где п — порядок производной, при котором возникает первый разрыв. 

С этой точки зрения сигнал, показанный на рис. 2.24, в, производные 
которого непрерывны при всех значениях п, вплоть до п = оо, должен 
обладать спектром, скорость убывания которого является максимально воз- 
можной. Этот вывод согласуется с тем, что произведение длительность х по- 
лоса минимальна для колоколообразного импульса (см. п. | данного пара- 
графа). 

Основываясь на приведенных рассуждениях нетрудно также объяс- 
нить происхождение пульсации спектра вне основной полосы частот. Пе- 
риодическая пульсация с неубывающими максимумами может возникать 
только в результате интерференции спектров двух дельта-функций, разне- 
сенных во времени. Спектр прямоугольного импульса, пульсирующий с 
максимумами, убывающими по закону 1/0, является наглядным примером 
интерференции спектров двух единичных скачков. 


2.13. СПЕКТРЫ НЕКОТОРЫХ 
НЕИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 


Одним из условий применимости преобразования Фурье к функции 
$ ({) является ее абсолютная интегрируемость: 


{ |5(1) 141 < о. (2.95) 


Это условие существенно ограничивает класс сигналов, для которых 
существует спектр Фурье, выражаемый обычными функциями. Например, 
такие важные для теории сигналов и цепей функции, как гармоническое ко- 
лебание, заданное при —оо < Її < оо или включаемое в некоторый момент 
времени, единичный скачок, и некоторые другие функции не отвечают усло- 
вию (2.95). 

Рассмотренные в предыдущем параграфе свойства дельта-функции по- 
зволяют устранить это препятствие. 

Обратимся, например, к гармоническому сигналу $ (#) = А, соѕ (0, -- 
+ 0,). Не обращая внимания на то, что такой сигнал не является абсолют- 
но интегрируемым, выражение для спектральной плотности запишем в 
форме (2.48): 


$ (0) = | 5(0)е ‘4 = А, | с05 (007 9) е - №1 1 = 


с — со 


| . Аре № с . 
| е и — 9): Е ——— \ ео +9) Е. 
2 


— ос — < 


Аве? 
2 


На основании формулы (2.94’) получаем 
$ (©) = > [2 ле: б (о — о) + 2ле- ‘9 6 (о о) = 


= Аул [еб 6 (о — 9) -е ‘9 6 (о -ә,)|. (2.96) 


Эта функция равна нулю для всех частот, кроме © = 9, и ® = — 00, 
при которых $ (®) обращается в бесконечность. Как и следовало ожидать, 
гармоническому колебанию с конечной амплитудой соответствует бесконеч- 
на большая спектральная плотность при дискретных частотах ®, н —®. 
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со со 


ЛА (то) 


92 


-600 7 о 


6) 


Рис. 2.25. Импульсный и моиохроматический сигналы (а) и их спектральные плотно- 
сти (6) 


В частности, приравнивая ®. нулю, получаем спектральную плотность 
сигнала, представляющего собой постоянное напряжение (ток) Ах: 


$ (о) = А, -2л6 (о). (2.97) 


Распространив соотношение (2.96) на все гармоники любого периодиче- 
ского сигнала 


5 (1) = А У А, соѕ (пе, + Ө,), 


п=! 


можно ввести понятие спектральной плотности периодического сигнала 
в виде суммы дельта-функций 


$ (о) = А: 2л (0) + А, лей: (о-о)  е- 8: 6 (о + ®,)| 
+ А. л[е8: (о — 2%) е- 8: 6 (о + %)|-... 
БА, ле 6 (в —- по) + е` № 6 (оло)... (2.98) 


Такой подход оказывается полезным при рассмотрении смеси импульс- 
ного и гармонического сигналов. 

Пусть, например, отыскивается спектр суммы двух сигналов: импульс- 
ного 5; (і) и гармонического 5, (Й = А, с0$ ®.Ё (рис: 2.25, а). Применяя 
выражение (2.48) к 5; (1), находим обычную спектральную плотность $ (~), 
определяющую сплошной спектр (на рис. 2.25, б заштрихован). Применение 
же (2.48) к 5, (Г). дает спектр, определяемый выражением (2.96). На 
рис. 2.25, б этот спектр изображается двумя спектральными линиями, 
уходящими в бесконечность. 

Отыщем теперь спектральную плотность единичного скачка. Эту про- 
стейшую разрывную функцию представим в виде суммы 


$ (Ё) = 1/, + У, чп (В, (2.99) 


где 5ієп (К) — сигнум-функция, равная единице, знак которой изменяется 
при переходе переменной Ё через нуль. 

Постоянной составляющей 1/2 соответствует спектральная плотность 
[см. (2.97)] лб (о), а спектральную плотность нечетной функции !/, ѕієп (2) 
нетрудно найти с помощью правила, сформулированного в предыдущем па- 
раграфе. Продифференцировав функцию !/, ѕієп (Ё), получим производную, 
которая равна нулю на всей оси времени, кроме момента { = 0, где она 
равна б (1). Спектральная плотность 6 (#) равна единице, следовательно, 
искомая спектральная плотность сигнум-функции будет 1/ѓо. 

В результате получаем спектральную плотность единичного скачка 


$ (о) = лё (о) + Мю. (2.100) 


При рассмотрении воздействия единичного скачка на цепи, переда- 
точная функция которых при о == 0 равна нулю (т. е. на цепи, не пропус- 
кающие постоянный ток), спектральную плотность можно определять по 
формуле 

$ (о) > 11. (2.100°) 


2:14. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ 
НА ПЛОСКОСТИ КОМПЛЕКСНОЙ ЧАСТОТЫ 


Анализ прохождения сигналов через линейные цепи, описываемые ком- 
плексной передаточной функцией, значительно облегчается при использова- 
нии методов контурного интегрирования на плоскости к. э›мплексной 
частоты р = о + іф. Переход от действительной переменной ® кр = 
= с -|- ію позволяет также полностью устранить ограничения, вытекающие 
из требования абсолютной интегрируемости функции $ (1). 

Представим функцию $ (й), в общем случае существующую при —оо < 
< < оо, в виде суммы двух функций: 

50—54 (9 4-5 (0, 
из которых 5; (#) задана при 0 < Ё< оо, а 5_ (1 — при — оо << 0. 

Обращаясь к паре преобразований Фурье (2.48), (2.49), совершаем пере- 


ход от © к р сначала для функции $, (1). Для этого домножим 5+ (1) на 
е—5!, где о, > 0 выберем таким образом, чтобы обеспечивалась абсолют- 


ная интегрируемость функции ет%* $, (1) в пределах 0 < < оо. 
Тогда выражение (2.49) принимает вид 


ее) = | 5, (в) еле йо, (2.49') 


причем $. (ою) является спектральной плотностью функции е9 $, (1). 
Теперь подставим в (2.49’) ію = р — о и о = (р — 0)/і: 


б; 1 ѓос . 
е9: 5 (1) = —— Ро} ебр--о0ғ др, 
ко | 9:076) р 
С; — оо 
откуда 
С, -|- ѓоо С; Е ѓоо 
00 = = | 5 (етар =. | 1, (ре ар. (2.101) 
лі і 2лі 
С; — Го О, — (> 


Новая функция 2; + (р), являющаяся не чем иным, как спектральной 
плотностью сигнала е9: 5. (#) [см. комментарий к (2.49')1, определяется 
выражением 


1. 0) $ (2) 8, (в) = ео, (е тй 
1 
0 

откуда 

к (ру | 5. (де тй. (2.109) 

0 

Полученное соотношение называется преобразованием (0д- 

носторонним) Лапласа функции $ (2). 
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©/-мю 


а) 
Рис. 2.26. Путь интегрирования по Рис. 2.27. Замыкание контура интегрирова- 
прямой 91—11, о1-Н®е на р-плоско- ния для представления функции 5+ (№): 
сти (а); образование замкнутого кон- а) при {>0; 6) при #<0. 
тура добавлением дуги АВС при 


Соотношение (2.101) по аналогии с выражением (2.49) часто называют: 
обратным преобразованием Лапласа. 

Сравнение выражений (2.101) и (2.49) показывает, что переход от ® 
к р означает изменение пути интегрирования. В выражении (2.49) интегри- 
рование ведется по действительной оси о, а в выражении (2.101) — по пря- 
мой, проходящей параллельно мнимой оси іо на расстоянии о; вправо от 
этой оси (рис. 2.26, а). Значение постоянной о, определяется характером 
подынтегральной функции в (2.101): путь интегрирования должен прохо- 
дить правее полюсов этой функции. 

Добавлением к прямой о — 1, О; -- {ео дуги бесконечно большого 
радиуса можно образовать замкнутый контур интегрирования (рис. 2.26, 6). 
Для того чтобы добавление этой дуги не изменяло значения интеграла, 
нужно руководствоваться следующим правилом: при положительных значе- 
ниях Ё контур должен быть расположен в левой полуплоскости переменно- 
го р, а при отрицательных {— в правой. 

Тогда в первом случае при і > 0 [при проведении дуги в левой полупло- 
скости (рис. 2.27, а)] контур интегрирования охватывает все полюсы по- 
дынтегральной функции (лежащие левее прямой о; — 10, в, - ѓоо) ив со- 
ответствии с теорией вычетов интеграл (2.101) определяется как 


0, + Ёсо 
1 , 1 а) 
54 (В = = | [„. (р) е? ар == и) [... (р) е ӣр = У гез, (2.103) 


где У гез — сумма вычетов в полюсах подынтегральной функции. 

При проведении же дуги в правой полуплоскости, т. е. при < 0 
(рис. 2.27, 6), полюсы функции /;+ (р) е”! оказываются вне контура инте- 
грирования и в соответствии с теоремой Коши интеграл по замкнутому 
контуру равен нулю. 

Таким образом, в зависимости от способа замыкания контура интегри- 
рования получим: 

при ѓ> 0 (контур по рис. 2.27, а) $, (#) определяется выражением 
(2.103); 

при #< 0 (контур по рис. 2.27, 6) 


Су -|- 5 
1 
5+ (0) =—— | І... (р) е йр = гуи ф Г... (р) е"! ар = 0. (2.104) 


С, 4 Ёоо АВСА 


Напомним важное свойство контурного интеграла: он не зависит от 
формы замкнутого контура, по которому проводится интегрирование, если 
только полюсы подынтегральной функции остаются внутри контура. На 
основании этого свойства контур, образованный добавлением дуги АВС 
бесконечно большого радиуса (см. рис. 2.27, а) к прямой о, — ѓоо, а, + ѓоо, 
можно произвольно деформировать при соблюдении условия, что все полю- 
сы, расположенные левее прямой о; — ѓоо, в, -- іоо, остаются внутри кон- 
тура. 

Итак, вычисление интеграла (2.103) сводится к определению вычетов 
в полюсах подынтегральной функции. 

На рис. 2.27, а показано положение полюсов для следующих функций 
времени: 


$1 (1) =е— и", 220, р: = — 0%, 


е ®:#соѕ оѓ, і 220 
5 9=| п’ Рь ро = — а б9р, 2.105 
0 | е- іп оу, 1220, Ра, Рг 2 р? ( ) 
СОѕ 93, Ё>0, . А , 
0} . 08 б Оз, рз = 10. (2.105) 
510 озі, #220, 


Рассуждения, аналогичные предыдущим, можно привести для функции 5— (0), 
заданной при —оо < ѓ < 0. Домножив $_ (1 на е9, при оз < 0, выбранной таким 


образом, чтобы обеспечивалась абсолютная интегрируемость функции @—9*5_ (2) в 
пределах —< < < 0, можно написать 


0 0 
Іа (р) = [ 0(0) е7 9% ет [| 5 (ета, (2.106) 
1 бг -ісо 
(= | 1 (р) еар. (2.107) 
Оз — іоо 


Контур интегрирования для данного случая показан на рис. 2.28. Интеграл ра- 
вен сумме вычетов в полюсах функции /,_ (р) е2, расположенных в правой полупло- 
скости р. Эту сумму следует взять со знаком минус, поскольку при #< 0 контур об- 
ходится по часовой стрелке. 

Выражения (2.102), (2.106) и (2.101), (2.107) можно объединить следующим обра- 


зом: 
[3 (р) = [5+ (р)--[з- (р), (2.108) 
С; -|- ѓоо С, -|- оо 
о {етар | вое] (2.109) 
0: — Ёоо бе — іх, 


Соотношение (2.108) называется двусторонним преобразован и- 
ем Лапласа. 
Области сходимости функций 4,4. (р) и Г.- (р) на плоскости р показаны на 


рис. 2.29. Для [5 (р) эта область расположена справа от прямой о == — 01, на которой 
расположены полюсы (комплексно-сопряженные), а для 1; (р) — слева от прямой 
с == |0,|. Область сходимости для [,; (р) имеет вид полосы шириной о; + |0,1. 


Путь интегрирования должен проходить по прямой, расположенной внутри 
этой полосы и параллельной оси 14, а также по замыкающей дуге, расположенной в ле- 
вой полуплоскости для {>> 0 и соответственно в правой полуплоскости для Ё < 0. 

Одностороннее преобразование Лапласа получило особенно широкое распростра- 
нение при анализе переходных процессов, связанных с действием на цепь внешней си- 
лы, когда начало отсчета времени совмещают с началом воздействия. Двустороннее 
преобразование Лапласа находит все большее применение при анализе процессов и 
функций времени, двусторонних по самой своей сути (например, корреляционных 
функций, рассматриваемых в $ 2.18). 
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соответствует изображение по Лапласу Г, (р), то имеются следующие соот- 
ветствия: 


501—1) + ет? 1, (р), 5()е—% - Г, (ра), 
$ (#) её»? -- [,(р— іо), $ (0) соѕ оо 1/50, (р — 0) + 151, (р-- №), 


і оо 
= РГ. (р), | (0 4? (1/р) Г, (р), | $1 (0) (7—0) ау [1 (р) 1., (р). 
0 


— 0 


В заключение остановимся на правилах перехода от изображения Ла- 
пласа к преобразованию Фурье 5 (о) (имеются в виду односторонние преоб- 
разования Лапласа). 

Если на оси ѓо функция [.. (р) не имеет полюсов, то для такого перехода 
достаточно в (2.102) положить о; = 0, т. е. перейти от переменной р к пере- 
менной іф. В противном случае, чтобы избежать ошибки, необходимо опре- 
делить вклад этих полюсов в спектральную плотность сигнала!. 

Дело в том, что интегрирование функции Г. (р) е по полуокруж- 
ности бесконечно малого радиуса с центром в полюсе р; = іо приводит к 
гармоническому колебанию с частотой о; и амплитудой 1/2. Спектральная 
плотность такого колебания, равная лб (о — о;), должна быть прибавлена 
к сплошному спектру, обусловленному интегрированием по оси іф. 

Так, для функции /., (р) с одним полюсом в точке р; = 0 [5 (0) = 1, 
і > 01 мы ранее получили 


$ (о) = лб (о) Ч: 1/70; 


для функции Г. (р) с двумя комплексно-сопряженными полюсами р; = 
= 10,9 [5 (Ё) = с0$ ©, Ё> 0] спектральная плотность будет 


в а) вата (2.113) 
и т. д. (см. приложение 1). 

Изображения по Лапласу и соответствующие им спектры Фурье неко- 
торых распространенных в теории сигналов функций приведены в табли- 
це 2.1. 


2.15. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ 
С ОГРАНИЧЕННОЙ ПОЛОСОЙ ЧАСТОТ В ВИДЕ 
РЯДА КОТЕЛЬНИКОВА 


В теории и технике сигналов широко используется теорема Котельни- 
кова (теорема отсчетов): если наивысшая частота в спектре функции $ (0) 
меньше, чем и, то функция $ (#) полностью определяется последовательно- 
стью своих значений в моменты, отстоящие друг от друга не более чем на 
1/2 и секунд. 

В соответствии с этой теоремой сигнал $ (1), ограниченный по спектру 
наивысшей частотой ®т = 2л}„, можно представить рядом 


— ғ п пт (1/21) — ыы 
500 і (>) ®т (Е—п/2[ и) > 


п == — 00 п== — 00 


5 (пА?) Ф, (0). (2.114) 


В этом выражении 1/21, = А обозначает интервал между двумя отсчет- 
ными точками на оси времени, а $ (п/2{Ё„) = $ (ПАЙ) — выборки функции 
5$ (1) в моменты времени # = пАЁ. 


1См.: Тронин Ю. В. Утеряна дельта-функция! — Радиотехника и электроника, 
1986, №2, с. 408. 
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Рис. 2.31. Представление сигнала рядом Котельникова 


Представление заданной функции $ (1) рядом (2.114) иллюстрируется 
рис. 2.31. 
Функция вида 


Ф, (0) — пот (Ё—пАЙ 


Ар" (2.115) 


уже встречавшаяся ранее (см. $ 2.10, рис. 2.19, а), обладает следующими 
свойствами: 

а) в точке { = пАЁф, (ПЛ?) = 1, а в точках {= РАБ где Ё — любое 
целое положительное или отрицательное число, отличное от п, фь (АЙ == 0; 

б) спектральная плотность функции фь (#) равномерна в полосе частот 
ю| < ®м и равна 1/21 и„ = л/ю»т [см. (2.82) и рис. 2.19, 6]. 

Так как функция Ф, (й) отличается от Ф, (Ё} только сдвигом на оси вре- 
мени на АА, то спектральная плотность функции Ф, (й) 


1 е пАю Дре плі __ 0 < 0 
Ф, (о) = тЫ ПРИ 0 < 9 < 9», 


0 при «< — 0р и®> ор. 


(2.116) 


Модуль этой функции изображен на рис. 2.32, 6. 

То, что ряд (2.114) точно определяет заданный сигнал $ (1) в точках от- 
счета, не требует дополнительных доказательств, поскольку коэффициен- 
тами ряда являются сами выборки из функции, т. е. величины $ (плі). Мож- 
но доказать, что ряд (2.114) определяет функцию $ (№) в любой момент &, 
а не только в точках отсчета { == пЛі. Воспользуемся для этого общими пра- 
вилами разложения функции по ортогональной системе, изложенными в 
$ 2.2, В данном случае разложение производится по функциям вида (2.115), 
для которых интервал ортогональности равен бесконечности, а норма 
|ф„|| в соответствии с (2.5) 


ч $112 хи (Е— ВАЙ | с $112 х л 
о2, (1—пА/) от х от 


Не предрешая заранее значения коэффициентов ряда (2.114), применя- 
ем для их определения общую формулу (2.9), справедливую для обобщенно- 
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го ряда Фурье 
= | 5 (фи (9 а. (2.117) 


При этом исходим из условия, что $ (#) — квадратично-интегрируемая функ- 
ция (энергия сигнала конечна). 

Для вычисления интеграла в выражении (2.117) воспользуемся форму- 
лой (2.63), согласно которой 


оо о 


| $ (1) Фа (1) й = —— | $ (©) Ф, (о) до = 


— % т 
Ф т 
11. ПА , 
=== | $ (©) "А о), (2.117’) 
—9т 


Пределы интегрирования здесь приведены в соответствии с заданной 
граничной частотой ®„ == 2л}„ в спектре сигнала, а также в спектре функ- 
ции Фф, (2). 

Интеграл в правой части (2.117) с коэффициентом 1/2л есть не что 
иное, как значение $ (1) в момент Ё = пАЁ. Таким образом, 


Г $ (1 Ф, (2) а = Аїѕ (пЛ/). 


— 00 


Подставляя этот результат в (2.117'), получаем окончательное выра- 
жение 


Съ == 5 (ПАЙ, 


из которого следует, что коэффициентами ряда (2.114) являются выборки 
функции .5 (1) в точках Ё= пА. 

Поскольку ограничение спектра конечной наивысшей частотой обеспе- 
чивает непрерывность функции $ (2), ряд (2.114) сходится к функции $ (0) 
при любом значении Ё. 

Соотношение между спектром $ (2л/) 
сигнала $ (#) и спектром Ф, (2л}) базис- 
ной функции Фф, (В при АЁ= 1/2}, 
иллюстрируется рис. 2.32, а и б. 

Если взять интервал между выбор- 
ками АГ меньшим АЁ-= 1/91 „, то ши- 
рина 2{Ё„ спектра Ф, (о) функции Ф, (2) 
будет больше, чем у спектра 5 (® 
(рис. 2.32, в). Это повышает точность 
представления сигнала $ (1, так как 
исключается возможность неучета «хвос- , 
тов» спектра $ (6) вне граничных частот 5154 


м; кроме того, ослабляются требова- „т 
ния к АЧХ фильтра, восстанавливаю- "АЕ Ф, (217) 2) 
щего непрерывный сигнал. 


При увеличении же А!” по сравне- т 0 т + 


нию с А . 2. и 
и і (рис. 2.32, г) спектр Фи (о) Рис. 2.32. Связь между спектром сиг- 


функции Фи» (Ё} становится уже, чем нала $(#) н спектром базисной функ: 
спектр сигнала 5 (1), и при вычислении ции ф» (1) 
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интеграла в выражении (2.117) пределы интегрирования должны быть —2л]и, 
2л}, вместо — 2л}, 21} ». Коэффициенты с, при этом являются уже выбор- 
ками не заданного сигнала $ (#), а некоторой другой функции $; (1), спектр 
которой ограничен наивысшей частотой {Ён < [м. 

Рассмотрим теперь случай, когда длительность сигнала $ (#) конечна 
и равна Т., а полоса частот по-прежнему равна { м. Эти условия, строго го- 
воря, несовместимы, так как функция конечной длительности обладает те- 
оретически бесконечно широким спектром. Однако практически всегда мож- 
но определить наивысшую частоту спектра {м так, чтобы «хвосты» функции 
времени, обусловленные отсеканием частот, превышающих {,„, содержали 
пренебрежимо малую долю энергии по сравнению с энергией исходного сиг- 
нала $ (1). При таком допущении для сигнала длительностью Т, с полосой 
частот ѓ,„ общее число независимых параметров [т. е. значений $ ("А 8], 
которое необходимо для полного задания сигнала, очевидно, будет 


= ТОМ =, То. 


При этом выражение (2.114) принимает следующий вид (при отсчете 
времени от первой выборки): 


ате пол (1—1!) 
8 (7) = $ (п. (2.118) 


Число № иногда называют числом степеней свободы 
сигнала 5 (1, так как даже при произвольном выборе значений $ (пА&) 
сумма вида (2.118) определяет функцию, удовлетворяющую условиям задан- 
ного спектра и заданной длительности сигнала. Число № иногда называют 
также базой сигнала. 

Энергию и среднюю мощность сигнала нетрудно выразить через задан- 
ную последовательность временных выборок. Используя формулы (2.16) 
и (2.123), а также равенство |ф„|? = Л, получаем 


Г е 21 тГс 
Э= У [5(иА9Р] о, | = 12 У (пл), 
п == 0 п= 0 
о 21тТе 
Э АЕ ч , 1 са , 
5° (1) = = КЎ ѕ(пАї Р = ———— ѕ (ПАР). 
(=т= т, р (ИА = — х [5 (Ло)! 


Из последнего выражения видно, что средняя за время Т, мощность 
непрерывного сигнала равна среднему квадрату выборок, число которых 
равно 2/,.Т,. 


2.16. ТЕОРЕМА ОТСЧЕТОВ В ЧАСТОТНОЙ 
ОБЛАСТИ 


Иногда сигнал необходимо представить с помощью частотны х 
выборок спектральной функции $ («), а не временных выборок функ- 
ции $ (2). Для функции $ (‹о) можно составить ряд, аналогичный выражению 
(2.114). Для этого базисная функция ф» (Ё) = тс [о,, (Е— ПАН] [см. (2.115)] 


должна быть заменена функцией Ф, (9) = ѕіпс > (о — пАо) |= 


Те! 2л 


. с ә 
== 5іпС Е 9—77 | ‚ которая получена из (2.115) заменой / на о, полу- 
` с 


ширины спектра ®„ на полудлительность сигнала Т,/2 и Л? = 12}, на 
До = дл/Т,. 
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Таким образом, 


Тс 
т То віп —— (®— пло) 
2 
$ (о) = У $ („Ло) м—= 
Т 2л 
и Те п (0-07) 
2д 2 Тс 
Е. г | г, Тс оп (2.119) 
т Те : т) 


Расстановка частотных выборок иллюстрируется рис. 2.33. 

Если ранее временной интервал между двумя соседними выборками АЕ 
не должен был превышать 2л/2® т, то теперь частотный интервал Ло не дол- 
жен превышать 2л/Т,. При ширине спектра 2%„, охватывающей область 
частот —©@„ < 0 < ®„, число выборок равно 2%„/Ав = 2{„Г., как и 
при представлении сигнала рядом (2.118). 

В общем случае выборки $ (п2л/Т,) являются комплексными числами 
и в каждой отсчетной точке на оси частот должны быть заданы два парамет- 
ра — действительная и мнимая части: $ (п2л/Т.) (или модуль и аргумент). 
Таким образом, общее число параметров получается вдвое большим, чем при 
временном представлении сигнала, когда выборки 5 (п/2{„)— действитель- 
ные числа. Избыточность представления сигнала в частотной области легко 
устраняется, если учесть, что $ (п2л/Т,) и $ (—п2л/Т,) являются комплекс- 
но-сопряженными функциями, так что задание одной из них однозначно 
определяет другую. Таким образом, спектр сигнала полностью характери- 
зуется совокупностью комплексных выборок, взятых только в области по- 
ложительных частот, и числом независимых параметров или степеней сво- 
боды сигнала № = 2} „Те, как и при представлении сигнала во временной 
области. 

К приведенному выше определению максимального допустимого интер- 
вала Ло = 2л/Т,, основанному на замене Ё == ® в (2.114), можно прийти 
и с помощью строгих рассуждений. Полагая, как ив $ 2.15, заданными 
длительность Т, и спектр $ (о) сигнала $ (Ё, представляем этот сигнал в 
виде ряда Фурье (вместо интеграла Фурье) 


оо т т т 
зб 5 ое <<, 


П == —- оо 


где Т. > Т, — произвольный отрезок оси їѓ, включающий в себя отрезок Т,. 
В соответствии с (2.22) и 
(2.56) коэффициенты 


ри 
<) > 
Э 
Т 2л 3 35 за 
1 с/2 — т р. я Зе 
с, = — [| зе х = © | 5% 
Ту о 
—Те/2 
= $ (о =л 2л \ 
Тх Т) 


<@р *° * * До 0 До ЗДО" ° о © 
Как видим, коэффициенты с,, -240 6 т 
будучи умноженными .на Т., есть 


не что иное, как значения спект- рис 233, Дискретизация спектра сигнала 
ральной плотности $ (о) на дис- по Котельникову 
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кретных частотах п = == ПАФ, т. е. отсчеты $ (лА®), фигурирующие в 


х 
выражении (2.119). Очевидно, что максимально допустимый интервал 
между отсчетами на оси частот соответствует условию Т, = Т,, т. е. 
До < 2л/Т,. 


2.17. ДИСКРЕТИЗОВАННЫЕ СИГНАЛЫ 


В предыдущих параграфах под дискретизацией сигнала $ (1) подразуме- 
валось аналитическое его представление с помощью совокупности отсчетов 
в дискретные моменты времени пАЁ. 

В современной радиоэлектронике широко распространены системы, в ко: 
торых осуществляется дискретизация сигнала, например, при использова- 
нии импульсных методов передачи сообщения в радиосвязи. В системах с 
цифровой обработкой исходный континуальный сигнал преобразуется в ди- 
скретный сигнал (см. рис. 1.2, 6). 

Выбор шага (темпа) Т дискретизации производится на основании тео- 
ремы отсчетов (см. $ 2.15). 

Процедуру дискретизации (взятие выборок), осуществляемую с помощью 
электронного ключа, удобно рассматривать как умножение функции $ (8 
на вспомогательную периодическую последовательность ут (1) достаточно 
коротких тактовых импульсов. В качестве таких импульсов обычно рассма- 
тривают прямоугольные импульсы с длительностью ту, малой по сравнению 
с Т. Таким образом, дискретизованный с шагом 7 сигнал можно определить 
выражением 


$т (Ё) =$ (0) ут (2). (2.120) 

Функции 5 (8, иг (1) и 5т {Ё) показаны на рис. 2.34, а. 

Для выявления требования к «малости» величины то/Т рассмотрим сна- 
чала структуру спектра дискретизованного сигнала 5т (1). Спектральную 
плотность $ (о) исходного континуального сигнала $ ({) будем считать за- 
данной. 

Запишем периодическую функцию ут (№) в виде ряда Фурье по формуле 
(2.39), в которой под ти будем подразумевать величину ть, а под о}, как и в 


(2.39), — частоту повторения о; = 2л/Т: 
То 2 д 1 . О То 
— — + — — $10 | ——— | соѕ по) Ё |. 
ут (0) ИЖ. | о | 1 | 
5) 50) 
З(АГ) 
0.7 2737 Ф + ТОТ ут 
97 оо оо оо оо оо оо оо осо со со оо оо 


| 
м 
0 т 275 тот АТ + 


\о |о [50952 д |! 
0 ТОРТЗТ Е т 0 Тт 27 АТ я 
а) 0) 


Рис. 2.34. Дискретизация сигнала как умножение на последовательность тактовых им: 
пульсов конечной длительности (а) или на последовательность дельта-функций (6). 
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Учитывая, что Пот, 2 == плт,/Т, а также имея в виду равенство 


| пл А 
—— 5іп —— т —® = > ѕіпс (илт, /Т), получаем 


уг (0) = Оо ыі 12 У зас =. — со по} | 


п = | 


Тогда выражение (2.120) принимает вид 


$т (0) = О ‚| (1) + 25 (0 х, ғ хіп [т 5.) соз по 1 
— Т А 
Первому слагаемому в правой части соответствует спектральная плот- 
ность $ (о) исходного континуального сигнала, а каждому из произведений 
5 (# соѕ по: ѓ — спектральная плотность !/, [$ (о — по.) -- $ (о + по) | 
(см. теорему в п. З $ 2.8 о смещении спектра). 
Следовательно, искомая спектральная плотность 


$т (ө) = 0, > $ (ә) +», ғ хіп [т » 5 (о —по,) + 


н, 
-У зіпс[ 


п= | 


"т (© -|- Их.) 


Поскольку ѕіпс (0) = 1, последнее выражение можно записать в сле- 
дующей окончательной форме: 


5700) = У ғ ч) $ (о-о). (2.121) 


ц = — 


Графики функций 5 (о) и 8; (®) представлены на рис. 2.35. 
Итак, спектр т (®) дискретизованного сигнала представляет собой по- 
следовательчость спектров $ (0) исходного сигнала $ (#), сдвинутых один от- 


. пл пл 
носительно другого на в. == 2л/Т и убывающих по закону ѕіп ( те) / то. 


Т Т 

Если шаг выборок в соответствии с теоремой отсчетов выбраң из усло- 
вия Т < 1/4, = 770, отдельные спектры не перекрываются, как это по- 
казано на рис. 2.35, а, и могут быть разделены с помощью фильтров. 

В практике величину Т обычно берут в несколько раз меньшей чем 
1/2}, что необходимо для повышения точности воспроизведения сигнала и 
облегчения реализации фильтров. 

С уменьшением отношения т,/Г лепестки спектра убывают медленнее 
и в пределе, при ту/Т -» 0, спектр приобретает строго периодическую струк- 
туру (и, естественно, уровень лепестков стремится к нулю). Если одно- 
временно с уменьшением т, увеличивать (И, так, чтобы площадь импульса 
От, оставалась неизменной, то функции ут (1) и ѕт () примут вид, пока- 
занный на рис. 2.34, 6. Приравнивая для упрощения (т, = 1, приходим к 
следующему определению тактовой функции: 


ит) = УХ 6(—Т). 


Е == — оо 


Тогда выражение (2.120) переходит в 


50 = У ви-Т)= Ӱ з(Т)6( АТ). (2.129) 


Е = — оо Ё = — оо 
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Последовательность временных отсчетов приобретает вид последова- 
тельности дельта-функций`с весовыми коэффициентами, равными значения- 
ми сигнала $ (1) в точках АТ (см. рис. 2.34, 6). 

При этом выражение (2.121) принимает вид 


$, (о) = =- У $ (&®---пе). (2.123) 


п=— со 


Отметим, что энергия сигнала ѕт (Й, выраженного через дельта-функ- 
ции, бесконечно велика. Соответственно и энергия спектра Зг (о), опреде- 
ляемого выражением (2.123), бесконечно велика. При использовании же 
реальных тактовых импульсов с конечной энергией спектр $; (о) при 
о — со убывает (см. рис. 2.35). 

Представление ѕт (#) в форме (2.122) существенно упрощает спектраль- 
ный анализ дискретных сигналов. Например, спектральную плотность 
$г (©) можно определить непосредственно по совокупности временных от- 
счетов {5 (#1)}, без обращения к спектру $ (о) исходного континуального 
сигнала. Действительно, применив обычное преобразование Фурье (2.48) 
к выражению (2.122) для случая, когда Ё == 0, |, ..., оо, получим 


әс 


$; (9) =( 5т (де! @ = | ет \ $ (ЕТ) 6 (#-- -ЕТ) @= 
0 


0 в — 0 
= 5 • (Т) е-- №! (1 Т) аі -У $ (ЕТ) е іе, (2.124) 
== 0 == 0 


По своей размерности функции $ (о) и $7 (о) неодинаковы: первая име- 


` сигнал 
ет размерность |--——|, а вторая — просто [сигнал]. 
. частота 
Переходя к комплексной частоте р == о -- {%, получаем изображение 


ло Лапласу дискретизованного сигнала 


$т (р) == 1. [т (01= У, $ (ЕТ) е7. (2.125) 
ко 
5 
а) 
р — 0» 0 бт РЯ 
57 віпс (от 70) 
Н И Е Л 


= т 0 ©, 


Рис. 2.35. Спектры исходного (а) н дискретизованного (6) сигналов 
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Оригинал, т. е. функцию ѕт (#), можно определить по заданному изо- 
бражению $7 (р) с помощью обратного преобразования Лапласа, записы- 
ваемого в обычной форме: 


8, -- ѓос 


вт. (0 = | $г (р) ер’ й! (2.196) 
2л; 
|см. (2.103). 
Выражение (2.126) определяет всю последовательность {5 (#Т)} в фор- 
ме, совпадающей с выражением (2.122). Для определения одного #-го от- 


счета $ (ЁТ) без множителя ё (1 — АТ) можно применить более простое вы- 
ражение 


о, -БіЛТ 
5 (ЕТ) =Т = | $ (р) еп ар, (2.127) 
п б. — 27/Т 


в котором интегрирование ведется в пределах одного частного интервала от 
—л/Т до л/Т!. 

Некоторые дополнительные характеристики дискретных сигналов, 
существенные при цифровой обработке, приводятся, в $ 12.2. 


2.18. КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ 


Наряду со спектральным подходом к описанию. сигналов часто на прак- 
тике оказывается необходимой характеристика, которая давала бы пред- 
ставлеиие о некоторых свойствах сигнала, в частности о скорости изменения 
во времени, а также о длительности сигнала без разложения его на гармо- 
нические составляющие. 

В качестве такой временной характеристики широко используется ко р- 
реляционная функция сигнала. 

Для детерминированного сигнала $ (Ё) конечной длительности корре- 
ляционная функция определяется следующим выражением: 


В, (т) == | 8 (0 #00 т) а, (2.128) 


-— ос 


где т — временной сдвиг сигнала. 


1 Вычислим правую часть (2.126) после замены пределов интегрирования, подста- 
новки / = тГ, где т — любое целое число, и подстановки $ (р) по формуле (2.125): 


1 --27/Т о о | Ф. іл/Т 
з я Ы 
— — РАТ "Т др == Ф _—_ рт-—ЮтТ 
1 = гар | У $ (АТ) е е ар У 5 (Т) 57 \ е ар. 
с.л Т О в 0 а, –ілуТ 


Учитывая, что в данном случае р==0, + ію, и переходя к переменной интегри- 
рования єю, получаем 


со 


= $ ИТ) сено пт Юл 
га л (т) Т 


При т = К / = $ (ТУТ, а при т 5 ё 1=0. Таким образом, для определения 
5 (ЕТ) достаточно замеиить в (2.126) 8. ( на $ (ЕТ) и пределы интегрирования бу — 0, 
9, + 1% на в, — М/Т. в, + Г/Т. 
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&) 5 


А тр Т 


-( - Ра — 
15-1) 0 (6-4) т 06 ,) 0 Е + 
Рис. 2.36. Построение корреля- Рис. 2.37. Построение корреляцион- 
ционной функции для прямо- ной функции для треугольного им- 
угольного импульса пульса 


В данной главе рассматриваются сигналы, являющиеся вещественны- 
ми функциями времени, и обозначение комплексного сопряжения можно опу- 
стить: 


В, (= {50095 (1-9) а. (2.129) 


— оо 


Из выражения (2.129) видно, что В, () характеризует степень связи 
(корреляции) сигнала $ (#) со своей копией, сдвинутой на величину т по оси 
времени. Ясно, что функция В; (2) достигает максимума при т = 0, так как 
любой сигнал полностью коррелирован с самим собой. При этом 


В, (0) = | 8 (0) 4 = Э, (2.130) 


-- 00 


т. е. максимальное значение корреляционной функции равно энергии сиг- 
нала. 

С увеличением т функция В, (т) убывает (не обязательно монотонно) 
и при относительном сдвиге сигналов $5 (1) и $ (# -- т) на время, превышающее 
длительность сигнала, обращается в нуль. 

На рис. 2.36 показано построение корреляционной функции для про- 
стейшего сигнала в виде прямоугольного импульса (рис. 2.36, а). Сдвинутый 
на т (в сторону опережения) сигнал $ ({ -- т) показан на рис. 2.36, 6, а про- 
изведение $ (#) $ (Е -- т) — на рис. 2.36, в. График функции В, (т) изображен 
на рис. 2.36, г. Каждому значению т соответствуют свое произведение 
$ ($ Е т) и площадь под графиком функции $ (1 $ (# + т). Численные 
значения таких площадей для соответствующих т и дают ординаты функ- 
ции В, (т). 

Аналогичное построение для треугольного импульса изображено на 
рис. 2.37. Из общего определения корреляционной функции, а также из 
приведенных примеров видно, что безразлично, вправо или влево относи- 
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тельно своей копии сдвигать сигнал на величину т. Поэтому выражение 
(2.129) можно ‚обобщить следующим образом: 


В, ( -| $ (1) 5 (Е-- т) йі = | $ (0) 5 (1—т) 4. (2.129’) 


< 
У о - оо 


Это равносильно утверждению, что В, (т) является четной функцией т. 

На рис: 2.38, а показан сигнал в виде пачки из четырех одинаковых им- 
пульсов,сдвинутых один относительно другого на время Т;, а на рис. 2.38, 6 
— соответствующая этому сигналу корреляционная функция. Вблизи зна- 
чений т, равных 0, БТ, 27, и +ЗТ,, эта функция имеет такой же вид, 
как и для одиночного импульса (см. рис. 2.36, г). Максимальное значение кор- 
реляционной функции (при т = 0) равно учетверенной энергии одного им- 
пульса. 

Для периодического сигнала, энергия которого бесконечно велика, оп- 
ределение корреляционной функции с помощью’ выражений (2.129) или 
(2.129’) неприемлемо. В этом случае исходят из следующего определения: 


Т/2 Т/2 
В, пер (т) = Шт — | 5 (Оз (Е т) 4 =Нт 2 | 200—1) 2 (0 4: 
р Т-љоо Т то То Т У 
—- / -- 


(2.131) 


При таком определении корреляционная функция приобретает размер- 
ность мощности, причем В, гер (0) равна средней мощности периодического 
сигнала. Ввиду периодичности сигнала $ (#) усреднение произведения $ (В х 
х $ (Ё-- т) или 5 (Е — т) 5 (1) по бесконечно большому отрезку Т должно 
совпадать с усреднением по периоду Т,. Поэтому выражение (2.131) можно 
заменить выражением 


ГИТЕ: ТГ. 2 
В. (1) = | 594 = | $ (7) $ (2 т) 41. (2.132) 
7,12 —Т,/2 


Входящие в это выражение интегралы суть не что иное, как корреля- 
ционная функция сигнала на интервале 7,. Обозначая ее через В;т, (т), 
приходим к соотношению 


В, пер (т) == В;т, (т) "Ту. 


Очевидно также, что периодическому сигналу $ (#) соответствует и пе- 
риодическая корреляционная функция В, пер (т). Период функции В, пер (1) 


5 50) 


5 а) 
$ 


59, 


< 
с 
< 


-57, -27, 7 Ом 7 27, 57, г 
0) 


Рис. 2.38. Пачка из четырех прямоугольных импульсов (а) и корреляционная функ- 
ция (6) 
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совпадает с периодом Т; исходного сигнала $ (1). Например, для простейшего 
(гармонического) колебания 5 (1) = А, соѕ (0, -- Ө,) корреляционная 
функция 


В, пер (т) 21 | С0$ (00, Ё-- 95) соѕ [95 (1-- т) -- 9, аѓ== 
1 р 


—Т,/2 


. | 5 
При т = 0 В, пер (0) -= = Аз есть средняя мощность гармонического 


колебания с амплитудой А,. Важно отметить, что корреляционная функция 
В, пер (т) не зависит от начальной фазы колебания 0.. 

На рис. 2.39, б изображена корреляционная функция сигнала, пред- 
ставляющего собой периодическую последовательность прямоугольных 
импульсов (рис. 2.39, а). Каждый из импульсов функции В, пер (т) совпада- 
ет по форме с корреляционной функцией одиночного импульса из перио- 
дической последовательности $ (1). Однако в данном случае максимальные 
ординаты В, пер (т) равны не энергии (как на рис. 2.38), а средней мощности 
сигнала $ (#}, т. е. величине $? (1). 

Для оценки стелени связи между двумя различными сигналами $, (#) 
и 5, (1) используется взаимная корреляционная функция, определяемая 
‘общим выражением 


Ву, (т) = | $1 (1) 5 (+7) а, (2.133) 


оо 


Для вещественных функций $, (/) и 5, (0) 


Вуз, (1) = | 9 (1) 6 (1-04. (2.134) 


— со 


Рассмотренная выше корреляционная функция В, (т) является частным слу- 
чаем функции В,,;, (т), когда $ (#) = 5, (0). 

Построение взаимной корреляционной функции для двух сигналов 
5, (К и 5 (1) приведено на рис. 2.40. Исходное положение сигнала т = 0 
показано на рис. 2.40, а. При сдвиге сигнала $. (#) влево (т > 0, рис. 2.40, 6) 
корреляционная функция сначала возрастает, затем убывает до нуля при 
т == Т. При сдвиге вправо (т < 0) корреляционная функция сразу убывает. 
В результате получается асимметрич- 
$ ная относительно оси ординат функ- 

ция В,,ь, (1) (рис. 2.40, в). 
Очевидно, что значение ДВ, ;, не 


-Т, -Т,+7, 0 т, Т, Ту+т, 2 изменится, если вместо упреждения 
а). сигнала 5, (1) дать задержку сигналу 
6} пер 5, (#). Поэтому выражение (2.134) мож- 
но обобщить следующим образом: 
КУ >, 
^0 В; 5, (т) = | м (0) 5 (0 т) а = 
7, т, 0 т Т, т а 
б) э , 
Рис. 2.39. Периодическая последователь- = \ 5 (1) 5, (2 -—т) 4! = Ву, (— 7). 
ность импульсов (а) и ее корреляцион- — % 
ная функция (6) (2.135) 
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Рис. 2.40. Построение взаимной кор- 
реляционной функции: 


а) исходное положенне сигналов; б) сдвнг 
сигнала $2(#) на т; в) взанмная корреля- 
циоиная функция 


Соответственно 
В. в, (т) = Вз,з, ( —Т). (2.135') 


Следует, однако, различать выражения (2.129’) и (2.135). В отличие 
от В, (т) взаимная корреляционная функция не обязательно является чет- 
ной относительно т. Кроме того, взаимная корреляционная функция не 
обязательно достигает максимума при т = 0. Оба эти свойства функции 
В, ғ, (х) иллюстрируются рис. 2.40. 


2.19. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ 
ФУНКЦИЕЙ И СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКОЙ СИГНАЛА 

Воспользуемся выражением (2.63), в котором положим { (2) == $ (0), 


в (0) = $ (#1 т) и соответственно Е (о) == $ (о), С (о) = $ (о) ет. Тог- 
да получим 


| 5 (2) 50147) а | $ (0) 5* (о)е'о до -= В, (т). 


Учитывая, что $ (о) $* (в) =: 5? (о), приходим к искомому соотно- 
шению 


В, (1) => | $2 (о) е- гот до. (2.136) 


На основании известных свойств преобразований Фурье можно также 
написать’. 


5? (о) = | В, (т) еѓет ат. (2.137) 


— © 


\ Вследствие четности функцин В, (т) знак перед {т в показателе степени может 
быть произвольным. То же относится к (2.137). 
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Итак, прямое преобразование Фурье (2.137) корреляционной функции 
В, (х) дает спектральную плотность энергии (см. замечание в конце $ 2.10), 
а преобразование (2.136) дает корреляционную функцию В, (т). 

Из выражений (2.136) и (2.137) вытекают свойства, аналогичные отме- 
ченным в $ 2.10: чем шире спектр $ (®) сигнала, тем меньше интервал кор- 
реляции, т. е. сдвиг т, в пределах которого корреляционная функция отлич- 
на от нуля. Соответственно чем больше интервал корреляции заданного 
сигнала, тем уже его спектр. 

Из выражений (2.136) и (2.137) также видно, что корреляционная функ- 
ция В, (т) не зависит от ФЧХ спектра сигнала. Так как при заданном ам- 
плитудном спектре $ (©) форма функции $5 (1) существенно зависит от ФЧХ, 
то можно сделать следующее заключение: различным по форме сигналам 
5 (2), обладающим одинаковыми амплитудными спектрами, соответствуют 
одинаковые корреляционные функции В, (т). 


Глава 3. МОДУЛИРОВАННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 


3.1. ОБЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Для передачи информации на расстояние применяются сигналы, эффектив- 
но излучаемые с помощью антенных устройств и обладающие способностью 
распространяться в виде свободных радиоволн в среде, разделяющей отпра- 
вителя и получателя информации. Такими сигналами являются высокоча- 
стотные колебания. Передаваемая информация должна быть тем или иным 
способом заложена в высокочастотное колебание, называемое несущим. 
Частота ®, этого колебания выбирается в зависимости от расстояния, на 
которое должна передаваться информация, от условий распространения ра- 
диоволн и ряда других технических и экономических факторов. Но в любом 
случае частота ®, должна быть велика по сравнению с наивысшей частотой 
© „ спектра передаваемого сообщения". 

Это объясняется тем, что для неискаженной передачи сообщений через 
радиотехнические цепи, а также для устранения искажений, возникающих 
при распространении радиоволн, необходимо чтобы ширина спектра сооб- 
щения © „ была мала по сравнению с ®,; чем меньше отношение © „о, тем 
меньше проявляется несовершенство характеристик системы. Поэтому чем 
выше требуемая скорость передачи информации и, следовательно, шире 
спектр сообщения От, тем выше должна быть несущая частота радиосигнала. 
Как правило, выполняется неравенство Оѓо < Г. 

Любой радиосигнал можно поэтому трактовать как «узкополосный» про- 
цесс даже при передаче «широкополосных» сообщений. 

Приведем следующие примеры. При передаче речи или музыки спектр 
сообщения обычно ограничивают полосой от Ёп = 30—50 Гц до Ешах = 
= 3000-—10 000 Гц. Даже на самой длинной волне вещательного диапазона 
^, = 2000 м при несущей частоте о == 150 кГц отношение Ё ах//№ю = 10%4/1,5 х 
х 10° ду 0,06. При передаче тех же сообщений на коротких волнах (при ча- 
стотах 15—20 МГц) это отношение не превышает сотых долей процента. 
При передаче подвижных изображений (телевидение) полоса частот сооб- 
щения весьма широка и достигает 5—6 МГц, однако и несущая частота вы- 
бирается не менее 50—60 МГц, так что отношение Ри, ах/› не превышает 10 %. 


1 В данной главе © используется для обозначения частоты модулирующей функции, 


72 


В самом общем случае радиосигнал, несущий в себе информацию, мож- 
но представить в виде 


а (0) = А (0) соѕ [0 + 0 (01 = А (0) созф (0), (3.1) 


в котором амплитуда А или фаза Ө изменяются по закону передаваемого со- 
общения. 

Если А и Ө — постоянные величины, то выражение (3.1) описывает про- 
стое гармоническое колебание, не содержащее в себе никакой информации. 
Если А и Ө (следовательно, и №) подвергаются принудительному изменению 
для передачи сообщения, то колебание становится модулированным. 

В зависимости от того, какой из двух параметров изменяется — ампли- 
туда А или угол Ө — различают два основных вида модуляции: амплитудную 
и угловую. Угловая молуляция, в свою очередь, подразделяется на два вида: 
частотную (ЧМ) и фазовую (ФМ). Эти два вида модуляции тесно связаны 
между собой, и различие между ними проявляется лишь в характере изме- 
нения во времени угла ф при одной и той же модулирующей функции. 

Модулированное колебание имеет спектр, структура которого зависит 
как от спектра передаваемого сообщения, так и от вида модуляции. То об- 
стоятельство, что ширина спектра модулирующего сообщения мала по срав- 
нению с несущей частотой оо, позволяет считать А (1) и Ө (1) медленными 
функциями времени. Это означает, что относительное изменение А (1) ИЛИ 

9 (1) за один период несущего колебания мало по сравнению с единицей. 

Рассмотрим сначала вопрос об изменении амплитуды. При скорости из- 
менения амплитуды 44/4/ приращение амплитуды за один период Г, можно 
приближенно приравнять (44/41) Т,. Следовательно, относительное изме- 
нение за период 


= ЧА 

а. 

Можно считать, что условие медленности функции А (#) выполняется, 
если 


2л [ад 


Оо 


аА | 1. 
а | А. 


њан | <. (3.2) 


Аналогично можно установить условие медленности функции 6. 
Так как мгновенная частота колебания равна скорости изменения фазы 
(об этом подробнее будет сказано в следующих параграфах), то, дифферен- 
цируя аргумент выражения (3.1), находим 
ар (1) а 


0] (2) и о Оу 1 — 


Производная 40/41 определяет отклонение частоты о (/) от частоты вх. 
Это отклонение может быть быстрым или медленным. Для того чтобы коле- 
бания а (1) можно было считать близким к гармоническому, нужно, чтобы 
изменение частоты за время Т было мало по сравнению с частотой о (Ё) 
в Любой рассматриваемый момент времени. 

Таким образом, условие медленности функции Ө ({) можно записать. в 
виде следующих неравенств: 


4 | 40 
аа т 


о (1) ` 
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Так как обычно о (Ё) очень мало отличается от ®,, можно считать Т А 
А 240 и исходить из условия 


т | «> (3.3) 


Для большинства используемых в радиотехнике сигналов неравенства 
(3.2) и (3.3) обычно выполняются. Это означает, что при любом виде модуля- 
ции параметры радиосигнала: а плитуда, фаза или частота — изменяются 
настолько медленно, что в пределах одного периода Г. колебание можно счи- 
тать гармоническим. 

Эта предпосылка лежит в основе всего дальнейшего рассмотрения свойств 
радиосигналов и их спектров. 


3.2. РАДИОСИГНАЛЫ С АМПЛИТУДНОЙ 
МОДУЛЯЦИЕЙ 


Амплитудная модуляция (АМ) является наиболее простым и очень рас- 
пространенным в радиотехнике способом заложения информации в высоко- 
частотное колебание. При АМ огибающая амплитуд несущего колебания из- 
меняется по закону, совпадающему с законом изменения передаваемого со- 
общения, частота же и начальная фаза колебания поддерживаются неизмен- 
ными. Поэтому для амплитудно-модулированного радиосигнала общее вы- 
ражение (3.1) можно заменить следующим: 


а (0) = А (0 соѕ (о, + 6). (3.4) 


Характер огибающей А (1) определяется видом передаваемого сообщения. 
При непрерывном сообщении (рис. 3.1, а) модулированное колебание 
приобретает вид, показанный на рис. 3.1, б. Огибающая А (#) совпадает по 
форме с модулирующей функцией, т. е. с передаваемым сообщением $5 (Ё). 
Рисунок 3.1, б построен в предположении, что постоянная составляющая 
функции $ (Ё) равна нулю (в противоположном случае амплитуда несущего 
колебания 4А, при модуляции может не совпадать с амплитудой немодулиро- 
ванного колебания). Наибольшее из- 
менение А (#) «вниз» не может быть 
больше А,. Изменение же «вверх» 
0 может быть в принципе и больше Ао. 
+ Основным параметром ампли- 

тудно-модулированного колебания 

является коэффициент модуляции. 

2) А Определение этого понятия 

а т | особенно наглядно для тональной 


модуляции, когда модулирующая 
М чи "|| | функция является гармоническим 


колебанием: 
Е леан 6). 


Рис. 3.1. Модулирующая функция (а) и 
амплитудно-модулированное колебание (6) + ДА, соѕ (+ у), (3.5) 
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Ч. $ (0) = 8, соѕ (62 + $). 


Огибающую модулированного 
колебания при этом можно лред- 
ставить в виде 


А (0) = А, + Км 5 (0 = А+ 


т 


Й 
Ц 


27/0 


"тж бриттов ЧЧ, 


Рис. 3.2. Колебание, модулированное Рис. 3.3. Колебание, модулированное по 
по амплитуде гармонической функцией амплитуде импульсной последовательно- 
стью 


где © — частота модуляции;  — начальная фаза огибающей; Кам — КО- 
эффициент пропорциональности; АД» = Ё,,$, — амплитуда изменения 
огибающей (рис. 3.2). 

Отношение 


М = АА „А, 


называется коэффициентом модуляции. 
Таким образом, мгновенное значение модулированного колебания 


а (1) = А, П + М соѕ (© + т) соѕ (оц + Ө). (3.6) 


При неискаженной модуляции (М < 1) амплитуда колебания изме- 
няется в пределах от минимальной Аца = А. (1 — М) до максимальной 
Аах == А, (1 + М). 

В соответствии с изменением амплитуды изменяется и средняя за пе- 
риод высокой частоты мощность модулированного колебания. Пикам оги- 
бающей соответствует мощность, в (1 +- М)? раз большая мощности несу- 
щего колебания. Средняя же за период модуляции мощность пропорциональ- 
на среднему! квадрату амплитуды А (8: 


А (В = АЗИ М соѕ (11) = А? (1+ 0,5М3). (3.7) 


Эта мощность превышает мощность несущего колебания всего лишь в 
(1+ 0,5М?) раз. Таким образом, при 100 %-ной модуляции (М = 1) пико- 


вая мощность равна 4Р,, а средняя мощность 1,5Р, (через Р, = 5 Аё 


обозначена мощность несущего колебания). Отсюда видно, что обусловлен- 
ное модуляцией приращение мощности колебания, которое в основном и 
определяет условия выделения сообщения при приеме, даже при предель- 
ной глубине модуляции не превышает половины мощности несущего колеба- 
ния. 

При передаче дискретных сообщений, представляющих собой чередова- 
ние импульсов и пауз (рис. 3.3, а), модулированное колебание имеет вид 
последовательности радиоимпульсов, изображенных на рис. 3.3, 6. При этом 
имеется в виду, что фазы высокочастотного заполнения в каждом из импуль- 
сов такие же, как и при «нарезании» их из одного непрерывного гармониче- 


! Среднее значение соз (<2{ — ү) за пер иод модулирующей частоты равна нулю, 
а средиее значение соѕ? (53! -- ү) равно 1:2. Черта над функцией означает операцию 
усреднения По времени. 
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ского колебания. Только при этом условии показанную на рис. 3.3, б по- 
следовательность радиоимпульсов можно трактовать как колебание, моду- 
лированное лишь по амплитуде. Если от импульса к импульсу фаза изме- 
няется, то следует говорить о смешанной амплитудно-угловой модуляции. 


3.3. СПЕКТР АМПЛИТУДНО-МОДУЛИРОВАННОГО 
КОЛЕБАНИЯ 


Пусть задано высокочастотное модулированное колебание, о котором 
известно, что частота о, и начальная фаза Ө, величины постоянные, а огибаю- 
щая А (1) содержит в себе передаваемое сообщение $ (1). Аналитически такое 
колебание можно представить с помощью выражения (3.4). 

Требуется установить связь между спектром модулированного колеба- 
ния и спектром модулирующей функции, т. е. спектром исходного сообще- 
ния $ (1). Проще и нагляднее всего это можно сделать для тональной (гармо- 
нической) модуляции, когда огибающая 


А (0) = А, П + М соѕ (0 + $) 


а модулированное колебание определяется выражением (3.6). 
Перепишем выражение (3.6) в форме 


а (0) = А, [соѕ (оѓ + 9.) -+- М соѕ (ОЎ + ү) соѕ (о, + Ө,)1. 


Второе слагаемое в правой части этого выражения, являющееся продук- 
том модуляции, можно привести к виду 


М соѕ (97 4- ү) соѕ (о, +4 00) = соѕ [ (60 г 9%) ЕЁ (9, У +- 
+ > С0$ (625 —- 9) Ё: (9, —%)), 


после чего развернутое выражение колебания а (Г) принимает вид 


а (1) = А, с9$ (5 Ё + Ө) -- МА соѕ | (в -|- 2) 1+ 
МА 
+8, +1 7 сох (о 9) {+в — 11. (3.8) 


Первое слагаемое в правой части представляет собой исходное немоду- 
лированное колебание с частотой о. Второе и третье слагаемые соответст- 
вуют новым колебаниям (гармоническим), появляющимся в процессе модуля- 
ции амплитуды. Частоты этих колебаний в, -- © 
и о, — 9 называются верхней и нижней боко- 
выми частотами модуляции. 

Амплитуды этих двух колебаний одинаковы 
и составляют от амплитуды немодулированного 
колебания долю, равную М!/2, а их фазы сим- 
метричны относительно фазы несущего колеба- 
ния. Это иллюстрируется векторной диаграм- 
мой, представленной на рис. 3.4. На этой диаг- 
рамме ось времени вращается по часовой стрел- 
ке с угловой частотой ,, причем отсчет угла 
оу ведется от линии ОВ. Поэтому несущее ко- 

лебание 4, соѕ (о, -- 0.) изображается на этой 
Рис. 3.4. Векторное пред- диаграмме в виде неподвижного вектора Ор 
ставление амплитудно-мо- о 
дулированного колебания ДЛИНОЙ А., составляющего с горизонталью угол 
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9.. Мгновенное значение несущего колебания в момент. { равно проекции 
вектора Аз на ось времени (отрезок ОК). 

Для представления на этой же диаграмме колебания с частотой о, -| ©, 
превышающей угловую частоту вращения оси времени на величину ©, не- 
обходимо воспользоваться вектором, вращающимся с угловой частотой © 
против часовой стрелки (вектор ОС,). Для изображения колебания с часто- 
той оу — © потребуется вектор, вращающийся с такой же частотой © по 
часовой стрелке (вектор ОС). Поэтому колебания боковых частот — верх- 
ней и нижней — изображаются двумя векторами длиной МА./2, вращаю- 
щимися во взаимно противоположных направлениях. Начала этих векторов 
перенесены из точки О в точку О. Их фазы симметричны относительно век- 
тора несущего колебания А’. Это следует из выражения (3.8), которое для 
большей наглядности целесообразно записать в несколько измененной 


форме 


а (0) = Ах с0$ (00, Ё-- 9) = МА, 


соѕ [ (0, Ё-- 0) + 


МА 


+ (62 {- ү)1-- 5 


соѕ [(00# -- 0,) — (01 -- У. 


Из этого выражения видно, что при любой начальной фазе огибающей ү 
векторы ОС, и ОС», соответствующие колебаниям верхней и нижней боковых 
частот, занимают симметричное относительно вектора ОР положение, при- 
чем векторы колебаний боковых частот образуют с вектором несущего коле- 
бания углы, равные -- ($2 -- ү). Равнодействующий вектор ОР, являющий- 
ся геометрической суммой векторов ОС, и ОС, и называемый вектором мо- 
дуляции, всегда располагается на линии ОБ, вследствие чего сумму всех 
трех колебаний — несущей и двух боковых частот — можно рассматривать 
как колебание с постоянными начальной фазой и частотой, но с модулиро- 
ванной амплитудой. 

Попутно заметим, что если в результате прохождения через электриче- 
‘ские цепи нарушается равенство амплитуд колебаний боковых частот или 
симметрия их фаз относительно фазы несущего колебания, то возникает ка- 
чание вектора, представляющего результирующее колебание, относительно 
направления ОР. Это равносильно возникновению паразитной ФМ. 

Остановимся на вопросе о фазе огибающей амплитуд при чисто ампли- 
тудной модуляции. Допустим, что начальная фаза высокочастотного колеба- 
ния Ө, = 90°. Тогда векторная диаграмма примет вид, показанный на 
рис. 3.5. Если при $21 = 0 векторы боковых частот РС, и ОС, направлены 
вверх (положение І на рис. 3.6), то огибающая амплитуд проходит в этот мо- 
мент через свое максимальное значение А, (1 + М). Этот случай соответст- 
вует начальной фазе огибающей у = 0 [см. (3.6)], а уравнение огибающей 
будет 


А (0) = А, 1 - М соѕ 98. 


Если же в момент 521 = 0 векторы ОС, и ОС, занимают горизонтальное 
положение, то огибающая проходит через значение, равное А,. В этом слу- 
чае начальная фаза огибающей ү = —л/2 и уравнение для огибающей будет 


А (0 = А, (1+ М зт 99. 


Положение векторов боковых частот ОС, и 2С, при Фї >: л/2, л и Зл/2 
для ү == 0 обозначено на рис. 3.6 соответственно цифрами 11, Ш и ТУ. 
Спектральная диаграмма колебания при тональной модуляции показа- 
на на рис. 3.7. Ширина спектра в этом случае равна удвоенной частоте мо- 
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дуляции 20, а амплитуды колебаний боковых частот не могут превышать 
половины амплитуды немодулированного колебания (при М < 1). 

Аналогичные результаты можно получить при модуляции любым слож- 
ным сигналом. Картину образования спектра амплитудно-модулированного 
колебания проще всего пояснить сначала на примере, когда модулирующее 
сообщение 5 (1) является суммой колебаний двух тонов: 


$ (1) = 5, соѕ @,Ё -- 5, с0$ 81. 
По аналогии с выражением (3.5) получаем 


А (1) = А, + ЛА), С05 0, Е-- ААы, с0$ ©, Е = Аз (1+ М, соѕ О { ~ 
+ М, соѕ ©, {). 


Подставляя это выражение в уравнение (3.4) и используя тригономе- 
трические преобразования, аналогичные тем, которые были проведены при 
получении уравнения (3.8), приходим к следующему результату (начальные 
фазы несущего и модулирующих колебаний здесь для упрощения опущены): 


э с0$ (0—5) Ё + 


а (1) = А, с0$ в, + тл соѕ (в, +8) Е 


+ Е соѕ (0, + 55) + 


2 соѕ (09 -—-65) Е. 


Из полученного выражения следует, что каждой из частот ©, и ©, 
соответствует своя тональная модуляция, сопровождающаяся возникнове- 
нием пары боковых частот, причем этот процесс является линейным в том 
смысле, что амплитуды и фазы колебаний боковых частот от различных мо- 
дулирующих напряжений взаимно независимы (последнее свойство сохра- 
няется при условии, что суммарное изменение огибающей «вниз» не превы - 
шает 100 %). 

Из приведенного примера нетрудно вывести правило построения спек- 
тральной диаграммы амплитудно-модулированного колебания а (1) по за- 
данному спектру модулирующей функции $ (#). Пусть последний имеет вид, 


Е 
о Ә А. оу +9 
г“ 
ре о А І 1 Ш п Г, 
2 У > 2 
$ Г 6,7 62 220 6 С, 
9:+ 5 2 2 20 2 
? ү $ <’ М Ао Т Аб Ад Ад 
х 0 0 +0 о 10 
< 
н 
$ 
о = 
0 
Рис. 3.5. Векторная цдиа- Рис. 3.6. Фазы колебаний боковых частот 
грамма АМ при начальиой в различные моменты времени 


фазе несущего колебания 
о 
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А 
0 
Рис. 3.7. Спектр колебания при то- Рис. 3.8. Дискретные спектры: 
нальной (гармонической) АМ а) сложной модулирующей функции; 
б) модулированиого по амплитуде коле- 
бания 
представленный на рис. 3.8, а. Через $1, 5», ..., Эл, ... обозначены амплиту- 


ды гармонических колебаний, входящих в спектр сообщения $ (1), а через 
Оліп И ОФшах — граничные частоты спектра. 

Спектральная диаграмма высокочастотного колебания, промодулирован- 
ного по амплитуде сообщением $5 (1), изображена на рис. 3.8, 6. Коэффи- 
циенты модуляции М1, М», ..:, М, пропорциональны амплитудам $}, $3, ... 

‚ эп соответствующих тонов, входящих в сложное сообщение $ (2). 

Перейдем к общему случаю, когда спектр сообщения 5 (1) не обязательно 
дискретный. Будем исходить из общего выражения (3.4). Передаваемое со- 
общение $ (#) содержится в законе изменения огибающей А (0). Не предре- 
шая вида функции $5 (#), составляем выражение для спектральной плотности 
$. (©) модулированного по амплитуде колебания а (1), рассматриваемого 
как произведение огибающей А (1) на гармоническое колебание с0$ (0, + 
+ 0). 

Основываясь на соотношении (2.58), в котором положим $ (0) = А (0, 
получаем 


$, (0) =. ) А (7) соѕ (01+ 95) е а = 


== еб 5, (0 -- 00) + ет $4 (0 өр). (3.9) 
В этом выражении $4 обозначает спектральную плотность огибающей, т. е. 
модулирующей функции. 

Следует подчеркнуть, что спектр медленно меняющейся функции вре- 
мени А ({) концентрируется в области относительно низких частот. Поэтому 
функция $4 (0 — 0о,) существенно отличается от нуля лишь при частотах 
«, близких к о, т. е. когда разность о — ®, = © относительно мала. Ана- 
логично слагаемое $л (о - в.) существует при частотах, близких к — 00. 

Таким образом, спектральная плотность модулированного колебания 
$, (о) образует два всплеска; вблизи 0 == о, и вблизи о -= —6о. Поэтому 
для узкополосного сигнала можно считать, что в области положительных 
частот 


5. (©) 2 1/, е бл (00 600), (3.10) 
а в области отрицательных частот 
ба (о\ а 1. 1% $д (0 {- о). (3.10°) 
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Поясним правило построения спектра $. (®) на следующем примере. 
Пусть огибающая высокочастотного колебания имеет вид 


А=А +3 (91, (3.11) 


где $ (#) — передаваемое сообщение, имеющее спектральную плотность 
$ (0), а коэффициент „м имеет тот же смысл, что и в выражении (3.51. 

Спектральная плотность огибающей А (1) изображена на рис. 3.9, а. 
Дискретная часть этого спектра, равная 2л4, (©), соответствует постоян- 
ной величине А’, а сплошная часть ЁамАо$ (©) —передаваемому сообщению 
$ (2). 

Спектральная плотность $, (о) модулированного колебания а (#Ё) пока- 
зана на рис. 3.9, 6. В данном случае дискретные составляющие лА,б (о = 
Е ©) отображают несущее колебание А, соѕ (0, -- Ө,), а сплошной 
спектр — колебания боковых частот модуляции. 

Если радиосигнал не содержит несущего колебания (с конечной ампли- 
тудой), например, при передаче одиночного радиоимпульса, дискретная 
часть в спектре отсутствует. 

Рассмотрим спектр прямоугольного радиоимпульса (рис. 3.10, 6), оп- 
ределяемого выражением 


Кам А, В соѕ о ГА при —т,/2 <і ти /2, (3 12) 
0 при < —т,/2 и Ё > т,/2. 


В данном примере под сообщением $ (7) следует подразумевать. видео- 
импульс (рис. 3.10, а). Спектральная плотность подобного сообщения 


(см. (2.68)| 


$ (9) = В ры. (3.13) 
Г 


Огибающая амплитуд колебания а (1) 
А (= Е, м А $ (6, 


а спектральная плотность этой огибающей 


а (Г) = 


іп Әть/2 
54 (0) = А,м 4,5 (9) =, А, В 90, 
Ти/2 
а) $ 
Р 2А, (0) Ы 
_ Фи 2 їр т 

А | 

Ам Ао 5) р 2 2 

1 


0 
| 
0) ЛА) +60) | тА4д(-0д) 


АамА4 АзыА 
229—08(ә+у) 1-44 09(0)-әд) 


2 
760 0 Әгл ә 
Рис. 3.9. Спектральные плотности Рис. 3.10. Импульс прямоугольной 
а) огибающей; 6) амплитудно-модулированного формы (а) и тот же импульс с высо- 
колебання кочастотным заполнением 6% (6) 


1 Как отмечалось в сноске на с. 72, текущая частота спектра модулирующей 
функции обозначается через 9. 
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Так как в данном случае Ө, = 0 $ 
(рис. 3.10, 6), то по формуле (3.9) 


а) 
ѕіп (0—00) ти о 
А А, В | 2 Хом Аод Аом40б 
За (0) == | ———————— $2 @)= 900+) 5а @)= 90-әу) 
. (9) 2 сы Г“ 2 И “2 0 
2 5) 
2 3.14 
+ (ооо) т (3.14) рис. 3.11. Спектральные плотности 
00) ти. функций, представленных на рис. 3.10 
2 


Графики спектральных плотностей модулирующей функции $ (1 и радио« 
импульса а (Г) изображены на рис. 3.11, а и 6б 


3.4. УГЛОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ. ФАЗА 
И МГНОВЕННАЯ ЧАСТОТА КОЛЕБАНИЯ 


Для простого гармонического колебания 
а (1) = А, соѕ (0,7 + 0,) = А, соѕ ~ (2) 


набег фазы за какой-либо конечный промежуток времени от і В до ѓ— і, 
равен 


ф (15) — $ (11) = (о + Ө) — (оой + Ө,) = оу (0 — А). (3.15) 


Отсюда видно, что при постоянной угловой частоте набег фазы за какой-ли- 
бо промежуток времени пропорционален длительности этого промежутка. 

С другой стороны, если известно, что набег фазы за время № — Ё, ра- 
вен ар (15) — р (А), то угловую частоту можно определить как отношение 


Фо = [ф (2) —Ф (БИ — А), (3.16) 


если, конечно, имеется уверенность, что в течение рассматриваемого про- 
межутка времени частота сохраняла постоянное значение. 

Из (3.16) видно, что угловая частота есть не что иное, как скорость 
изменения фазы колебания. 

Переходя к сложному колебанию, частота которого может изменяться 
во времени, равенства (3.15), (3.16) необходимо заменить интегральным и 
дифференциальным соотношениями 

Са 
Ф) 0) = [900 4, (3.17) 


б, 


(0) =. (3.18) 


В этих выражениях о (1) = 2л} (№ — мгновенная угловая частота колеба- 
ния; | (2) — мгновенная частота. 

Согласно выражениям (3.17), (3.18) полную фазу высокочастотного ко- 
лебания в момент Ё можно определить как 


р (0) = | о (0) 42492, (3.19) 
А 
81 


где первое слагаемое в правой части 
определяет набег фазы за. время от 
начала отсчета до рассматриваемого 
момента #; Ө, — начальная фаза ко- 
лебания (в момент Ё= 0). 

При таком подходе фазу % (1 = 


| = 0, - 0 (2), фигурирующую в вы- 

7. ражении (3.1), следует заменить на 
р (0) = 0,2 0 (0) + 6.. 

0 Итак, общее выражение для вы: 


Рис. 3.12. Представление высокочастот- СОКОЧАСТОтНОГО колебания, амплиту- 

ного колебания при угловой модуляции да которого постоянна, т. е. А (1) = 

в виде качающегося вектора -= Аз, а аргумент № (1) модулирован, 
можно представить в форме 


а (0) = А, соѕ [0, - Ө (2) + 601. (3.20) 


Соотношения (3.18), (3.19), устанавливающие связь между изменения- 
ми частоты и фазы, указывают на общность двух разновидностей угловой мо- 
дуляции — частотной и фазовой. 

Поясним соотношения (3.18) — (3.20) на примере простейшей гармониче- 
ской ЧМ, когда мгновенная частота колебания определяется выражением 


о ( = в - ©, соѕ 9 (3.21) 


где од = 2л}, представляет собой амплитуду частотного отклонения. Для 
краткости ®„ в дальнейшем будем называть девиацией частоты 
или просто девиацией. Через оъ и ©, как и при АМ, обозначены не- 
сущая и модулирующая частоты. 

Составим выражение для мгновенного значения колебания (тока или 
напряжения), частота которого изменяется по закону (3.21), а амплитуда 
постоянна. 

Подставляя в (3.19) о (Ё} из уравнения (3.21), получаем 

Е 


ф (В = [ (оо д соѕ 94) 47 4- 0,. 
5 


Выполнив интегрирование, найдем 


ф (0) = оо + (0/9) за ФЕ- 0%. (3.22) 
Таким образом, 
а (0) = А, соѕ [0 + (0/9) зт ФЕ + 0,1. (3.23) 


Фаза колебания, а (#) наряду с линейно-возрастающим слагаемым 
«о (2) содержит еще периодическое слагаемое (01/9) ѕіп ФЇ. Это позволяет 
рассматривать а ({) как колебание, модулированное по фазе. Закон этой 
модуляции является интегральным по отношению к закону изменения ча- 
стоты. Именно модуляция частоты по закону 0, соѕ 67 приводит к модуля- 
ции фазы по закону (0/9) ѕіп ©. Амплитуду изменения фазы 


ах = 05/2 == Т (3.24) 


часто называют индексом угловой модуляции. 
Заметим, что индекс модуляции совершенно не зависит от средней (не- 
модулированной) частоты Фо, а определяется исключительно девиацией 
од и модулирующей частотой ©. 
Рассмотрим теперь противоположный случай, когда стабильное по ча- 
стоте и фазе колебание пропускается через устройство, осуществляющее 
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периодическую модуляцию фазы по. закону Ө (8) = Өлах ѕіп ОЇ, так что 
колебание на выходе устройства имеет вид 


а() = Аџсоѕ [оѓ - бах ѕіп 9-04]. (3.23°) 
Какова частота этого колебания? Используя выражение (3.18), находим 
о (д = = (002 + @тах 5іп ОЁ 0,) == 0 -- тах © со 92. (3.21') 


Учитывая соотношение (3.24), приходим к выводу, что Ө, ах == 0 д. 
Таким образом, гармоническая модуляция фазы с индексом Ө, „х эквивалент- 
на частотной модуляции с девиацией Ф; = Өһах©. 

Из приведенного примера видно, что при гармонической угловой моду- 
ляции по характеру колебания нельзя заключить, с какой модуляцией мы 
имеем дело — с частотной или фазовой. В обоих случаях вектор ОА, изо- 
бражающий на векторной диаграмме модулированное колебание, качается 
относительно своего исходного положения таким образом, что угол Ө 
(рис. 3.12) изменяется во времени по закону Ө = дах ѕіп © при фазовой 
модуляции, Ө = (01/9) зт ЭР при частотной модуляции (когда А® = 
= од с0$ 92). Цифрами І, П, Ш и [У отмечено положение вектора ОА при 
О = 0, л/2, м и 31/2. | 

Иное положение при негармоническом модулирующем сигнале. В этом 
случае вид модуляции — частотной или фазовой — можно установить не- 
посредственно по характеру изменения частоты и фазы во времени. 

Покажем это на примере пилообразного модулирующего сигнала ѕ (#) 
(рис. 3.13, аи г). Очевидно, что пилообразное изменение о (2) (рис. 3.13, 6), 


5 
ат 


Рис. 3.13. Сравнение функций о (/) и 9(#} при ЧМ и ФМ при пилообразном модули- 
рующем сигнале 
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0 б) о 


Рис. 3.14. Зависимость индекса Өһах и девиации @д от модулирующей частоты при 
ЧМ (а) и ФМ (6) 


по форме совпадающее с < (), свидетельствует о наличии ЧМ, а такое же из- 
менение Ө (2) (рис. 3.13, 9) — о наличии ФМ. Ясно также, что скачкообраз- 
ное изменение о (1), совпадающее по форме с производной сигнала 5-() 
(рис. 3.13, е\, указывает на ФМ. 

При гармоническом модулирующем сигнале различие между ЧМ и ФМ 
можно выявить, только изменяя частоту модуляции. 

При ЧМ девиация о; пропорциональна амплитуде модулирующего на- 
пряжения и не зависит от частоты модуляции 9. 

При ФМ величина Өһах пропорциональна амплитуде модулирующего 
напряжения и не зависит от частоты модуляции ©. 

Эти положения поясняются рис. 3.14, на котором показаны частотные 
характеристики величин о, и @шах при частотной и фазовой модуляциях. 
В обоих случаях предполагается, что на вход модулятора подается модули- 
рующее напряжение с неизменной амплитудой (0, а частота © изменяется от 

піп ДО тах. 

При ЧМ о, зависящая, как указывалось выше, только от амплитуды 
О, будет. постоянной величиной, а индекс модуляции т -- @/6 = Өһах 
с увеличением частоты будет убывать (рис. 3.14, а). При ФМ т не зависит 
от 9, а Ф = Өһахб = т@ изменяется пропорционально частоте модуляции 
(рис. 3.14, 6 б). 

Кроме структуры колебания (при модуляции сложным сигналом) ча- 
стотная и фазовая модуляции различаются и способом осуществления. При 
ЧМ обычно применяется прямое воздействие на частоту колебаний генера- 
тора. При ФМ генератор дает стабильную частоту, а фаза колебания модули- 
руется в одном из последующих элементов устройства. 


3.5. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ УГЛОВОЙ 
МОДУЛЯЦИИ. ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 


Пусть задано колебание 
а (1) = А, соѕ [0,і - Ө (21, (3.25) 


о котором известно, что передаваемое сообщение $ (1) заложено в функцию 
Ө (2). Если колебание а (#} получено с помощью ФМ, то Ө (физ (1) полностью 
совпадают по форме и отличаются лишь постоянным коэффициентом. При 
этом, очевидно, с точностью до постоянного коэффициента совпадают и 
спектры функций 0 (№0) и $ (1). 

При ЧМ функция Ө (1 является интегралом от передаваемого сообще- 
ния $ (1). Это вытекает из выражений (3.19) и (3.20). Так как интегрирование 
является линейным преобразованием, то при ЧМ спектр функции Ө (1) со- 
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стоит из тех же компонентов, что и спектр сообщения $ (1), но с измененными 
амплитудами и фазами. 

Отвлекаясь от способа осуществления угловой модуляции — фазовой 
или частотной — и считая заданным спектр функции Ө (1), находим спектр 
модулированного колебания а (1). Для этого выражение (3.25) преобразуем 
к виду 


а (1) = А, соѕ 0 (1) соѕ во Е — Ао зп Ө (1) яп в, Ё =а, (#) — аз (0). (3.26) 


Из (3.26) следует, что модулированное по углу колебание можно рас- 
сматривать как сумму двух квадратурных колебаний: косинусного а, (#) == 
= А, 0$ Ө (1) соѕ оуѓ и синусного а, (1) = А, ѕіп Ө (1 ѕіп оѓ, каждое из 
которых модулировано только по амплитуде; закон АМ для косинусного 
колебания определяется медленной функцией соѕ 9 (1), а синусного — функ- 
цией ѕіп Ө (2). Но в $3.3 было установлено, что для определения спектра 
амплитудно-модулированного колебания достаточно сдвинуть на частоту 
оу спектр огибающей амплитуд. Следовательно, для нахождения спектра 
колебания а (Ё), определяемого выражением (3.26), необходимо сначала най- 
ти спектры функций соѕ Ө (1) изт 0 (2), т. е. спектры огибающих квадратур- 
ных колебаний. Перенос этих спектров на частоту о, можно затем осущест- 
вить таким же образом, как и при обычной АМ. 

Из приведенных рассуждений следует, что при одном и том же переда- 
ваемом сообщении спектр колебания, модулированного по углу, значитель- 
но сложнее, чем спектр модулированного по амплитуде. Действительно, 
так как соѕ Ө (7) и ѕіп Ө (1) являются нелинейными функциями своего аргу- 
мента Ө (1), то спектры этих функций могут существенно отличаться от 
спектра функции Ө (1); возможно возникновение кратных и комбинацион- 
ных частот, как это имеет место при обычных нелинейных преобразованиях 
спектра. 

Это обстоятельство, а также наличие двух квадратурных слагаемых 
показывают, что при угловой модуляции спектр модулированного колеба-. 
ния нельзя получить простым сдвигом спектра сообщения на величину не- 
сущей частоты ®,, как это имеет место при АМ. При угловой модуляции связь 
между спектрами сообщения и модулированного колебания оказывается бо- 
лее сложной. 


3.6. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ 
УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 


Используем полученные выше результаты для анализа колебания вида 
а (0) = А, соѕ (0, + т ѕіп О). (3.25') 


Это выражение совпадает с (3.23) и (3.23') при модуляции частоты по 
закону о (1 = о, -- о, соѕ ОЁ, Начальная фаза Ө,, а также начальная фа- 
за модулирующей функции ү опущены для упрощения выкладок. При не- 
обходимости они легко могут быть введены в окончательные выражения. 

В данном случае Ө (1) = т ѕіп 9. Подставляя Ө (#) в выражение (3.26), 
получаем 


а (0) = А, соѕ (т ѕіп 21) соѕ оь — А, зп (т ѕіп 91 эт оу. (3.27) 


Учитывая, что множители соѕ (т ѕіп ОВ и зш (т ѕіп 91 являются 
периодическими функциями времени, разложим их в ряд Фурье. 
В теории бесселевых функций доказываются следующие соотношения: 


зіп (т ѕіп Ө) = 27, (т) ѕіп 04-27, (т) ѕіп ЗОР 4-27, (т) ѕіп 50Р... (3.28) 
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соѕ (т ѕіп О) = (т) + 27, (т) соѕ 207 -- 27, (т) соѕ 407 -.. (3.29) 
сіп (т соѕ 024) = 27, (т) соѕ 91 27, (т) соѕ 302 4-27, (т) сово. ..(3.28') 
соѕ (т соѕ ОР) = Ј, (т) — 27, (т) соѕ 207 4- 27, (т) соѕ 407 —... (3.29') 


Здесь /„ (т) — бесселева функция первого рода п-го порядка от аргумен- 
та т. 

С помощью соотношений (3.28) и (3.29) уравнение (3.27) можно приве- 
сти к виду 


а (0) = А [Ло (т) соз в, Ё —27, (т) ѕіп Оѓѕіп в, Ё- 27, (т) соѕ 207 соѕ оѓ — 
— 27, (т) зп ЗО? те, Ё-...] (3.30) 
или в более развернутой форме 
а (1) = А, соѕ (в, Ё-- т ѕіп О) == А, {Чо (т) со$ в, Е Л (т) [соѕ (оо - @) Е — 
— 0$ (и -— 9) В -Е Ј, (т) [соѕ (оо -- 29) [+ соѕ (о --29) Й- 
- Ј, (т) [соѕ (в, + 39) #— соѕ (о, 39) 4 -[...}. (3.31) 


Таким образом, при частотной и фазовой модуляциях спектр колеба- 
ния состоит из бесконечного числа боковых частот, расположенных попар- 
но симметрично относительно несущей частоты .0, и отличающихся от по- 
следней на пО, где п — любое целое число. Амплитуда п-й боковой состав- 
ляющей Ар == = У. (т) А., где А, — амплитуда немодулированного колеба- 
ния, а т — индекс модуляции. Отсюда следует, что вклад различных боко- 
вых частот в суммарную мощность модулированного колебания определяет- 
ся величиной т. 

Рассмотрим режимы угловой модуляции при малых и больших значе- 
ниях т. Если т < 1, так что имеют место приближенные равенства 


ѕіп (т ѕіп О) х тзш ОЁ, соѕ (т ѕіп ©) 2х 1, 


то выражение (3.27) переходит `в следующее: 


а (2) = Д, (соѕ фр? тіп От, Ё) = А, | соза, і + —2- соз (0, 1 9) і — 
—> 0$ (оо — 9) 1) (3.32) 


Сравним это уравнение с уравнением для амплитудно-модулированного 
колебания, у которого модулирующая функция (т. е. передаваемое сообще- 
ние) такая же, как и при ЧМ. Так как выражение (3.32) получено из (3.25') 
для модуляции частоты по закону о (1 = ®. + ©. с0$ 9 то для удобства 
сравнения зададим модуляцию амплитуды по аналогичному закону А (В == 
= А, (1 + М соѕ 98. Тогда амплитудно-модулированное колебание запи: 
шется в форме 


аам (0) = А5(1 М соѕ ОР) соѕ ву Ё == А, [соз ЕЁ —- с0$ (+ 9) Ё-Е 
+ = соз (@, 9) 4. (3.33) 


Из сравнения (3.32) и (3.33) видно, что при малых значениях т спектр 
колебания, как и при АМ, состоит из несущей частоты оо и двух боковых 
частот: верхней о, + 9 и нижней 0, — ©. Единственное отличие заключа- 
ется в фазировке колебаний боковых частот относительно несущего колеба- 
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Рис. 3.15. Векторная диаграмма (а) и спектр колебания (6) при угловой модуляции с 
индексом т<| 


ния. При АМ фазы колебаний боковых частот симметричны относительно 
несущей частоты, а при угловой модуляции фаза колебания нижней боко- 
вой частоты сдвинута на 180° [знак минус перед последним слагаемым 
(3.32)]. Это положение иллюстрируется векторной диаграммой, показанной 
на рис. 3.15, а. Направление вектора ОС, при АМ обозначено штриховой 
линией. Изменение направления этого вектора на 180° приводит к тому, что 
вектор модуляции ОР всегда перпендикулярен к направлению вектора О, 
изображающего несущее колебание. Вектор СЁ, изображающий результи- 
рующее колебание, изменяется как по фазе, так и по амплитуде; однако при 
т = Өһах < 1 амплитудные изменения настолько малы, что ими можно 
пренебречь и модуляцию можно в первом приближении рассматривать как 
чисто фазовую. 

Спектральная диаграмма для угловой модуляции при т < | показана 
на рис. 3.15, 6. Равенство амплитуд колебаний боковых частот сохраняется, 
а фаза колебания нижней частоты сдвинута на 180°. Амплитуды колебаний 
боковых частот равны т24,/2, и поэтому в данном случае индекс модуляции 
т совпадает по значению с коэффициентом М, характеризующим глубину 
изменения амплитуды при АМ: Заметим, что ширина спектра при т < 1 
равна 20, как и при АМ. Этот результат показывает, что при очень малых 
девиациях о; (по сравнению с ©) ширина спектра от о; не зависит. 

При увеличении фазового отклонения, т. е. при возрастании т, урав- 
нение (3.32) и диаграмма на рис. 3.15, а не дают правильного представления 
о действительной картине явлений при частотной или фазовой мӧдуляции. 
Это объясняется тем, что с помощью колебаний несущей частоты и всего 
лишь одной пары боковых частот невозможно представить колебание, ча- 
стота или фаза которого изменяется в широких пределах, а амплитуда оста- 
ется строго постоянной. Для получения правильной картины необходимо 
учитывать боковые частоты высших 
порядков в соответствии с выраже- 7, (Ад 
нием (3.31). 

При значениях индексов т от 0,5 
до 1 приобретает некоторое значение 44 
вторая пара боковых частот, ввиду 
чего ширина спектра должна быть 0 9) 90 
приравнена 40. Далее, при | < т<2 а) 0) 
приходится учитывать третью и чет- 
вертую пары боковых частот и т. д. раг. 8.10. спектры колебания при угло- 
Спектральные диаграммы для т = 1 а)т-ьн: 6) ты 
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91-0 От=т/2 9+1=7 От= 5/0 п 


27, (т) 
250) 27,0) 2 27,0) 
27, (т) 
КЧ ка 
Ју (т) 7 т) 0 Я т) 
а) 0) 6) г) 


Рис. 3.17. Фазировка колебаний боковых частот в различные моменты времени 


и т = 2 приведены на рис. 3.16. Фазы колебаний на этих рисунках не учи- 
тываются, однако следует иметь в виду, что при нечетных и амплитуды ниж- 
них боковых частот следует брать со знаком минус. Амплитуды всех состав- 
ляющих спектра представлены на этих рисунках в виде вертикальных от- 
резков, длины которых равны /»„ (т), а расстояния от отрезка /, (т), соот- 
ветствующего амплитуде колебания несущей частоты, равны л, где О — 
частота модуляции, а п — порядковый номер боковой частоты. Амплитуда 
результирующего колебания принята за 100 %, т. е. А, = 1; обозначенные 
на рисунках величины У/У„ определяют амплитуды колебаний соответствую- 
щих частот в долях от амплитуды результирующего колебания. 

Векторные диаграммы для различных моментов © при т = 1, построен- 
ные по выражению (3.30), представлены на рис. 3.17, а—г. При п>2 
У» (1) < 1, поэтому учтены только Ту, У: и Ј,. 

Рассмотрим теперь большие значения т. Вопрос сводится к выяснению 
зависимости бесселевой функции Ј, (т) от порядкового номера я при боль- 
ших значениях аргумента т. Оказывается, что при љт >> 1 величина |7, (т)| 
более или менее равномерна при всех целых значениях |и |, меньших, чем 
аргумент т. При |7 |, близких к т, |7, (т) | образует всплеск, а при дальней- 
шем увеличении |1| функция |7, (т) | быстро убывает до нуля. Общий ха- 
рактер этой зависимости показан на рис. 3.18 для т = 100. Из рисунка 
видно, что наивысший номер п боковой частоты, которую еще необходимо 
принимать в расчет, приблизительно равен индексу модуляции т (в данном 
случае п = 100). 

Приравнивая это максимальное значение пшах величине т, приходим 
к выводу, что полная ширина спектра частотно-модулированного колебания 


2 |пъах | © а 2т0. 


Но т = о;/0, следовательно, при 
больших индексах модуляции ширина 
спектра модулированного колебания близка 
к удвоенной девиации частоты 


2 | Пнах | © ^ 203. (3.34) 


Эта полоса частот обозначена в нижней 
части рис. 3.18. 

Заметим, что в соответствии с опреде- 
лением т [см. (3.24)] выражение «модуля- 
д 0 бт ® ция с малым индексом» эквивалентно вы- 

ажению «быстрая модуляция», а выраже- 
Рис. 3.18. Ширина спектра ЧМ ко- ие «модуляция С большим индексом» кви. 


лебания при больших значениях 
индекса модуляции валентно выражению «медленная модуля- 
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ция». Поэтому можно сформулировать следующее положение: при: быст- 
рой угловой модуляции (когда ө. « ©) ширина спектра модулированного ко- 
лебания близка к значению 20; при медленной угловой модуляции (когда 
ор » ©) ширина спектра близка к значению 201. 


3.7. СПЕКТР РАДИОИМПУЛЬСА 
С ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННЫМ 
ЗАПОЛНЕНИЕМ 


При модуляции частоты колебания по закону, отличающемуся от гар- 
монического, нахождение спектра колебания усложняется. Выбор наибо- 
лее удобного метода анализа зависит от характера модулирующей функции. 
Поясним один из возможных методов на примере широко распространенного 
сигнала — импульса с линейной частотной модуляцией (ЛЧМ импульса). 
Подобный сигнал изображен на рис. 3.19, а, а закон изменения частоты за- 
полнения импульса — на рис. 3.19, 6. 

Мгновенную частоту заполнения о (1) = 2л} (Й можно определить вы- 
ражением 


о (1) = о + В, |# |< Т./2, (3.35) 
где 


В| Зо. = 2. Т, (3.36) 


есть скорость линейного изменения частоты внутри импульса. Тогда мгно- 
венное значение колебания, представленного на рис. 3.19, а, можно запи- 
сать в виде 


\ р 9 
20 = Асо | [® (9 4 Асо [в —Т./2 <+<Т./2. (3.37) 


\ 


Произведение полной девиации ча- 
стоты на длительность импульса 


ор Т. =т (3.38) 


является основным параметром ЛЧМ 
сигнала. Напомним, что в $ 2.15 ана- 
логичный параметр М = 2}„Т, был 
назван базой сигнала. Поскольку [и 
определяет ширину спектра рассмат- 
риваемого сигнала, параметр т можно 
трактовать как базу ЛЧМ сигнала. 

С учетом (3.38) выражение (3.36) 
можно записать в форме 


| В | = 27/732. (3.39) 


При этом сигнал а (#) определяется 
при В > 0 выражением 


а (1) = А, соѕ (Фа —— 


Те Т 
—>_ <1< 


с (3.40) Рис. 3.19. ЛЧМ импульс (а) и изменение 
2 частоты его заполнения (6) 
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Определим спектральную плотность этого сигнала с помощью общего 
выражения (2.48): 


Тс/2 Те /2 
. 2 

$ (о) == 4А, | со (р лті? је аі = =: | ехр | т __ 
—Те/? АГ і с 


Те! 2 


(ө о) [|469 ( ер 1—1] тт ё (0 + ө) а. (3.41) 
° 2 


= 
Т 


Первое слагаемое в правой части полученного выражения определяет 
всплеск спектральной плотности вблизи частоты ® = оу, а второе — 
всплеск вблизи частоты @® == —0, 

При определении $5 (о) в области положительных частот второе слагае- 
мое можно отбросить [см. (3.10)]. В первом же слагаемом показатель сте- 
пени в подынтегральной функции целесообразно дополнить до квадрата 
разности (В считаем положительной величиной) 


Гы | Узяти ы 

Ег (0 д) Ё = Ех (0) --- о) Ё У ЧЕ = ки —а | — 
— а? (3.42) 
где 

а == (о —-60) Ге/2 Илт. (3.43) 

Подставляя (3.42) в (3.41) и переходя к новой переменной 

у= Мят ШТ, а, (3.44) 
получаем 

йз 
= ем Те ГА 3.45 
$ (о) > = е ау, (3.45) 


где пределы интегрирования определяются выражениями 


„ИЗ (@—во). еы) ш р | — 19801. (3.46) 
2 [ Од 2 Әд 


Используем известные из математики определения интегралов Фре- 
неля 


= | соз ге ду, 500) = (от 2 ау. (3.47) 
б т) 
х ілу? 
С(х) + 15 (х) = (е 2 ау. (3.48) 


о 


Тогда выражение (3.45) с учетом (3.43) и (3.46) приводится к следую- 
щей формуле: 


Зы ур ©] ие Са) + С (ид +15 (а) 5 В. 
(3.49) 


500) 56) 
2500) ) 
-00 0 )7 7) 
| 40) 


Рис. 3.21. Амплитудно- и фазо-частотная характе- 
ристики спектра ЛЧМ импульса на всей оси ча- 
стот 


Из (3.49) следует, что в области о >0 
АЧХ спектральной плотности ЛЧМ сиг- 
нала 


= — == Ж 
5 (©) 2 Ут у 
х ИС(щ) Сиз) + [$ (0) 5 (из), 
(3.50) 
а ФЧХ , 
(0 — оо)“ | 
. == — 1—1 Һагсі 
9. (о) ов {- агс{е 
07 да 08 12 16 әсә х 250005 (8а) т (ошо) | 
- 8) У Сш) С (из) 4 
Рис. 3.20. Спектральная плотност 1. $ (ил) + 5 (иа) Н 
ЛЧМ импульса при различных г агсів С(и) С (и) ^ (3.51) 
значениях базы т=2} Те: —. 
а) т=10; 6) т=60: в) т= 100 Графики зависимости (2 Ут/А.Т,) $ (®) 


от (о — @,)/ юц (рис. 3.20, а, 6 и в) пока- 
зывают, что при больших значениях т форма < (о) приближается к прямо- 
угольной и ширина спектра близка к величине 201. При этом характе- 
ристика | (%)| принимает вид квадратичной параболы (рис. 3.20, в). Второе 
слагаемое в (3.51), стремящееся к постоянной величине л/4, опущено. 

При о = ®, и = и, = ут, так что при больших значениях т и 
© = 0, когда 

С (и!) = С (из) = 0,5 и $ (щш) = 5 (из) > 0,5, — 
квадратный корень в выражении (3.50) обращается в |2, а 5 (60) — 
— АГ, Ут. 

На рис. 3.21 показана структура АЧХ и ФЧХ спектра ЛЧМ импульса 
при В >> 0 на всей оси частот. В области отрицательных частот ФЧХ по 
знаку обратна фазовой характеристике спектра при положительных часто- 
тах. 
При В < 0, т. ё. при убывании частоты внутри радиоимпульса, знак 
минус перед правой частью выражения (3.51) должен быть изменен на 0б- 
ратный. 


3.8. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ АМПЛИТУДНО- 
ЧАСТОТНОЙ МОДУЛЯЦИИ 
Обобщим выражения (3.25), (3.26). замеиив в них постоянную амплитуду Аз 
функцией времеии А (2): 
а (1 = А (р соѕ [0,7 + 6 (21 = А (0 с0$ Ө (В соѕ в! — А (В зіп Ө (1) ѕіп юоё = 
= а. (0) — а, (0). (3.52) 
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Как ив $ 3.5, 3.6, определение спектра колебания сводится к нахождению спек- 
тров функций А. (0) = А (1 соѕ 0 (0) и А, (Й = А (0) ѕіп Ө (2), т. е. огибающих квад- 
ратурных колебаний, и к последующему сдвигу этих спектров на величину ®.. 

Обозначим спектральные плотности функций Ас (Ви А, (7) символами 54 (6) 

с 


и д. (9). Тогда 


Ѕд (Ф) = | А, ()е "аг { А (1) соѕ Ө (ет "аг, (3.53) 
‹ — хо — оо , 

54 (0) = [ А. (де ага [ Абэтефе 7/00. 
А 


Спектральная плотность косинусного квадратурного колебания ас (/) == Ас (8 > 
Х соѕ 00! в соответствии с выражением (2.58) при Ө, = 0 будет 


Ѕа (®) = 2 [8А (0 — 0) | А, (0 -- 0) ]. (3.54) 


При определении спектра синусного квадратурного колебания а; (1) = А. (Вх 
х ѕіп ®оЁ фазовый угол був (2.58) следует приравнять — 90°. Следовательно, 


ба, (6) = — (84, (0—0) 84 (9-Е 6%) (3.547) 


В области положительных частот можно считать 


Зе (0 + оо) = 0, ЗА, (0 -- ®0) = 0. 


Таким образом, окончательно спектральная плотность колебания а (1) -= ас (1) — 
— аз (Ѓ) определяется выражением 


ба (®) = Ха (&) — За, (©) == о [Ас (0 -- о) + (ЗА, (® — 65) | ‚ о 2> 0. (3 55) 


Переходя к переменной © = о — оу, получаем 
$а (оо - 2) == 1, [ЗА (2) 1$. (9) |. {3.26) 


Структура спектра колебания а (/) при амплитудно-частогной модуляции зависит 
от соотношения и вида функций А (№ и 0 (2. 

При АМ спектр колебания а (Ё характеризуется полной симмегрией амплитуд и 
фаз колебаний боковых частот относительно несущего колебания: при угловой модуля- 
ции [А (0) - А, >= соп$] фазы колебаний нижних боковых частот при нечетных п 
сдвинуты на 180° (см. $ 3.6). Одновременная модуляция по амплитуде и углу может при 
некоторых соотношениях между А (В и (1) приводить к асимметрии спектра $, (©, + 
-- ©) относительно о не только по фазам, но и по амплитудам. В частности, если Ө (1) 
является нечетной функцией /, то при любой функции А (#1) спектр колебания а (1) 
несимметричен. . 

Пример подобного спектра представлен на рис. 3.22. (По отношению к точке 
«© — 0 модуль спектральной плотности симметричен при любых условиях.) 

Для симметрии спектра $. (0) требуется четность функции 0 (#) при одновре- 
менном условии, чтобы функция А (/) была либо четной, либо нечетной функцией {. 
Если функция А (!) может быть представлена в виде суммы четной и нечетной состав- 
ляющих, то спектр $. (в) несимметричен даже при четной функции Ө (5). Например, 

импульс с линейной ЧМ, рассмотрениый в 

$ 3.7, имеет симметричный спектр. В этом слу- 

$ чае прямоугольная огибающая при надле- 

жащем выборе точек отсчета времеии являет- 
ся функцией, четной относительно /, как и 


функция Ө (1) = 5 ВР. 


Наглядное представление о деформации 
спектра колебания при смешанной модуля: 
ции — амплитудной и угловой — можно по- 
лучить, рассмотрев случай, когда обе моду- 
ляции осуществляются гармонической функ- 

-6) 0 20 &% цией с одной и той же частотой ©. Для 

упрощения анализа зададим эту функцию в 

Рис. 3.22. Пример асимметричного виде гармонического колебания соѕ @Ё для 

спектра при смешанной амплитудной Угловой модуляции и в виде соѕ © или 
и угловой модуляциях ѕіп @Ё! для амплитудной. 
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6-29 05-9 әр Өу+9Ә 6+29 о 6-29 өд-9 6 бол+ 9+20 о 
а) 0) 


Рис. 3.23. Спектр колебания при одновременной модуляции амплитуды и частоты гар- 
монической функцией 


1. Обе функции, как А (2), так и Ө (2), четные относительно #: 
А (2 = А, (1 - М соѕ 020), 0 (0) = тсоѕ 0, М 1; т «1. 
Выражение (3.52) принимает вид 

а (В = А, (1 - М соѕ ФР соѕ [0,1 -- т соѕ 94. 


Полагая, как и в $ 3.3, справедливыми приближенные равенства соѕ (т соѕ ©?) = 
22 1, зт (т соѕ 9 = т соѕ ©, приводим это выражение к виду, аналогичному (3.32): 


| М М 
а (0) = А, Е соѕ 01) соѕ 00 ЕСЕ 4+ соѕ ЧЕ 5 с0$ 292) 517 Фо (| 


М м Е. 
== 4% [< Фо т5- [008 (00-9) #-- соѕ (оо — 9) "|5. 5іп о #-- —` ѕіп (0% + 


тм 
4 


Суммируя квадратурные составляющие соѕ 0% и (т М/2) ѕіп ®°Ё, получаем для 
амплитуды результирующего колебания на частоте ©, следующее выражение: 
у! -- (т М/2)? при А, = 1, Аналогичным образом находим амплитуду 
0,5 ИМ? - м? для колебаний с частотами о, + © и тМ/4 для частот @о + 20. 
Спектр колебания а (/), представленный на рис. 3.23, а, симметричен. 

. Функция Ө (#) — четная, а А (2) содержит четную и нечетную составляющие: 


А (6 = А, (1+ М зіп 94, 0 (0) = тсоѕ 9, МФ 1; т«!. 


Выкладки, аналогичные предыдущим, приводят к следующим результатам: ам- 
плитуда равна | на частоте 5; 1/2 (М — т) на частоте ®, — ©; 1/2 (М + т) на ча- 
стоте 00 — ©; тМ/4 на частотах оо + 29. Спектр колебания для рассматриваемого 
случая представлен на рис. 3.23, б. Симметрия спектра нарушается в данном примере 
из-за неодинаковых амплитуд колебаний верхней и нижней боковых частот. 
Асимметрия спектра при амплитудно-угловой модуляции может рассматриваться 
как показатель неправильной работы устройства, осуществляющего АМ; перекос спек- 
тра указывает на то, что полезная АМ сопровождается паразитной угловой модуляцией. 


- 
+9) Е — ѕіп (®, — 9) 1 — [5іп (оо 29) 2-- ѕіп (оо — 209) 1). 


3.9. ОГИБАЮШАЯ, ФАЗА И ЧАСТОТА 
УЗКОПОЛОСНОГО СИГНАЛА 


Современное состояние радиотехники характеризуется непрерывным 
соверщенствованием способов передачи информации. Изыскиваются новые 
виды сигналов и новые способы их обработки. 

Рассмотренные в предыдущих параграфах модулированные колебания 
являются лишь простейшими видами радиосигналов. Часто приходится 
иметь дело с радиосигналами, получаемыми в результате одновременной мо- 
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дуляции амплитуды и частоты (или фазы) колебания по очень сложному за- 
кону. 

В любом случае предполагается, что заданный сигнал а (#) представляет 
собой узкополосный процесс. Это означает, что все спектральные составляю- 
щие сигнала группируются в относительно узкой по сравнению с некоторой 
центральной частотой о, полосе. 

При представлении подобных сигналов в форме 


а (0) = А (1) созф (0) (3.57) 


возникает неоднозначность в выборе функций А (1) иф (1), так как при лю- 
бой функции р (1) всегда можно удовлетворить уравнению (3.57) надлежа- 
щим выбором функции А (8. 

Так, простейшее (гармоническое) колебание 


а (1 = А, соѕ оц (3.58) 
можно представить в форме 
а (0) = А (0) соѕ оѓ, (3.58') 


где о = в, + Ао. 

В выражении (3.58') огибающая А ({) вотличие от А, является функцией 
времени, которую можно определить из условия сохранения заданной функ- 
ции а (0 


А с0$ 0 = А (2) соѕ (о, + До) Ь 


откуда 
А(0 = Ао со 0 Ё о _ Ау со$ 00 _ 
— соз (оо -- До) Е соѕ Дої соѕ оѓ — т Доѓ ѕіп о Е 


= А (3.59) 


соѕ Ад! — зіп Ло. іе о ЕЁ ° 


Из этого примера видно, что при нерациональном выборе 1 (ї) (оѓ вме- 
сто Фо очень усложнилось выражение для А (1), причем эта новая функ- 
ция А (1) по существу не является «огибающей» в общепринятом смысле, 
так как она может пересекать кривую а (#) (вместо касания в точках, где 
а (В имеет максимальное значение). Оперирование подобной «огибающей» 
не имеет смысла, а в некоторых случаях и недопустимо, так как может при- 
вести к ошибочным практическим выводам (например, при рассмотрении ра- 
боты амплитудного детектора). 

Неопределенности можно избежать при представлении А (1 иф (В с 
помощью следующих соотношений: 


А( =Уа (+ а? (0, о (№) ==агсіс (а, (га (0), (3.60), (3,61) 


где а! (і) — новая функция, связанная с исходной соотношениями 


оо 


(= — > | 9. а, а (9 =— | а (7) ат, (3.62), (3 63) 


х 
о Ы 
Эти соотношения называются преобразованиями Гиль: 
берта, а функция а; (1) — функцией, сопряженной (по Гильберту) ис- 
ходной функции а (0). 
Для выяснения смысла выражений (3.60), (3.61), а также требования, 
чтобы а; (1) являлась функцией, сопряженной по Гильберту исходной функ: 
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ции а (1), рассмотрим сначала некоторые свойства А (2), вытекающие непо- 
средственно из выражения (3.60) и справедливые при любой функции а; (9). 
Прежде всего мы видим, что в точках, где функция а, () равна нулю, 
имеет место равенство А (№) = а (1. 
Дифференцируя (3.60), получаем 


аА аа аа 
д ЗА а -4° 94 
Ру а 7 


Отсюда видно, что при а; = 0, когда А (1) = а (2), имеет место дополни- 
тельное равенство 

А да 

аі аі“ 

Следовательно, в точках, в которых а, (1) = 0, кривые А (1 и о (№) 
имеют общие касательные. 

Этих условий, однако, еще недостаточно для того, чтобы можно было 
рассматривать А (#) как «простейшую» огибающую быстро осциллирующей 
функции а (й). Необходимо потребовать, чтобы кривая А (1) касалась кривой 
а (#) в точках, в которых последняя имеет амплитудное или достаточно близ- 
кое к нему значение. Иными словами, в точках, где а, (1) обращается в нуль, 
функция а ({) должна принимать значения, близкие к амплитудным. Это ус: 
ловие как раз и обеспечивается, если функция а; (Г) является сопряженной 
по Гильберту функции а (!). Это свойство преобразований Гильберта на- 
гляднее всего иллюстрируется на примере гармонического сигнала. 

Пусть а (0) = соѕ Фо, —-оо < і < со. Найдем сопряженную функцию 
а (Ё}. Применяя общее выражение (3.62). и переходя к новой переменной 
Х = т — і, находим | 


СоЅ _С05 Фох х 


а (= —-—— | т бт — с0$ 00 Ї {=== ах- 
л т—і л 


— оо 


1 рх 4х 


оо 
1. 
-- — по | 
л х 
— оо 
Известно, что 


оо 


| ао 


х 
— 00 


(в смысле главного значения) и 


ос 


ѕіп х 
| ах=л. 


х 


— оо 


Следовательно, функции а (1) = соѕ ®,Ё соответствует сопряженная 
функция а: (Ё) = ѕіп оѓ, которая проходит через нуль в моменты, когда 
исходная функция проходит через максимум. Аналогичным образом нетруд- 
но убедиться, что функции а (1) = ѕіп оѓ, —оо < [< оо, соответствует 
сопряженная функция а; (Ё) = —соѕ 0,1. 

Подставляя а (Ё) = соѕ ви а; (й = зщ оу в выражение (3.60), полу- 
чаем для огибающей гармонического колебания общепринятое выражение 
А (0) = у соѕ? воЁ - $12 оу = 1. 

Аналогичный результат получается и для а (№) = ѕіп оѓ, а (= 
== — С05 65. 
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Как видим, выражение (3.60) определяет огибающую в виде линии, ка- 
сательной к исходной функции в точках ее максимума и в случае гармониче- 
ского колебания соединяющей два соседних максимума кратчайшим путем. 
Таким образом, выражение (3.60) определяет «простейшую» огибающую. 
Это свойство выражения (3.60) сохраняется и для сложного сигнала, если 
выполняется условие медленности изменения огибающей, т. е. если речь 
идет об узкополосном сигнале [см. (3.2), (3.3)]. 

Если исходный сигнал представляет собой сумму спектральных состав- 
ЛЯЮЩИХ 


а (9) = У, (а, соѕ ол Ё 6, зто, Ё), (3.64) 


то сопряженная функция 
а (0) = Ў (а, зто, Ё — 6, соѕ о, 0). (3.65) 


п 


Ряд (3.65) называется рядом, сопряженным ряду (3.64). 
Если сигнал а (ё) представлен не рядом (3.64), а интегралом Фурье 


а (2) =— | [а (о) соѕ оѓ -- 5 (о) зтой до, (3.66) 
0 


то функция а, ({) может быть представлена в виде интеграла 
а, (0) = 2 | [а (о) 5іп оѓ —6 (о) соз ой до, (3.67) 
л 


сопряженного интегралу (3.66). 

Нетрудно установить связь между спектрами функций а (й) и а (2). 
Так как при преобразовании гармонического колебания по Гильберту его 
амплитуда остается неизменной, то очевидно, что по модулю спектральная 
плотность $; (о) сопряженной функции а; (#) не может отличаться от спек- 
тральной плотности $ (о) исходной функции а (№). Фазовая же характеристи- 
ка спектра $1 (0) отличается от ФЧХ спектра $ (о). Из сопоставления вы- 
ражений (3.66) и (3.67) непосредственно вытекает, что спектральные состав- 
ляющие функции а: (1) отстают по фазе на 90° от соответствующих состав- 
ляющих функции а (№). Следовательно, при ® > 0 спектральные плотности 
8, (о) и $ (о) связаны соотношением 


$: (о) = — 18 (о), о 2 0. (3.68) 
В области отрицательных частот соответственно получается 
$, (о) = 15 (о), о < 0. (3.69) 


Вследствие изменения ФЧХ сопряженная функция а; (#) по своей форме 
может сильно отличаться от исходной функции а (№). 

После того как найдена сопряженная функция а (1), можно с помощью 
выражений (3.60), (3.61) найти огибающую А (В, полную фазу № (1) и мгно- 
венную частоту узкополосного сигнала 


о (д = № 4 [агсів 20 _ аа: ба (0а (0 (3.70) 
аї 41 а (2) а? (0) а? (#) | 


Выделив в найденной таким образом частоте о ({) постоянную часть 
оо, можно написать выражение 


р (0) = 0 + Ө (0 - 0, (3.71) 
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в котором Ө (#) не ‘содержит слагаемого, линейно зависящего от времени. 
Тем самым устраняется произвол в выборе «средней частоты» сигнала во 
и соответственно функции Ө (2). 

В заключение следует отметить, что в некоторых случаях выражения 
(3.60)—(3.69) используют также и для широкополосных сигналов, когда по- 
нятие «огибающая амплитуд» теряет свой обычный смысл. При этом отказы- 
ваются от требования, чтобы огибающая А (#) касалась кривой а (і) вбли- 
зи точек, в которых а (#) имеет амплитудное значение. 

Поясним применение преобразования Гильберта для определения огибающей, 


фазы и мгновенной частоты сигнала на следующем примере. 
Пусть задан сигнал в виде суммы двух гармонических колебаний с близкими ча- 


стотами! @у и © 


а(0) = А, соѕ ®.Ё - А, соѕ 51 (3.72) 
и требуется а (/) представить в форме 

а (0) = А (0) соѕ [о -- Ө (0) + 84]. (3.73) 

Расстройка |Ло| = |6. — Ф@| полагается настолько малой по сравнению с 


(0, — @1)/2, что колебание а (1 можно считать узкополосным. 

Что следует в данном случае подразумевать под А (№, ви Ө (1? Непосредственно 
из выражения (3.72) трудно выявить структуру огибающей и фазы результирующего 
колебания а (#1. Используем поэтому выражения (3.60), (3.61). Сопряженная функция 


а: (0) = А; ѕіп ө + А, чт 0. 
Применяя формулу (3.60), находим огибающую сигнала а (1) 
А (1) = (А, соз о [+ Аз соѕ в, 0 (А зто, ГРА зіп өз 0)? = 
—=А, ИТ-ЕЕ-Е2Е соѕ Ло, (3.74) 


где Ё = А/ Ау; Ао = ®, — в, причем для определенности считается, что ё < 1 


и До > 0. 
Полную фазу суммарного колебания находим по формуле (3.61): 


Га іп АЗ] і 
ф (г) = агсів а (0 = агсір ЕТ ас 1-55 оз (3.75) 
а (1) соѕ 0,1-4 ё срѕ 05 Е 


Применяя далее формулу (3.70), после несложных алгебраических и тригономе- 
трических преобразований приходим к следующему выражению для мгновенной ча- 
стоты: 


Е-- соѕ Лог 
0) == 01 Ао =. , 3.76 
о (1) == 0; Ао 15296 соз ЛО оу -- Доц (2) ( ) 
6 --соѕ Ло/ 
п (0) = а (3.77) 


14-Е 4- 22 соѕ Дог ° 


Так как постоянная составляющая функции 1 (2) равна нулю, то входящие в вы- 
ражение (3.71) средняя частота &®, и функция Ө (2) будут 


і 
Шо= 01, 0 (0) = Ло | (х) 4х. (3.78), (3.79) 
0 


Итак, на основании (3.74), (3.76) и (3.78), (3.79) выражение (3.73) приводится к 
виду 
о і . 
а (0) = А ИТТЕ 026 соѕ Ло соѕ С {чо ах |, (3.80) 
0 


где ү (і) определяется выражением (3.77). 

При этом исключаются произвол и неопределенность в выборе огибающей и фазы 
суммарного колебания. 

Графики функции 1 (1), характеризующие изменение частоты, приведены на 
рис. 3.24 для некоторых значений А. 


1 Для сокращения выкладок положим начальные фазы Ө, = Ө, = 0. 
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| 2/(Е,-т,) 


Рис. 3.25. Сумма двух гармонических 
колебаний с близкими частотами | 
н Лз при одинаковых амплитудах 
(6 = 1 


Рис. 3.24. Мгновенная частота колеба - 
ния, являющегося суммой двух гар- 
монических колебаний 


При < 1, т. е. при наложении слабого колебания А, соѕ @,ѓна сильное А, соѕ 0, 
выражения (3.74) — (3.77) значительно упрощаются: 


А (1 2 А (14-5 соѕ Лой), оо-= 0}, о (0) =о, |-ЕЛо соѕ До, ф (0) = в, Ё-- 


А ѕіп Дох. (3.81) 
В этом случае огибающая, частота и фаза суммарного колебания изменяются по 
гармоническому закону с частотой [Ло = [0 — Ф| относительно своих средних зна- 


чений соответственно Ду, @ и Ф; Ё. 
При А = 1 функция 1 (/) в соответствии с (3.77) принимает постоянное значение 


14-соѕ А 1 
п (й 22805401 _ — (3.82) 
2 (1-- соз Дог) 2 
на всей оси времени, кроме точек АюЁ = -(л, Зл, ...), где 1 (#) == оо. Эти выбросы со- 
ответствуют производным скачкообразно изменяющейся фазы при переходах огибаю- 
щей биения через нуль. 
Таким образом, в интервалах между указанными моментами частота суммарного 
колебания Ф; | До/? = (о, + ®2)/2. 
Қ этому результату можно прийти непосредственно из выражения (3.72), которое 
при А, = А, подстановкой @, = оо + Аб, @у == Фу — Ав, легко приводится к виду 


02 — © 052 | @ 
а (1) =-2А, з соѕ Лоу #с0$ доѓ 2А, 2 СО - | со! 
График колебания а (1) при А = 1 представлен на рис. 3.25. 
Период функции соѕ До, = соѕ 2л 2—1 { равен 2/(7, — /). причем в точках 


перехода через нуль эта функция, как отмечалось выше, меняет свой знак. Если не 

учитывать перемену знака, т. е. определять огибающую амплитуд функцией 
(©. — @) А 3,9 

| соѕ ———у—— (|, то период биений будет вдвое короче, как показано на рис. 3.25. 


Поэтому частота биений равна ў, — ў}. 
Формулы (3.74) —(3.82) имеют большое прикладное значение, так как в физике 
и технике часто приходится иметь дело с биениями двух гармонических колебаний. 


3.10. АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 


В электротехнике при анализе воздействия гармонического колебания 
(напряжение, ток) на линейную цепь его принято представлять в форме 


а (0) == А, соѕ (оу? 4- 9,) = Ао Ве [е' +8] -. Ке[А, е‘ 2] (3.83) 
или | 

а (2) = Ао ѕіп (9, Ё- Ө) == Аз т [е (% 116%] —. рп [Ау ег 4, (3.84) 
где А, = Ае‘. — комплексная амплитуда. 
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Часто символ Ќе или Іт опускают и пишут просто 
а (0) = Ае! (9% 90 = Ае |, 


подразумевая действительную или мнимую часть этого выражения. 
Такое представление позволяет использовать преимущества методов те- 
ории функций комплексной переменной с последующим возвратом в конце 
анализа к тригонометрической форме путем отбрасывания мнимой части. 
В современной радиотехнике представление колебаний в комплексной 
форме распространено на негармонические колебания. 
Если задан физический сигнал в виде действительной функции а (8, 
то соответствующий ему комплексный сигнал представляется в форме 


2а (0) = а (№) + іа, (1, (3.85) 


где а, (1) — функция, сопряженная по Гильберту сигналу а (0). 
Заметим, что и в выражении (3.84) мнимая часть комплексной функции 
является функцией, сопряженной по Гильберту действительной части. 
Главная особенность определенного таким образом комплексного сиг- 
нала заключается в том, что его спектральная плотность 


2. (6) = 5, (©) - а, (0) (3.86) 


содержит только положительные частоты. Действительно, согласно (3.68), 
(3.69) при о> 0 За (о) = —3. (о), а при о< 0 $ (о) = №. (о). 
Следовательно, 


[25. (о) при о > 0, 


3.87 
|0 при ө < 0. (3.87) 


2, (0) = 


Так, если узкополосному сигналу а ({) соответствует спектральная плот- 
ность $, (о), модуль которой изображен на рис. 3.26 штриховой линией, то 
сигналу 2. (1 = а (1) - ѓа; (1) соответствует спектральная плотность 2, (в), 
модуль которой изображен на том же рисунке сплошной линией. 

Интеграл Фурье для сигнала г, (#) принимает следующий вид: 


о 


= | 2, (о) ео бо = > | 2$, (о) ѓо? до, (3.88) 
0 


21, 


где $, (©) — спектральная плотность исходного (физического) сигнала а (0. 
Комплексный сигнал, определяемый выражениями (3.85) и (3.86), на- 
зывается аналитическим сигналом!. 


! Смысл термина «аналитический сигнал» заключается в том, что при переходе к 
переменной / == х -- іу функция 20 (1) = 2, (х 4- ѓу), определяемая в соответствии с 
со 


] з —_ , 
(3.88) интегралом эт \ 2$. (о) е Зе ды, является аналитической функцией для 
л 


0 
каждого у >> 0. Для доказательства определим энергию сигнала 2, (х ++ іу) с помощью 
равенства Парсеваля 


со 


| [254 (о) е 790] о < 29.. 


0 


Э, = —— 
2 9д 

Как видим, множитель е `^2® обеспечивает сходимость интеграла при любом 
у > 0. поскольку ® >>. 0. В случае же действительного сигнала а (/) переход к 
а (х + й) приводит к бесконечному возрастанию множителя е— 297 в области 


о < 0. Иными словами, аналитичность сигнала обусловлена тем, что в области ® < 0 
спектральная плотность функции 24 (і) равна нулю. 
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Пусть задан физический сигнал 
а (1) = А (0) соѕ [0 + 0 (01 = А (0 соѕҹ (2) 


и требуется определить соответствующий ему аналитический сигнал 2. (1). 
Исходя из общего выражения (3.62) для сопряженной функции а, (1) можно 
написать 


со 


і А (т т 
2, (6) = А (0) соѕ р (0) —-— | 4 (0) 03$ (7) ду, 
л т— 

Точное определение а, (#) при сложной функции А (т) соѕ № (т) явля- 
ется трудной задачей, которую можно обойти, если исходный сигнал а (1, 
является достаточно узкополосным процессом. Можно показать, что в этом 
случае | 


а, (0) = А (0 ѕіп (0) = А (0) ѕіп [ЕЁ - Ө (2 + 0,1. 


Таким образом, аналитический сигнал можно записать в следующем 
виде: 


2. (= А() е 0 = А (0) е 190 00-01 = А (ео 1, (3.89) 
где 
А (0) = А (ре 6 0 +94 (3.90) 


представляет собой комплексную огибающую узкополосного сигнала. 

Соотношения между А (2), а (0) и а (2) иллюстрируются векторной 
диаграммой на рис. 3.27. Модуль комплексной огибающей, равный А (#) 
[поскольку |е/1900 +011 = | при любом законе изменения Ө (1], 
содержит информацию только об амплитудной модуляции колебания, а фа- 
зовый множитель е/Ө (1) — только об угловой модуляции. В целом же про- 
изведение А (2) е (0) содержит полную информацию о сигнале а (і) (за ис- 
ключением несущей частоты ®,., которая предполагается известной). 

Это свойство комплексной огибающей, позволяющее при анализе уз- 
кополосных сигналов исключить из рассмотрения частоту о,, придает важ- 
ное значение понятию «аналитический сигнал». 

Рассмотрим основные свойства аналитического сигнала и комплексной 
огибающей. 

1. Произведение аналитического сигнала 2. (И на сопряженный ему 
сигнал 2а (1) равно квадрату огибающей исходного (физического) сигнала 
а (1. 

Действительно, 

га (1) 21 (9) = [а (0) 4-а (0110 0) — вн (01 = а (0) а? (0) = АВ. = (3.91) 

Таким образом, модуль анали- 
тического сигнала г, (1) равен про- 
сто огибающей сигнала А (2). 

2. Спектральная плотность ко- 
мплексной огибающей А(і) совпадает 
со смещенной на в, влево спектраль- 
ной плотностью аналитического сиг- 
нала 2, (2). 

Основываясь на общей формуле 
(2.48), можно написать 


бо 
Рис. 3.26. Соотношение между спектра- ' = ры 
ми физического и аналитического сигна- 1, (0) = | га (де 4. 
ЛОВ — оо 


100 


2а (62) =2 95200) 


д 


| 
Рис. 3.27. Соотношение между амплитудой | 
аналитического сигнала и функциями а(№#), | 
а (2) | 

| 


Рис. 3.28. Соотношение между спектрами 
комплексной огибающей и аналитического 7 
сигнала 


Подставляя в это выражение 2, (й) = А(#) е‘, получаем 


2 (о) = | А (де (9—9) 1 4 = 84 (® — 0), ®> 0. (3.92) 


— со 


Это соотношение является обобщением формулы (2.58) на случай ком- 
плексной функции времени А(?), умножаемой на е! %! (вместо соѕ 0 
в $ 2.7, п. 3). Выражение (3.9), выведенное для вещественной огибающей 
А (2) (при чисто амплитудной модуляции), является частным случаем обще- 
го выражения (3.92). 

Введя обозначение о — ®, = ©, перепишем (3.92) в несколько иной 


форме 
7. (00 + 9) = 84 (9) = 28, (оь -- 9) (3.93) 


см. (3.87). 

Соотношение между спектрами $4 (©) и 2, (оо + ©) иллюстрирует 
рис. 3.28. Особо следует отметить, что спектр $4 (©) комплексной огибающей 
А (2) не обязательно симметричен относительно нулевой частоты (см. рис. 
3.28). Если спектр $. (о) физического колебания а (#) несимметричен отно- 
сительно ® = ®., как это может иметь место, например, при амплитудно- 
угловой модуляции (см. $ 3.8), то и функция 2. (0) = 28, (о), о > 0, не- 
симметрична: после сдвига 7. (о) на величину ®о влево спектр комплексной 
огибающей $4 (0) будет несимметричен относительно частоты © = 0. В 
любом случае функция $4 (©) отлична от нуля в области частот © < 0. 
Следовательно, комплексная функция А(№) не является аналитическим сиг- 
налом. Это объясняется тем, что действительная и мнимая части А(1) не 
являются функциями, сопряженными по Гильберту. 

3. Корреляционная функция аналитического сигнала, определяемая об- 
щим выражением 


В, (т) = 0 2.0025 (Е т) аі, (3.94) 


— со 


является комплексной функцией. 
Действительно, выразив В, (т) через модуль спектральной плотности 
сигнала `$, (©) с помощью выражения вида (2.136), получим 
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В, (т) = |2 (о) ет до = 1—— |5 @ (©) еѓот до = 
0 
| 


=4— = | (о) соѕ отао -|- 4 =| 952 (о) ѕіп «тах. (3.95) 


Действительная часть этого выражения есть не что иное, как удвоенная 
корреляционная функция исходного физического колебания а (0), т. е. 
2В, (т), а мнимая часть учитывает взаимную корреляцию колебаний а (2) 
и а (2). 

Для раскрытия смысла мнимой части выражения (3.95) вернемся к об- 
щему определению корреляционной функции (3.94) и запишем ее в форме 

В, (т) = }.' [а (1) +. ѓа, (Иа (Е) — ѓа, (+ т) 4 = 


— 00 


== | а (ба(Е-+ т) 41-4 } Гоа] | а (090-1) Ь— 


— оо — оо 


— | а(0а( +1) а) == В, (т) +В. (т) 3 [Ве (0) Ва, (0. (3.95') 

В $2.19 было установлено, что корреляционная функция действитель- 
ного сигнала зависит только от модуля спектральной плотности. Так как 
модули спектров функций а (1) и а (1) одинаковы (см. $ 3.9), то первые два 
интеграла в (3.95') равны и в сумме дают 2В, (т). Следовательно, мнимые 
части в выражениях (3.95), (3.95°) совпадают и можно написать следующее 


равенство: 


оо 


Вала (т) — В,а, (т) == 4 - | 52 (–) ѕіп «та. 


0 


Но в соответствии с (2.137) В.а, (т) = В,,. (—т), так что левую часть мож- 
но записать в форме Ва, „ (т) — В,, г (—т). Далее, правая часть, содержащая 
под интегралом множитель ѕіп от, является нечетной функцией т, откуда 
следует, что и разность В,,„(т) — В, ., (т) является нечетной функцией. Это 
возможно только при нечетности функции В,,„ (т). Таким образом, приходим 
к равенству В,,,„ (т) — В,а1(т) == 2В,,„ (т) и соответственно к соотношению 


Виа (= | 2 (©) ѕіп ютат. 
2л , 
0 
Формулу (3.95’) теперь можно представить в виде 
В, (т) =2В, (т) -- 2В,,„ (т). (3.96) 
Итак, Ве [В, (т)| = 2В, (т), откуда вытекает полезное соотношение между 


корреляционной функцией В, (т) исходного действительного сигнала и кор- 
реляционной функцией В, (т) аналитического сигнала 


В, (т) = -- Ке!В, (1). (3.97) 


4. Корреляционные функции аналитического сигнала и комплексной 
огибающей этого сигнала связаны между собой соотношением 


В, (т) --е— ‘9 ВА (т). (3.98) 
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Действительно, подставив в (3.94) аё) а@) 
2. (0) = А(2) ео! и г; ()-=А* (0) х 
х ей получим важное соот- 
ношение 


а,@) 


В, (т) = е ‘т \ А (2) А* (Ё-|- Рис. 3.29. Формирование аналитического 
КД сигнала, соответствующего заданному ве- 
+ т) і, (3.99) щественному сигналу а(1) 


в котором интеграл есть корреляционная функция комплексной огибающей 
А(?). Поэтому выражение (3.97) можно записать в форме 


В, (х) = -- Ве [ео Вл (т)| = Ве [~ | А (2) А“ (1+ 9а) (3.97') 
В частности, при т == 0 получаем 
В, (0) = ( Аз (8) = В, (0). (3.100) 


Из этого выражения видно, что, поскольку В, (0) = Э, энергия ана- 
литического сигнала равна удвоенной энергии исходного действительного 
сигнала. 

Следует указать, что применение понятия энергии 1 к комплексной функ- 
ции имеет не только формальный смысл. В гл. 13 будет показано, Что в неко- 
торых устройствах обработки сигналов приходится иметь дело с совокуп- 
ностью двух функций времени, сопряженных по Гильберту, т. е. с аналити- 
ческим сигналом как с физическим процессом. 

Формирование аналитического сигнала можно пояснить на простой мо- 
дели, показанной на рис. 3.29. Исходный сигнал а (1) = А (0) соѕ [0, + 
- 0 (21 подается на выход непосредственно по прямому каналу и через 
фазосдвигающее устройство, обеспечивающее сдвиг на —90° для всех спек- 
тральных составляющих узкополосного сигнала а (1). В результате такого 
сдвига получается колебание А (2) соѕ [ю. - Ө (В — 907] = А (0) зп [0,0 + 
-- 0 (2)] = а, (0, сопряженное по Гильберту функции а 0. Следователь- 
но, совокупность а (#) и а, (1), действующую на выходе, можно трактовать 
как аналитический сигнал 


2 (1) = А (№ е!9 (6) ей! == А ([) ее, 


В последующих главах будут даны примеры применения понятия «ана- 
литический сигнал» как для упрощения анализа прохождения через радио- 
цепи сигналов действительных, так идля описания совокупности двух квад- 
ратурных сигналов. 


З.П. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ 
МОДУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ 


При нахождении корреляционной функции модулированного колебания 
а (0) = А (1 соѕ № (1 будем исходить из условия абсолютной интегрируе- 
мости функции а (№) (сигнал с конечной энергией), что позволяет применять 
определение (см. $ 2.18) 


Ва (т) = | а(/а(1 бт) аг. (3.101) 


— 00 
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Рис. 3.30. Импульс с высокочастотным Рис. 3.31. К построению корреляционной 
заполнением (а) и корреляционная функции ЛЧМ импульса 
функция (6) 


Вычисление интеграла для сложных сигналов требует громоздких вы- 
кладок. Задача существенно упрощается при переходе от колебания а (1) 
к аналитическому сигналу 2. (0) = А(?) еѓ®% 1. Основываясь на соотноше- 
ниях, выведенных в предыдущем параграфе, рассмотрим сначала чисто ам- 
плитудную модуляцию, когда а (#) = А (1) соѕ оі, 0 (0) = Ои, следователь- 
но, А) = А* (1 = А (2). 

Тогда формула (3.97’) принимает вид 


В, (т) = > Ве Вы | А() А (+7) а) — 


соѕ Фот | АА т) й. (3.102) 


Обозначив, как и в выражении (3.97'), интегральный множитель через 
ВА (т), окончательно получим 


В, (т) = ВА (т) (1/5 соѕ в, т). (3.103) 


Второй множитель (1, соѕ ®от) есть корреляционная функция гармо- 
нического колебания с частотой в, и единичной амплитудой. . 

Итак, корреляционная функция амплитудно-модулированного радио- 
сигнала равна произведению корреляционных функций огибающей и высоко- 
частотного заполнения. 

В качестве примера на рис. 3.30, а показан радиоимпульс с прямоуголь- 
ной огибающей, а на рис. 3.30, 6 — соответствующая этому импульсу кор- 
реляционная функция. Следует отметить, что эта функция не зависит от 
начальной фазы заполнения радиоимпульса, а ее огибающая совпадает с 
корреляционной функцией прямоугольного видеоимпульса (см. $ 2.18, 
рис. 2.36, г). 

Для иллюстрации применения общего выражения (3.99) к амплитудно- 
частотной модуляции найдем корреляционную функцию импульса, изобра- 
женного на рис. 3.19, а. 

При обозначениях формулы (3.37) и рис. 3.19 аналитический сигнал 
запишется в виде 


2а (В = Ае /2 ей, Т./2 << Т,/2. (3.104) 
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ВТА = 20.07, = 2лт 


Множитель Аб 


Применяя формулы (3.94) и (3.97) 


получаем 
т6/2—7 


ей%+В/*/21 е 19 ( 4-7) 802-272) 41 
—Те/2 


(3.105) 
Пределы интегрирования взяты с учетом условия одновременного существо- 
вания функций а (1 и а (1+ т) (рис. 3.31) 

С помощью несложных преобразований выражение (3.105) приводится 
к виду 


..:. (ВТ Вт? 
Азот 5 т— 5 озат 


Тс 
В, (к) = 7 при |е < >, 
0 


(3.106) 
при |т|>7,/2. 
Используя введенный в $ 3.7 параметр т [см. (3.38)] и учитывая, что 

с ы И 


приводим выражение (3.106) к более общему виду 


. т т 
В 1 АТ ат Те Тс ] И 
а (0) = 0 РТН СОЅ 00 Т. (3.106') 
Тс 


Т, = В, (0) = 


Э равен полной энергии рассматривае- 
мого радиоимпульса (как и при импульсе с постоянной частотой заполнения 
см. рис. 3.30, 6). 


Рис. 3.32. Корреляционная 
функция ЛЧМ импульса 


Ва @)/9 


Ъ—.- 
—_——=——>= 
=== 


| 
| 


М м М | 
хф | М 1 т/с 
у № 
| 
| | 


| 
| 
ыы 
| 
И 
\ 


—— 


.— 
——— 
— 
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Таким образом, 


Е (1 т )| 
Ва (0) Ва 116 То с0$ @0Т. (3.107) 


График этой функции построен на рис. 3.32 для параметра т = 100 
в предположении, что @,7, очень велико (масштаб выбран произвольно). 
Огибающая корреляционной функции образует весьма острый пик (при 
т У 1), а частота заполнения постоянна и равна центральной частоте ®о 
исходного радиоимпульса. 

Рассмотренный здесь сигнал с большой базой т и его корреляционная 
функция представляют большой практический интерес для современной ра- 
диотехники. 


3.12. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ УЗКОПОЛОСНОГО 
СИГНАЛА 


Пусть задан сигнал 
а (д = А (1 созф (0) = А (2) соѕ [о + 0 (11, (3.108) 


спектр которого заключен в узкой полосе частот от @; до юз так, что модуль 
спектральной плотности $. (®) имеет вид, представленный на рис. 3.33, а, 
причем в пределах полосы До, спектр не обязательно симметричен относи- 
тельно центральной частоты ®, = (®, + ®2)/2. Под узкополосностью сиг- 
нала подразумевается условие Аю/ в, = А < 1, где АК = А®/2л = 
= |, — |} — полоса частот, Гц. 

Предполагается, что функция А ({) является простейшей огибающей, 
т. е. что А (0) иф (0 отвечают соотношениям (3.60) и (3.61). 

Если при дискретизации подобного сигнала исходить из ряда (2.114), 
то интервал между выборками должен быть не больше чем 1/94», где ў. — 
наивысшая частота в спектре сигнала. Нецелесообразность такого подхода 


5) 2 2. 


Рис. 3.33. Спектр узкополосного радиосигнала (а) и комплексной огибающей этого 
сигнала (6) 
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очевидна, так как информация о сигнале заложена не в частоту {, (или 
Н), а в огибающую А (#) или в фазу Ө (№), которые изменяются во времени 
медленно с относительно низкими частотами модуляции. Желательно поэто- 
му так преобразовать выражение (2.114), чтобы интервалы между выборка- 
ми определялись фактической шириной спектра, т. е. величиной АК, а не 
верхней частотой {». 

Для этого перейдем к аналитическому сигналу, соответствующему за- 
данной функции а (0): 


20 (1) = А (0) е? = А (0) е8 0) её = А (1) ее, (3.109) 


где комплексная огибающая А({) = А (№) е (? представляет собой низко- 
частотную функцию, спектр которой $4 (©) примыкает к нулевой частоте 
(рис. 3.33, 6). Разложим комплексную функцию А(В = А (№ е! 6%) по ор- 
тогональной системе 


АО = УХ с (0, (3.110) 
где базисная функция Ф, (8) определяется выражением (2.115). 
Подставив этот ряд в (3.109), получим 


ое 5 ово еен, (8.11) 
после чего исходное колебание а (#) определим как действительную часть 
функции 2, (2): 


а (ё) = Ве | У Ст 9 (0 енг, (3.112) 


п= — оо 


Как видим, задача дискретизации высокочастотного колебания све- 
лась к задаче дискретизации комплексной огибающей А (й). При определе- 
нии наибольшего допустимого интервала между выборками в разложении 
(3.110) необходимо исходить из наивысшей частоты в спектре функции А(2). 
Из определения о, как средней частоты в полосе Л о, очевидно, что эта ча- 
стота, отсчитываемая от © = 0, равна До,/2 или в герцах АК/2. Следова- 
тельно, интервал между выборками не должен превышать 


А? = 1/(2АЁ /2) = ПАК, (3.113) 

а функция ф»„ (И должна иметь вид 
_ _Зіп (Аоо/2) (1—пА) _ эт ЛА (1—пАВ 114 
Ф (В = (Доо /2) (2 —- Д2) лАр (2 пАд (8. | 


От аналогичной функции, использованной в $ 2.15, Ф (1) отличается 
только заменой ®и„ на До,/2. Следовательно, спектральная плотность 
Ф(0) функции Фо (#) равна 27/Л о, = АК в полосе частот 10| < Ло,/2 
(рис. 3.32), а спектральная плотность функции Ф, (1) 


{ 


® е-іпАіа при [© | < = 
Ф, (©) =} 49/2 , (3.115) 
0 при |@| > =>“ 


Квадрат нормы функции Фф, (1) по аналогии с выражением, приведенным 
на стр. 60, 


Пф. = 7/0,5Доџ = МАЙ. (3.116) 
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Далее по формуле (2.9) с учетом (3.116) 


т 1 А (0, (0 = Ађ, | А (Оф (04 (3.117) 
Используя формулу (2.63), в которой заменяем ® на ©!, получаем 
Аб, /2 
„= А | Зл (2) Ф, (9) 20 = 
л 
— Аоу/2 
Ао, /2 
= А | ба (©) те етАи До) —= А (ПАВ = А (пі) ейп, (3.118) 
л 
—А®,/2 


В выражении (3.118) $4 — спектр комплексной огибающей А(й, а 
А (пЛ/) — ее значение в отсчетной точке # = пАЁ. 

Итак, коэффициенты ряда (3.110) являются выборками функции А(д), 
взятыми через интервалы Аі = МАК. 

Подставляя (3.118) в (3.111), получаем 


2а, (1) == У А (пАг) Ффһ (2) е: %ѓ + 8 (141) ] 


п —- 00 


и по формуле (3.112) определяем 


а (ё) = У А (пА?) Фф, (0) соѕ [0,2 + 0 (пЛ0)] = 


п== — 


= \ дала 512.749 (РА) ого РӨ (пд). (3.119) 
ламі ЛАЙ (Е—пАЙ) 
П. = — оо 

При заданной длительности сигнала 7, число отсчетных точек Г. /Аѓ = 
= Т, Ак, причем в каждой точке должны быть заданы два параметра: 
А (тА?) и 5 (иЛ2). 

Следует иметь в виду, что при несимметричном (в полосе Ло,) спектре 
введенная в данном параграфе частота о, = (о + ®›)/2 может не совпадать 
со «средней частотой» в выражении (3.73). Иными словами, фаза Ө (#) может 
содержать слагаемое, линейно-зависящее от времени. 

Проиллюстрируем выражение (3.119) на примерах колебания, промоду- 
лированного по амплитуде или по частоте. 

При АМ исходим из колебания а (1) = А (# соѕ ®оЁ в котором А (№) — 
вещественная функция со спектром $4 (&), ограниченным наивысшей ча- 
стотой © „ = 2лРт. В этом случае ширина спектра модулированного коле- 
бания а (#) равна Д.м = 2ЁРт, причем в пределах. этой полосы спектраль- 
ная плотность $, (о) симметрична относительно во. Интервал между выбор- 
ками в соответствии с формулой (3.113) должен быть не больше чем Л/ = 
= 1/АЁм = 1/2Р т, т. е. таким же, как и при дискретизации исходного со- 
общения (модулирующего напряжения). 

Так как фаза высокочастотного заполнения при чисто амплитудной 
модуляции постоянна, то передавать ее нет необходимости. Отсюда вытекает 
очевидный результат: амплитудно-модулированное колебание вполне опре- 
деляется значениями своих амплитуд, взятыми через интервал 1/2Ет, где 
Ет — верхняя частота в спектре модулирующей функции (т. е. в спектре 
передаваемого сообщения). 


1 Поскольку здесь рассматривается спектр огибающей. 
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Иными словами, при чисто амплитудной модуляции число степеней сво- 
боды модулированного колебания такое же, как и число степеней свободы 
модулирующей функции. 

Рассмотрим теперь частотно-модулированное колебание 


а (#) = А, со$ [воЁ + Ө (8, 


когда мгновенная частота о ( = о, -+- 40/4 модулирована тем же сообще- 
нием, что и в предыдущем случае, причем максимальная девиация частоты 
Ѓ велика по сравнению с Ри, так что ширину А}. полосы частот модулиро- 
ванного колебания можно приравнять к 24, [см. случай «широкополосной» 
частотной модуляции, (3.34)]. Интервал между выборками должен быть взят 
АЕ < АДА = 1/2}. Так как при ЧМ амплитуда колебания неизменна, то 
передавать ее нет необходимости. Следовательно, для однозначного пред- 
ставления частотно-модулированного колебания достаточно задавать фазу 
Ө ("АВ этого колебания в отсчетных точках, отстоящих одна от другой на 
время А? < 1/24. При одной и той же длительности сообщения 7, число 
выборок фазы при ЧМ А} мГ. = Ге, а число выборок огибающей при 
АМ АР.мГ. = 2Е.Т,. Отсюда видно, что при одинаковом передаваемом 
сообщении (при одинаковом количестве информации) частотно-модулирован- 
ный сигнал обладает числом степеней свободы в Р/Е т == т раз большим, чем 
амплитудно-модулированный. Это является результатом расширения спек- 
тра сигнала при ЧМ. На приемной стороне канала связи после частотного де- 
тектирования модулированного колебания выделяется напряжение, кото- 
рое имеет спектр и число степеней свободы такие же, как и исходное сооб- 
щение. 

Из приведенного примера следует, что при одной и той же ширине спек- 
тра информационная емкость радиосигнала различна в зависимости от ви- 
да модуляции. 

При смешанной модуляции — амплитудной и угловой — в каждой 
отсчетной точке нужно брать две выборки: амплитуды и фазы. 


Глава 4. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ 


4.1. ОБЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Информация, передаваемая по каналу связи или извлекаемая в результате 
измерения, заключена в сигнале. 

До приема сообщения (до испытания) сигнал следует рассматривать как 
случайный процесс, представляющий собой совокупность (ансамбль) функций 
времени, подчиняющихся некоторой общей для них статистической законо- 
мерности. Одна из этих функций, ставшая полностью известной после прие- 
ма сообщения, называется реализацией случайного процесса. Эта 
реализация является уже не случайной, а детерминированной функцией 
времени. 

Важной, но не исчерпывающей характеристикой случайного процесса 
является присущий ему одномерный закон распределения вероятностей. 

На рис. 4.1 изображена совокупность функций ғу (1), х, (1), ..., образую- 
щих случайный процесс Х (1). Значения, которые могут принимать отдель- 
ные функции в момент времени { = В, образуют совокупность случайных ве- 
личин 2% (0), хз (Ё), ... 
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Вероятность того, что велич и- 
на хь (&) при измерении попадает 
в какой-либо заданный интервал 
(а, 6) (рис. 4.1), определяется вы- 
ражением 


(4.1) 


Функция р (х; 1) представляет 
собой дифференциальный закон 
распределения случайной величины 
х (В): р(х; 8) называется одномер- 
ной плотностью вероятности, а 
Рис. 4.1. Совокупность функций, образую- Ри — интегральной вероятностью. 
щих случайный процесс Функция р (х; И) имеет смысл 

для случайных х непрерывного 
типа, могущих принимать любое значение в некотором интервале. При 
любом характере функции р(х; &) должно выполняться равенство 


тах 


[ р(х; 5) ах = 1, (4.9) 


тт 


где Хшш И Хшах — Границы возможных значений х (1). 

Если же х является случайной величиной дискретного типа и может 
принимать любое из конечного числа дискретных значений, то (4.2) следует 
заменить суммой 


УР; =1, (4.2') 


где Р; — вероятность, соответствующая величине х;. 

Задание одномерной плотности вероятности р (х; &) позволяет произве- 
сти статистическое усреднение как самой величины х, так и любой функции 
Е (х). Под статистическим усреднением подразумевается усреднение х по 
множеству (по ансамблю) в каком-либо «сечении» процесса, т. е. в фиксиро- 
ванный момент времени. 

Для практических приложений наибольшее значение имеют следующие 
параметры случайного процесса: 

математическое ожидание 


ос 


т. (2) = М[х (01 = | хр (х; дах; (4.3) 
дисперсия 

р, (0) = Мих (т. (012); (4.4) 
среднее квадратическое отклонение 

о. (= УМ 00 т, В} =УЪ, (0. (4.5) 


Одномерная плотность вероятности недостаточна для полного описа- 
ния процесса, так как она дает вероятностнре представление о случайном 
процессе Х (4) только в отдельные фиксированные моменты времени. Более 
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полной характеристикой является двумерная плотность вероятности! 
р (х, хо; В, Ь), позволяющая учитывать связь значений х; и х, принимае- 
мых случайной функцией в произвольно выбранные моменты времени й 
и Ё. 

Исчерпывающей вероятностной характеристикой случайного процесса 
является й-мерная плотность вероятности при достаточно больших п. Од- 
нако большое число задач, связанных с описанием случайных сигналов, уда- 
ется решать на основе двумерной плотности вероятности. 

Задание двумерной плотности вероятности р (х, хз; Ц, &) позволяет, 
в частности, определить важную характеристику случайного процесса — 
ковариационную функцию 


К, = Мх) х (0). (4.6) 


Согласно этому определению ковариационная функция случайного 
процесса Х (1) представляет собой статистически усредненное произведение 
значений случайной функции Х (1) в моменты В и Ь. 

Для каждой реализации случайного процесса произведение х (й) х (5) 
является некоторым числом. Совокупность реализаций образует множество 
случайных чисел, распределение которых характеризуется двумерной плот- 
ностью вероятности р (х, Хо; В, 15). При заданной функции р (2, 5; В, Ё) 
операция усреднения по множеству осуществляется по формуле 


К, (В, 15) = | | х1 Хар (х, Хэ; В, Б) ах, ах. (4.7) 


При + = і} двумерная случайная величина хх. вырождается в одно- 
мерную величину х? = х3. Можно поэтому написать 


К: (В, в) = | хр 6) 4х = М (0). (4.7') 


— 00 


Таким образом, при нулевом интервале между моментами времени & 
и 1, ковариационная функция определяет величину среднего квадрата слу- 
чайного процесса в момент = Ц. 

При анализе случайных процессов часто основной интерес представляет 
его флуктуационная составляющая. В таких случаях применяется корр е- 
ляционная функция 


К. (В, 2) = М {[х (5) т, (А) (6) т, (6). (4.8) 


Подставляя в (4.7) х (ћ) — т. (В) вместо х (р) их (Ё) — т, (Ь) вме- 
сто х ({,), можно получить следующее выражение: 


К; (В, 4) = К.(, 0) т, (6) т, (0). 

При & = Ё, = выражение (4.8) в соответствии с (4.4) определяет 
дисперсию случайного процесса О, (#). Следовательно, 

К» (+, 0) —- т (0 =В(Ь 0) =р, 0. 


Исследование случайного процесса, а также воздействия его на радио- 
цепи существенно упрощается при стационарности процесса. 


1 Здесь и в дальнейшем одной и той же буквой р обозначаются плотности вероят- 
ности различных случайных функций. В некоторых разделах, если это необходимо для 
устранения путаницы, будут применяться индексы, уточняющие параметр, к которому 
относится данное распределение. Например, при рассмотрении случайного процесса 
х (1) = А (2 соѕ Ө (7) будут применяться обозначения рз (х), рд (А) и ро (9). 
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Случайный процесс называется строго стационарным, если его плотность 
вероятности р (х, Хо, ..., Хъ; Ц, Ё, ..., ) произвольного порядка п зависит 
только от интервалов 2—1, 1;—1;, ..., и—& и не зависит от положения этих 
интервалов в области изменения аргумента (Е. 

В радиотехнических приложениях теории случайных процессов условие 
стационарности обычно ограничивается требованием независимости от вре- 
мени только одномерной и двумерной плотностей вероятности (случайный 
процесс, стационарный в широком смысле). Выполнение этого условия поз- 
воляел считать, что математическое ожидание, средний квадрат и дисперсия 
случайного процесса не зависят от времени, а корреляционная функция за- 
висит не от самих моментов времени В и $, а только от интервала между 
ними Т = Ё —Й. 

Стационарность процесса в широком смысле можно трактовать как ста- 
ционарность в рамках корреляционной теории (для моментов не выше вто- 
рого порядка). 

Таким образом, для случайного процесса, стационарного в широком 
смысле, предыдущие выражения можно записывать без обозначения фикси- 
рованных моментов времени. В частности, 


оо 


т. = М (х) = | хр (х) ах, (4.9) 
К» (т) = М [х (0) х (т), (4.10) 
К, (1) = К, (т) — тх, (4.11) 
с. 00) т. (4.13) 


Дальнейшее упрощение анализа случайных процессов достигается при 
использовании условия эргодичности процесса. Стационарный случайный 
процесс называется эргодическим, если при определении любых статистиче- 
ских характеристик усреднение по множеству реализаций эквивалентно ус- 
реднению по времени одной теоретически бесконечно длинной реализации. 

Условие эргодичности случайного процесса включает в себя и условие 
его стационарности. В соответствии с определением эргодического процесса 
соотношения (4.10) —(4.13) эквивалентны следующим выражениям, в кото- 
рых операция усреднения по времени обозначена чертой: 


Т/2 

х0 = іт -- | х (9 44, (4.14) 
—Т/2 
т/2 

К, (© = іт =. | хх (т) 4, (4.15) 
79 71° 

Е, (т) = К, (1) (х (0), (4.16) 

р, = К,(0) (0) 02, (4.17) 

атт алә 


Если х (1) представляет собой электрический сигнал (ток, напряжение), 


то х (?) — постоянная составляющая случайного сигнала, Р, (0) = ж? (В — 
средняя мощность флуктуации сигнала [относительно постоянной состав- 
ляющей х (21. 
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Выражение (4.15) внешне совнадает с определением (2.131) корреляци- 
онной функции детерминированного сигнала (периодического). 
Часто применяется нормированная корреляционная функция 


г, (т) = 2, (1)/0, =1К (т) — (Р. (4.19) 


Функции К, (т), В. (т) иг, (т) характеризуют связь (корреляцию) 
между значениями х (#), разделенными промежутком т. Чем медленнее, плав- 
нее изменяется во времени х (#), тем больше промежуток т, в пределах ко- 
торого наблюдается статистическая связь между мгновенными значениями 
случайной функции. 

При экспериментальном исследовании случайных процессов использу- 
ются временные корреляционные характеристики процесса (4.15)— (4.19), 
поскольку, как правило, экспериментатору доступно наблюдение одной ре- 
ализации сигнала, а не множества его реализаций. Интегрирование выпол- 
няется, естественно, не в бесконечных пределах, а на конечном интервале 
Т, длина которого должна быть тем больше, чем выше требование к точности 
результатов измерения. 


4.2. ВИДЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. ПРИМЕРЫ 


Применение общих определений, приведенных в предыдущем парагра- 
фе, иллюстрируется ниже на нескольких характерных случайных процес- 
сах. 

Наряду с обозначением случайного процесса символом Х (#) будет при- 
меняться в том же смысле обозначение х (#), под которым подразумевается 
случайная функция времени. Как и ранее, х, (1) обозначает А-ю реализацию 
случайной функции х (2). 


1. ГАРМОНИЧЕСКОЕ КОЛЕБАНИЕ СО СЛУЧАЙНОЙ 
АМПЛИТУДОЙ 


Пусть в выражении, определяющем сигнал 
х (0) = А соѕ (0, + 0,) = А соѕ ү (6, (4.20) 


частота оо и начальная фаза 9, являются детерминированными и постоян- 
ными величинами, а амплитуда А — случайная, равновероятная в интерва- 
ле от 0 до Аах величина (рис. 4.2). 

Найдем одномерную плотность вероятности р (х; п) для фиксированно- 
го момента времени &. Мгновенное значение х (&) может быть любым в ин- 


тервале от О до Ашах С05%№ (А), причем будем считать, что соѕ № (д) > 0. 
Следовательно, 


р (х; 11) 17А ах 08 (1), 0< х < Аах с05 4 (А). 


Апат С08 Ф (&,) 
7 ПаК 


\ 


Рис. 4.2. Совокупность гармо- 
нических колебаний со случай- 
ной амплитудой 
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р График функции р (х; В) для 
фиксированного значения і представ- 
лен на риє. 4.3. 


Математическое ожиданиє 
1/А тат С05 (в) 


— 


2 М [х (= х 
0 АтотС08 $ (6) ( ) Атах с05 ф (4) 


А пах СОФ (ѓг) 
Рис. 4.3. Плотность вероятности гармо- 


1 
нического колебания со случайной амп- х . хах = — Аах соѕ ар (11). 
литудой 2 


Далее, 
А пах@05% (#1) 


2 К ЗОО зч 1 да 2 
М0 то | ях = 2 Аъах со (1). 


Наконец, дисперсия 


Р, (В) = М (ВУ 0 рх (В) =— Аљах С05* р (1) — 
— Ддаҳ соѕ? (#1) = —— Аах соѕ? Ф (1). (4.21) 


Рассматриваемый случайный процесс нестационарный и неэргодиче- 
ский. 


2. ГАРМОНИЧЕСКОЕ КОЛЕБАНИЕ СО СЛУЧАЙНОЙ ФАЗОЙ 


Пусть амплитуда и частота гармонического сигнала заранее достовер- 
но известны, а начальная фаза 9 — случайная величина, которая с одина- 
ковой вероятностью может принимать любое значение в интервале от —-л 
до л. Это означает. что плотность вероятности начальной фазы 


ре (0) = 1/2л, л <Ө<л. (4.22) 


Одну из реализаций случайного 
процесса х (1, образуемого совокуп- 
ностью гармонических колебаний со 
случайными фазами (рис. 4.4), мож- 
но определить выражением 


хр (0) = с0$ (о, ~ 0) = 
= созар, (0). (4.23) 


Полная фаза колебания № (1 = 
= ®оЁ -- Ө является случайной вели- 
чиной, равновероятной в интервале 
от 007 — л до ®Ё- л. Следователь- 
но, 


рь (Ф) = 1/27, 051—7 < < 
(4.24) 


Рис. 4.4. Совокупность гармонических ; 
колебаний со случайными фазами < % Ел. 
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Рис. 4.5. К определению плотности веро- Рис. 4.6. Плотность вероятности гар- 
ятности гармонического колебания со монического колебания со случайной 
случайной фазой фазой 


Найдем одномерную плотность вероятности р, (х) случайного процес- 
са Х (0). Выделим интервал х, х + ах (рис. 4.5) и определим вероятность то- 
го, что при измерении, проведенном в промежутке времени от Ц до & + 4, 
мгновенное значение сигнала окажется в интервале х, х -|- їх. Эту вероят- 
ность можно записать в виде р». (х) ах, где р» (х) — искомая плотность ве- 
роятности. Очевидно, что вероятность р» (х) 4х совпадает с вероятностью 
попадания случайной фазы колебаний \ в один из двух заштрихованных на 


рис. 4.5 фазовых интервалов. Эта последняя вероятность равна 2р (ф) 4$. 
Следовательно, 


р(х) 4х = 2ру ($) аф (2/27) аф, 
откуда искомая функция! 


м ия, 


Но 
ах 


Р \әп|} . ИТ --соф 1 ж. 


Таким образом, окончательно 


р) ИТ, --1<5х<1. (4.25) 


График этой функции изображен на рис. 4,6. 
Существенно, что одномерная плотность вероятности нє зависит от вы- 
бора момента времени Е, а среднее по множеству (см. (2.271.7) в [28]) 


1 1 


Мих (1 = | хр» (х) ах =—- | — хх -0 (4.26) 
21 " 1 үт 
совпадает со средним по времени 
Т2 1/2 
ХИ -- іт 2. | х(ђ а=: \іт | соѕ (©, Е -- 0) 27 -. 0. 
Тю Т Т->ю Т 
--7 (2 —Т/2 


(Это справедливо для любой реализации рассматриваемого случайного про- 
цесса.) 


1 Абсолютное значение производной берется на том основании, что плотность ве- 
роятности является неотрицательной величиной. · 
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Корреляционную функцию! в данном случае можно получить усредне- 
нием произведения х (4) х (&) по множеству без обращения к двумерной 
плотности вероятности [см. общее выражение (4.8)]. Подставляя в (4.8) 


х (В) х (Ь) = с0$ (оой, - 0) соѕ (во - 0) = 1, {соѕ в, (6 — &) + 
-- соѕ [оо (5 + Ё) - 201) 


а также учитывая, что первое слагаемое с0$ о, (ё, — 1) является 
детерминированной величиной, а второе слагаемое при статистическом 
усреднении с помощью одномерной плотности вероятности ре (9) = 1/2л 
[см. (4.22)|] обращается в нуль, получаем 


ЮВ. (В, 6) = МЫ) х (6) =: Ч, соѕ от. (4.27) 


Такой же результат получается и при усреднении произведения 
хь (0) х. (+ т) по времени для любой реализации процесса. 

Независимость среднего значения от & и корреляционной функции от 
положения интервала т = |, — В на оси времени позволяет считать рассма- 
триваемый процесс стационарным. Совпадение же результатов усреднения 
по множеству и времени (для любой реализации) указывает на эргодичность 
процесса. Аналогичным образом нетрудно показать, что гармоническое ко- 
лебание со случайной амплитудой и случайной фазой образует стационар- 
ный, но не эргодический процесс (различные реализации обладают неоди- 
наковой дисперсией). 


3. ГАУССОВСКИЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС 


Нормальный (гауссовский) закон распределения случайных величин 
чаще других встречается в природе. Нормальный процесс особенно характе- 
рен для помех канала связи. Он очень удобен для анализа. Поэтому случай- 
ные процессы, распределение которых не слишком сильно отличается от 
нормального, часто заменяют гауссовским процессом. Одномерная плот- 
ность вероятности нормального процесса определяется выражением 


| (хт). 
Х) = = ехр | —— 4—5 |, 4.28 
р 2] | (4.28) 


2 
20% 


В данном параграфе рассматривается стационарный и эргодический га- 
уссовский процесс. Поэтому под т; и о: можно подразумевать соответствен- 
но постоянную составляющую и среднюю мощность флуктуационной состав- 
ляющей одной (достаточно длительной) реализации случайного процесса. 

Графики плотности вероятности при нормальном законе для некоторых 
значений о, изображены на рис. 4.7. Функция р (х) симметрична относитель- 
но среднего значения. Чем больше о „, тем меньше максимум, а кривая ста- 
новится более пологой [площадь под кривой р (х) равна единице при любых 
значениях ©... 

Широкое распространение нормального закона распределения в приро- 
де объясняется тем, что при суммировании достаточно большого числа не- 
зависимых или слабо зависимых случайных величин распределение суммы 
близко к нормальному при любом распределении отдельных слагаемых. 

Это положение, сформулированное в 1901 г. А. М. Ляпуновым, получило 
название центральной предельной теоремы. 

Наглядными физическими примерами случайного процесса с нормаль- 
ным законом распределения являются шумы, обусловленные тепловым дви- 


1 Ковариационная функция рассматриваемого процесса совпадает с корреляци- 
онной функцией, так как М {х (1)] == 0. 
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—2 = 2 Ў 2 &— 


я 
Рис. 4.7. Одномерная плотность ве- А 
роятности нормального распределе- 28, ® „ЕТ 
ния / || р“, 

“АА СЛ 0, 

АТ ТРЧВИІ ІР АД 
Рис. 4.8. Случайные функции с оди- ТШ | а) Й у В | На 
наковым распределением (нормаль -@= 9? ` | Д | 
ным), но с различными частотными ЩЕ ~ 
спектрами 29. 


0) 


жением свободных электронов в проводниках электрической цели как дро- 
бовым эффектом в электронных приборах (см. $ 7.3). Не только шумы и по- 
мехи, но и полезные сигналы, являющиеся суммой большого числа независи 
мых случайных элементарных сигналов, например гармонических колеба 
ний со случайной фазой или амплитудой, часто можно трактовать как гаус- 
совские случайные процессы, 

На основе функции р (х) можно найти относительное время пребыва. 
ния сигнала х (7) в определенном интервале уровней, отношение максималь 
ных значений к среднеквадратическому (пикфактор) и ряд других важг‘ах 
для практики параметров случайного сигнала. Поясним это на примеге од- 
ной из реализаций гауссовского нроцесса, изображенной на рис. 4.8, а для 
т, == 0. Эта функция времени соответствует шумовой помехе, энергетч- 
ческий спектр которой простирается от нулевой частоты до некоторой гра- 
ничной частоты, Вероятность’ пребывания значения х (1) в интервале от а 
до 5 определяется выражением (4.1). Подставляя в это выраженне (3.28), 
при т. = О получаем 


Ь 


р 
Р(а<х< 5) = (е7 ах р ПА [ето — 


ӧл с Н- У ло, 0 
й 510, 91 9х 
__ 1. |е ду = 1 { е2 фу і | е 4/8 ду = 
Уло, Р ул 0 27 
—ф- (-)-®( а ) (4.29) 
\ 9х 9х 
Функция 
и 
о [79 вло 
Уп. у 


называется интегралом вероятностей. В матсматических 
справочниках приводятся таблицы этой функции. 


П? 


Таблица 4.1 


Вероятность пребывання Вероятность пребывания 
Интервал значеннй в ннтерва ле вне интервала 
(—0х, с) 2.0,3413 => 0,6826 —0,317 
(—-20., 24.) 2.0,4772 -- 0,9544 —0,046 
(—30,., 30) 2.0,49865 —= 0,9973 —0,003 
Подставив в (4.29) б/о, >= 1, 2, 3 и соответственно а/о, = —1, —9, 


и —3, нетрудно найти вероятности пребывания х (1) в полосах шириной 20, 
49; и бо,, симметричных относительно оси Ё. 
В рассматриваемом частном случае (|а| = 6) формулу (4.29) можно уп- 
ростить на основании симметрии функции относительно оси ординат (рис. 4.7). 
Таким образом, 


510. 


| | Ь 
Р(х < 6) = 9 е—#*/2 4 = 20 (--). 
(ова 02 | у -- 


Результаты вычислений сведены в табл. 4.1. В последней графе приве- 
дены величины, равные | — 2Ф (6/с„). Из этой таблицы следует, что ширину 
шумовой дорожки (рис. 4.8, а) нормального шума можно приравнять 
(4...5)о,. Если принимать во внимание пики функции х (1), вероятность 
которых не менее | %, то пикфактор шума (отношение пика к с) можно оце- 
нить значением —3. Напомним, что для гармонического колебания пикфак- 


тор равен |2. 
Отношение времени пребывания х (і) в заданном интервале к общему 


времени наблюдения (достаточно большому для эффективного усреднения) 
можно трактовать как вероятность попадания х (1) в указанный интервал. 
На такой трактовке основан принцип построения различных приборов, ис- 
пользуемых для экспериментального нахождения одномерной плотности ве- 
роятности случайного процесса. 

Можно отметить, что приведенные выше данные о распределении ве- 
роятностей не дают никаких представлений о поведении функции х (1 во 
времени. На рис. 4.8, 6 показана реализация гауссовского процесса со спек- 
тром, сосредоточенным в узкой полосе частот с центральной частотой о,. 
По своей плотности вероятности р (х) и, следовательно, по значениям т. 
и с. этот процесс не отличается от низкочастотного, показанного на 
рис. 4.8, а. 

Для описания временных характеристик функции х (2) необходимо при- 
влечь двумерную плотность вероятности, позволяющую найти ковариацион- 
ную функцию [см. (4.7)1. Другой способ — нахождение спектра мощности 
случайного процесса. Он рассматривается в следующем параграфе. 


4.3. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ МОЩНОСТИ 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 


Подразумевая под случайным процессом множество (ансамбль) функций 
времени, необходимо иметь в виду, что функциям, имеющим различную фор- 
му, соответствуют различные спектральные характеристики. Усреднение 
комплексной спектральной плотности, введенной в $2.6 или 2.1, по всем 
функциям приводит к нулевому спектру процесса (при М Іх (1] = 0) из-за 
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случайности и независимости фаз спектральных составляющих в различных 
реализациях. Можно, однако, ввести понятие спектральной плотности сред- 
него квадрата случайной функции, поскольку значение среднего квадрата 
не зависит от соотношения фаз суммируемых гармоник. Если под случай- 
ной функцией х (1) подразумевается электрическое напряжение или ток, то 
средний квадрат этой функции‘ можно рассматривать как среднюю мощ- 
ность, выделяемую в сопротивлении | Ом. Эта мощность распределена по 
частотам в некоторой полосе, зависящей от механизма образования случай- 
ного процесса. Спектральная плотность средней мощности представляет со- 
бой среднюю мощность, приходящуюся на 1 Гц при заданной частоте о. 
Размерность функции (в), являющейся отношением мощности к полосе 
частот, есть 


[Я (<) = т | = [Мощность х время] — [Энергия]. 
| Полоса частот 


Спектральную плотность случайного процесса можно найти, если из- 
вестен механизм образования случайного процесса. Применительно к шу- 
мам, связанным с атомистической структурой материи и электричества, 
эта задача будет рассмотрена в $ 7.3. Здесь же мы ограничимся несколькими 
определениями общего характера. 

Выделив из ансамбля какую-либо реализацию хь (#) и ограничив ее дли- 
тельность конечным интервалом Т, можно применить к ней обычное преоб- 
разование Фурье и найти спектральную плотность Хһт (©). Тогда энергию 
рассматриваемого отрезка реализации можно вычислить с помощью форму- 
лы (2.66): 

Т/2 


Эм | фи. | Хы (4.31) 


—тТ/2 


Разделив эту энергию на Г, получим среднюю мощность А-й реализации 
на отрезке Г 


> 1х 2 
х2 00) = | Лт) сь, (4.39) 


При увеличении Т энергия Э,г возрастает, однако отношение Эрт /Т 
стремится к некоторому пределу. Совершив предельный переход Г —» оо, 
получим 


оо х А оо 
х} (1) 1 т КР 1 | у, (о) до, 
л Т-»оо Т 2л 
где 
Хх 2 
У, (©) = Шт Не (4.33) 
Т коо 


представляет собой спектральную плотность средней мощности рассматри- 
ваемой А-й реализации. 

В общем случае величина №, (о) должна быть усреднена по множеству: 
реализаций. Ограничиваясь в данном случае рассмотрением стационарного 
и эргодического процесса, можно считать, что найденная усреднением по 
одной реализации функция №, (о) характеризует весь процесс в целом. Опу- 
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ская индекс А, получаем окончательное выражение для средней мощности 
случайного процесса 


(4.34) 


Если рассматривается случайный процесс с ненулевым средним значе- 
нием х (1), то спектральную плотность следует представить в форме 


И , (©) = (х (2): 216 (о) Е №_ (о), (4.35) 


где У. (о) — сплошная часть спектра, соответствующая флуктуационной 
составляющей х, а 6`(®) — дельта-функция. 

При интегрировании по } = о/2л первое слагаемое в правой части дает 
“д р [77 [77 
(х (0)) ‚ т. е. мощность постоянной составляющей, а второе — мощность 
флуктуационной составляющей, т. е. дисперсию 


оо 


1 
2 — и 62 ‹ 
= д, (®) ао — Ох. (4.36) 


—- оо 


Для процесса с нулевым средним 


(0 =, = 1 (№, (о) до = ( (лр) а}, (4.37) 


Из определения спектральной плотности (4.33) очевидно, что №. (о) 
является четной и неотрицательной функцией о». 


4.4. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ПЛОТНОСТЫО И КОВАРИАЦИОННОЙ ФУНКЦИЕЙ 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 


С одной стороны, скорость изменения х (1) во времени определяет шири- 
ну спектра. С другой стороны, скорость изменения х (2) определяет ход ко- 
вариационной функции. Очевидно, что между №, (о) и К, (т) имеется тес- 
ная связь. 

Теорема Винера — Хинчина утверждает, что К. (т) и №, (о) связаны 
между собой преобразованиями Фурье: 


(= || К) ет т, (4.38) 


к, (9 = =— | У (©) еѓот до. (4.39) 
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Рис. -4.9. Широкополосный и 
узкополосный спектры случай- 
ного процесса (примеры 1, 2, 
3); границы центральной поло- 
СЫ ЕЁ 


7% (6-32) т, б а. т т 


Для случайных процессов с нулевым средним аналогичные выражения 
имеют вид 


(и) = | В, (0) ебет, (4.38') 


09 = == | И (о) ет о. (4.39') 


Из этих выражений вытекает свойство, аналогичное свойствам преобра- 
зований Фурье, установленным в гл. 2 для детерминированных сигналов: 
чем шире спектр случайного процесса, тем меньше интервал корреляции, и 
соответственно чем больше интервал корреляции, тем уже спектр процесса. 

Большой интерес представляет белый шум, когда спектр равномерен 
на всех частотах —оо < о < оо. 

Если в выражение (4.39) подставить №, (о) = \. = сопзі, то получим 
[см. (2.93)] 


со 


| 
К. =, з \ ет аю = №, 6 (1), (4.40) 
где ё (т) — дельта-функция. 

Для белого шума с бесконечным и равномерным спектром корреляцион- 
ная функция равна нулю для всех значений т, кроме т = 0, при котором 
Ю ‚ (0) обращается в бесконечность. Подобный шум, имеющий игольчатую 
структуру с бесконечно тонкими случайными выбросами, иногда называют 
дельта-коррелированным процессом. Дисперсия белого шума бесконечно 
велика. 

Поясним применение приведенных выше соотношений на примерах. 

1. Пусть заданы следующие параметры напряжения шума (гауссовский 
стационарный процесс с нулевым средним): среднеквадратическое значение 
Иск = 2 В и энергетический спектр №, (2л), равномерный в полосе частот 
от —} дор (сплошная линия на рис. 4.9), при р = 10 МГц. 

Шум с лодобным спектром обычно называют широкополосным. В дан- 
ном случае 


У, (2л) = а5,/9], == (2)°/9.107 ==2.10-? В?/Гц. 


Корреляционная функция рассматриваемого процесса [см. (4.39)] 


і о; | ®: 
К, (т) => | №, (о) ет до = 5 | М, (©) соѕ от йо = 


—©;: —,: 
І 25іпоут пот яп: Т 
—9, М — =———0— —7 2—12 м 
=2.10-° 2 = 210-72}, 1—07 о (4.41) 
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Дисперсия шума 

р, = игк = Ю, (0) =4В®. 

Нормированная корреляционная функция (рис. 4.10, а) 

г; (7) = Р, (т) /01 = 5іп оу т/ю. т. (4.42) 


2. Вырежем из спектра исходного шума полосу от } = —Е;, до ѓ = ЕЁ}, 
обозначенную на рис. 4.9 штриховкой, и найдем Ю. (т), ғ, (т) и Р,, соот- 


ветствующие этому ограниченному по полосе шуму. 
При Е, = 2 МГц 


Р”, = Е, №, (о) = 2.9.108.9.10-° =0,8В®, 


ѕіп 0, т ѕіп о; т 


Р, (т) =2.10-7.2Е, 0, т == 0, О, т , 
г, (т) = А (т) /03 = (5іп 0, т)/@ т. 


Сужение спектра привело к растяжению графика г. (т) по оси т (рис. 
4.10, а). Интервал корреляции увеличился в }/Е; = 5 раз. 

3. Найдем аналогичные характеристики для шума, спектр которого 
обозначен на рис. 4.9 двойной штриховкой. От предыдущего этот случай от- 
личается положением спектральной полосы на оси частот. Шум с подобным 
спектром называют узкополосным (при @.,/ю, < 1). 

Дисперсия этого шума О., очевидно, не отличается от Р.. 

Корреляционная функция 


(00—90, /2) 99:12 


1 . 
Юз (т) = = У, (о) еѓот до + =— М, (о) еѓот до = 
2л Лана . 2л „1 
| 9%4+9:/2 
==> №, (©) соѕ от до == 
0—9; / 2 
—9.10— 1 $1 (004- Ә,/92) т 5іп (00— ©, /2) "| — 
л т т 
= 2. 10-"—.2 Ш т т 0$ орт = 2.10-7.2Р, аше С05 @0Т. (4.43) 
1 


Рис. 4.10. Нормированная кор- 
реляционная функция случай- 
ного процесса со спектром, рав- 


номерным в полосе: 
а) 10| < о, н |0| < 91; 6) о- 
9.2 < [60| $ +912 


122 


Нормированная корреляционная функ- 


ция (рис 4.10, 6) $ “2п/ос А (+) 
из (©) И соз от. (4.44) ("|| | 
Огибающая функции гз (т) (штрихо- и | | | ЦЬ Ш, 
вая линия) по форме подобна огибаю- И 
щей функции Г. (т), однако эта функция 


имеет вдвое большую протяженность. 

Высокочастотное заполнение функции 

Гз (т) имеет частоту ®., равную централь- . 

ной частоте спектра шума (см. рис. 4.9). Рис. 411. Примерный ‚вид реализации 
График нормированнойи корреля- функция которого’ показана на 

ционной функции, показанный на рис. 4.10, б (масштабы по осям Ёит 

рис. 4.10, б, позволяет составить пред- разные) 

ставление о характере шумового ко- 

лебания с узкополосным спектром. Осцилляции корреляционной функции 

с частотой о, указывают на то, что и мгновенное значение шумового коле- 

бания изменяется в среднем с частотой о,. Напомним, что корреляционная 

функция гармонического колебания является также гармонической функ- 

цией той же частоты (см. $ 2.18). Изменение же огибающей корреляционной 


3119;т/2 
функции по заксну ———— указывает на то, что огибающая шумового 


17/ 

колебания, являющаяся случайной величиной, изменяется во времени отно- 
сительно медленно, подобно функции времени, спектр которой ограничен 
наивысшей частотой @,. Примерный вид шумового колебания, соответствую- 
щего корреляционной функции (4.44), представлен на рис. 4.11 (в изменен- 
ном масштабе времени). 

Итак, шумовое колебание с узкополосным спектром следует представ- 
лять высокочастотным колебанием с медленно (по сравнению с частотой в) 
изменяющимися амплитудой и фазой: 


х (0 = О (0) соѕ [ФЕ Ө (01, (4.45) 


где Фо — центральная частота спектра шума. 

Следует подчеркнуть, что все параметры этого .колебания: амплитуда, 
фаза и частота — являются случайными функциями времени. Статистиче- 
ские характеристики этих параметров рассматриваются в $ 4.6. 


4.5. ВЗАИМНАЯ КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ 
И ВЗАИМНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ 
ДВУХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 


В данном параграфе рассматриваются стационарные процессы с нуле- 
вым средним, поэтому связь между процессами х (1) и у (1) оценивается с по- 
мощью взаимной корреляционной функции, определяемой выражениями! 


Ку (т) = М [х (0) у(Е-- т], Кух (т) =М ух"). (4.46) 


1 Подразумевается, что не только сами процессы х (В и у (1), но и связи между 
ними стационарны. 
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Кроме того, имеются в виду эргодические процессы, поэтому вместо 
(4.46) можно применять временное усреднение: 


Т/2 
К (9 = УФУ = т (хут) а, (4.47) 
И 1 Т[2 
К, (9) УХТ) = у [Г у0х(0+т ай. (4.48) 
> 2 /2 


Как и для детерминированных колебаний, взаимная корреляционная 
функция не изменяется, если сдвиг на т одной из функций х (ё) или у (2) 
заменить сдвигом в обратном направлении другой функции. Поэтому можно 
написать следующие равенства: 


Юли (т) =х (000 т) =) 90, (4.49) 
Ки» (®) =у@® х(—т)=у(—т)х(0. (4.50) 


Из последних выражений вытекают следующие соотношения между 
Юху (т) и А, (1), аналогичные выражениям (2.135) и (2.135°): 


Ву (т) = Кух (—т), Кух (т) = А. (7). (4.51) 


Соотношения (4.49)— (4.51) не следует смешивать с условиями четности 
функций. Каждая из функций Кх, (т) и Юр. (т) не обязательно четна отно- 
сительно т (см. $2.18). 

В итоге корреляция между значениями функций х (1 и у (№) в два раз- 
личных момента времени, разделенных интервалом т, задается корреляцион- 
ной матрицей 


Кхх (т) Р, Щ 
В = , 4.59 
(9 Ра (т) К. (т) ) 


где Юхх (т) и Юр, (т) — корреляционные функции соответственно процес- 
сов х (0) иу (0). 

Пусть, например, рассматривается сумма двух эргодических процессов 
х (иу (1) с нулевыми средними (х = у = 0) и требуется определить корре- 
ляционную функцию случайного процесса $ ({} = х (1) + у (#) (при условии, 
что взаимные корреляционные функции стационарны). 

Используя формулу (4.16) и учитывая равенства (4.47), (4.48), получаем 


В, (0) = (05 (Е--т) =[х (Ну Их у (9 = 
=х (0) х( т) + х/фу (т) ух (т) уфу(- т) = 


= Вх (0) | Ку (т) -- Ву» (0) + Ки (п). (4.53) 
При т=0 К.» (0) =0% и К, (0) = 0}, а К, (0) = Ку» (0). 
Следовательно, 


р, =В, (0) =0,+0,4-А,,(0) +, (0) =. +0, +28.» (0). (4.53) 


Если процессы х (1) н у (4) статистически независимы, то дисперсия (сред- 
няя мощность) суммы будет Р, = Р, + Р,. 

В противном случае в зависимости от знака Ю ху (0) мощность процес- 
са $ (1) может быть больше или меньше суммы дисперсий О, и 2,. 

Для разности $ (1) = х (2) — у (1) получается выражение, аналогичное 
(4.53). Необходимо лишь знак плюс перед членом 2Ю „, заменить минусом. 
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При независимости процессов х (2) и у (8) дисперсия процесса $ (#), как и при 
суммировании, будет 


р,=р,4+0,. (4.54) 


Применим теперь к Ю,; (т) соотношение В инера — Хинчина (4.38): 


со 


У, (0) = 0 А. еж, (ә) №, (ә) + у (ә) + И, (©). (4.55) 


В этом выражении 


оо 


У (о) = © Р, (т) етот ат, Ш, (а) = {№ (1) ео ат (4.56) 


— Фс 


имеют смысл взаимных спектральных плотностей случайных процессов х (#) 
и у (2). 

В отличие от спектральных плотностей \Ў „ (о) или У, (о), которые 
являются действительными функциями о и не могут принимать отрицатель- 
ные значения, взаимные спектральные плотности ху (о) и Ў, (о) мо- 
гут быть комплексными функциями. Это связано с тем, что функции Юху (т) 
и №, (т) не обязательно четные относительно т. Подстановка в (4.56) соот- 
ношения (4.51) приводит к равенству 


И (ш) = И; (ы), (4.57) 
откуда следует, что 
Йу (ө) Шу. (©) = 2Ке [И „у ()] = 2ке ПИ. (о)]. (4.58) 
Таким образом, выражение (4.55) можно записать в форме 
М, (о) =, (о) №, (о) -- 2Ве Пу (о). (4.59) 


Это выражение поясняет физический смысл взаимной спектральной плот- 
ности Их, (ө). Если случайные процессы х (1) и у (2) статистически независи- 
мы, то Ух (©) = 0 и спектр суммы $ (0) = х (1) у (0 равен сумме спек- 
тров И, (о) и №, (©) и, следовательно, мощность процесса $ (#) равна сум- 
ме мощностей процессов х() ии (д. 

Если действительная часть взаимной спектральной плотности положи- 
тельна, то №, (о) >> №, (о) -- \, (©) и, следовательно, корреляция меж- 
ду процессами приводит к возрастанию средней мощности суммарного про- 
цесса (0; > 0+ - 02). Очевидно, что при отрицательной действительной 
части „у (ә) с средняя мощность суммарного процесса меньше, чем 2, -- Бу. 

Если р, = Р, + Р,, то процессы х (1) и у (1) являются независимыми, 
аддитивными (см. $ 2.18). 

В практике часто встречается случай суммирования процесса х (#) 
с процессом Ах (Е — Т), т. е. с тем же процессом, задержанным на время Г 
и усиленным в К раз (рис. 4.12). 

Составим матрицу (4.52) для процессов х (1) и у = Кх (1— Т). В обо- 
значениях (4.52) получаем. 

К... (т) = К, (т); 

Ку (т) =х (0) у (Е т) = Кх (0 х(Е—Т т) =КК,(т—Т), 

Ку» (т) = у (0х (Е т) = Кх (Т) х( т) = КА, (®-+Т), 

Куу (т) = Ку (т) =у (у (Е- т) = Кх (Т) (Тт) = КК, (т. 
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Рис. 4.12. К определению корреляционной 
функции суммы двух случайных процессов 
с одинаковыми энергетическими спектрами 


Таким образом, корреляционная матрица процессов х (#) иу (№ = 
= Кх (1 — Т) принимает вид 


в) а. 
КА, «+Т) КВ, (9) 


Найдем теперь корреляционную функцию процесса $ (1) = х (0) + у (0 
на выходе сумматора (рис. 4.12). Подставив в (4.53) элементы матрицы В (т), 
получим 


К. (т) = ВЮ, (т) КК, (7—7) + КК, (7+7) 3 К?К, (т). 
Приравнивая т = 0, находим дисперсию процесса 


Р.= р, + КК.(-—Т)-+ КЕ, (Г) К?Р”, = (1 + К?) р, +-2КК, (Г) = 
= 0,11 + А? +2Кг, (Т), 


где х (Т) = В, (Г/Р „ — нормированная корреляционная функция про- 
цесса х (ї) (напомним, что в данном примере М [х (2)1 = 0). 

При замене сумматора вычитающим устройством знак плюс перед сла- 
гаемым 2Кг, (ТГ) должен быть заменен минусом. 

Если задержка Т значительно больше интервала корреляции процес- 
са х (№, что гх (Т) +0 и РЭ, = р, (+ КЭ). 


4.6. УЗКОПОЛОСНЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС 


Краткое описание свойств гауссовского шума, сформированного из бе- 
лого шума вырезанием относительно узкой полосы частот, было дано в $ 4.4. 
Там отмечалось, что каждая из реализаций подобного случайного процесса 
имеет вид почти гармонического колебания 


х (= А (0) соѕ [оу  @ (01 = А (0) созф (0), (4.60) 


все параметры. которого — огибающая А (1),- фаза 0 (1) и частота о (В — 
являются слуҷайными медленно меняющимися функциями времени. 

При представлении шума в форме (4.60) предполагается, что огибающая 
А (1) отвечает соотношению 


А-У, | (4.61) 


где у (1) — функция, сопряженная по Гильберту исходной функции х (0), 
а ®, выбрана таким образом, что фаза Ө (?) не содержит слагаемого, линейно- 
зависящего от Ё. 

В этом смысле нет различия между случайным и детерминированным 
процессами (см. $ 3.9). Дополнительно этот вопрос рассматривается в $ 4.7. 

Дальнейшее рассмотрение основано на допущении, что спектральная 
плотность шума х (1) сконцентрирована в узкой по сравнению с величиной 
о, полосе, причем функция У, (о) в указанной полосе симметрична относи- 
тельно точки ®, (рис. 4.13, а). 

Рассмотрим стационарный эргодический процесс с нормальным законом 
распределения вероятностей. Здесь необходимо подчеркнуть, что ‘указанное 
распределение характеризует физическое колебание х (1), т. е. мгновенное 
значение колебания (в любой момент времени В. Параметры же колебания: 
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А (1), 9 (ди о (1) = р/а? — обладают законами распределения, существен - 
но. отличающимися от нормального". Для полного описания свойств узко- 
полосного процесса требуется знание законов распределения, а также кор- 
реляционных функций всех параметров колебания. 


1. ОГИБАЮЩАЯ 


Представим высокочастотное колебание х (1), определяемое выражением 
(4.60), в виде двух квадратурных колебаний: 


х (0 = А (1 соѕ Ө (1) соѕ ої — А (И ѕіп Ө (1) зт ®оё = А, (В соѕ оѓ — 


— А, (Ё) ѕіп ө. (4.60) 
Здесь, как и в $ 3.5, 
А, (0) = А (1 соѕ Ө, А, (0) = А (0) ѕіп Ө (4.62) 


представляют собой амплитуды соответственно косинусной и синусной со- 
ставляющих колебания х (№), причем 


А =У 4: (0) БА? (0), Ө (0) =агсв А, /А,. (4.63) 


Для отыскания плотностей вероятности рд (А) и ре (6) требуется зна- 
ние соответствующих плотностей р (А,) и р(А.), а также совместной плот- 
ности вероятности р (А,, 4,). 

Плотности р (А,.) и р (А,) можно определить, сопоставив случайную 
функцию А, (В (или А, (01 с функцией х (0): 


х (0) = А (0 соѕ [оі + Ө (01, А, (0) = А (0) соѕ Ө (0). 


Отличие А, (2) от х (1) заключается в исключении слагаемого ®оЁ из 
аргумента косинуса. Как и для детерминированного колебания, это означа- 
ет сдвиг спектра каждой из реализаций случайного процесса на величину 
оо (В направлении к нулевой частоте при сохранении структуры спектра). 
При этом сохраняется и закон распределения случайной функции х (2). 
Поэтому, если процесс х (1) гауссовский, то и процесс А, (Ё) гауссовский 
(оба процесса с нулевым средним). 

Спектр Уд, (62) (рис. 4.13, 6) случайной функции А, (ё) можно полу- 
чить из спектра функции х (#) сдвигом на ®, левого лепестка и на —о, пра- 
вого лепестка спектра №, (®) (рис. 4.13). 

В результате получается спектр 


Ид, (0) 210, (ә, 9), (4.64) 


%& 


а) 


Рис. 4.13. Спектры: Ил. (@)=2И, (+9) 


а) узкополосного процесса с цен- 

тральной частотой 0%; 6) косинус- 

ной составляющей комплексной == 
огибающей 


1 Это вытекает из нелинейной зависимости параметров А, ди ®отхии. 


группирующийся вблизи нулевой частоты. Коэффициент 2 учитывает! 
сложение мощностей, приходящихся на оба лепестка №, (®). 

Аналогичные рассуждения используем для случайного процесса А, (0) 
и его спектра 


Уд. (62) = 210 „(ә -- 9). 

Из этого выражения и рис. 4.13 вытекает, что площадь под кривой 
И, (о) (в двух лепестках) совпадает с площадью под кривой Ул, (©) [или 
Уд. (©)]. Следовательно, дисперсии случайных функций А, (9, А, (0 
их (0) одинаковы: о?д = од, = 03. 

При учете первого выражения (4.63), из которого вытекает равенство 
А? (0 = А? (0) - А? (1), приходим к следующему выражению для средне- 
го квадрата огибающей (из-за некоррелированности квадратур): 


(А?) = А? (0) = ра, -Ра, =2р0, == 205. (4.65) 


Итак, одномерные плотности вероятности случайных функций А, (№) 
и А, (Г) можно определить выражениями 


р(А‹) = ео З ) 


У 2” Ох Зах 

1 Е. 
А) = ехр| —— №). 4.66 
У р 2) (8.90) 


Кроме того, взаимная корреляция между функциями А, (Ви А, (1) 
равна нулю при т == 0. Действительно, возводя выражение (4.60) в квадрат 
и усредняя по множеству, получаем 

М [х2 (0) == МТА, (0) созо —– А, (0) ѕіп о? = М [А (0) соѕ? о, + 

4 М [А2 (0)] зіп? ооё —2М (А, (0) А, @)] ѕіпоуѓсоѕ о, Е. 

Но левая часть этого выражения равна Ю, (0) = ЮР, кроме того, 
МТА? (01 = М 142 (91 = р, = Кд, (0), а МИА, (д А, (91 = Адад, 0) 
является взаимной корреляционной функцией случайных процессов А. (0) 
и А, ({) при т = 0. Следовательно, предыдущее равенство приводится к виду 

Кх (0) = ВА, (0) — Калол, (0) зп 2007 =05— Ка, д, (0) ѕіп 20, Е, (4.67) 


из которого вытекает, что Ад д, (0) = 0 [поскольку процессы х (Ви, (д) 
стационарны, равенство (4.67) должно выполняться в любой момент време- 
ни]. 

Итак, А, (и А, (0), отсчитываемые в один и тот же момент времени, — 
статистически независимые величины”. Поэтому совместную плотность ве- 
роятности р(А., А,) можно определить выражением 


| дё 48 
р (Ах, А.) == р (Аз) р(А,) = 5 ехр =) — 


1 5 ехр(— А. } (4.68) 


2пох 20% 


1 В случае детерминированного АМ колебания (рис. 3.9) при переходе от спектра 
За (©) к спектру 54 (©) у удваивается спектральная плотность напряжения (или тока), 


что приводит к учетверению спектральной плотности энергии, пропорциональной 
5% (о). В данном случае мощность случайного процесса всего лишь удваивается из-за 


некогерентного суммирования спектров от обоих лепестков \» (©). 
? Это положение вытекает также из соотношения (4.65), показывающего, что 
средний квадрат огибаюшей А (2), т. е. Рд, является аддитивной суммой средних квад- 


ратов функций А, (0) и А, (0). 
]28 


Рис. 4.14. К определению двумерной Рис. 4.15. К определению двумерной 
плотности вероятности квадратурных со- плотности вероятностей модуля и аргу- 
ставляющих комплексной огибающей мента комплексной огибающей 
узкополосного процесса 


Вероятность того, что конец вектора А (1) лежит в элементарном прямо- 
угольнике 44,24, (рис. 4.14), равна произведению вероятностей пребыва- 
ния 4, в интервале АА. и А, в интервале ЯА, : 


4% \ 


1 
т) 4А. ЧА, 


р (Ао) аА,р (А) аА, = оло ехр (- 


При переходе от прямоугольных координат к полярным площадь за- 
штрихованного на рис. 4.15 элемента будет А4044, а вероятность пребыва- 
2 


ния конца вектора в этом элементе равна 5—5 ехр (— ==) АавдА. 
х х 


Из этого выражения следует, что двумерная плотность вероятности 


А А? 
р(А, Ө) == лой ер г) (4.69) 


Интегрируя по переменной Ө, получаем одномерную плотность вероят- 
ности 


л 


ра (А) =  р(А, 0) 40 = 


—л 


А А? 
7з ехр ( — я ) 0< А < оо. (4.70) 


Обоснование пределов интеграла приводится в следующем пункте дан- 
ного параграфа. 
аспределение огибающей, характеризуемое плотностью вероятности 
(4.70), называется распределением Рэлея (рис. 4.16). Макси- 
мальное значение функции ра (А) получается при А = ох. Это означает, что 
А = ов, является ‘'наивероятнейшим значением огибающей. 
Среднее же значение (математическое ожидание) огибающей 


== И = с. (4.71) 


Рис. 4.16. Распределение Рэлея 


129 


—— ыы. ано аач к А а ано ано нн 


АТА ТО 
| 


р а а нь ление А а чаше Д л л соо а щие не намә аә алә өлыасцо әаснариь тии сеты моим да чаше 


Рис. 4.17. Ширина шумовой дорожки для узкополосного нормального шума при веро- 
ятности превышения границ около 1% 


Аналогично средний квадрат огибающей 
М [АЗ =| А?рл (А) 4А = 


А? 


= т [А ехр | =. \ аА = 202. (4.72) 
0 


Этот результат совпадает с (4.65). Таким образом, средняя мощность оги- 
бающей равна удвоенной дисперсии шума. Это аналогично соотношению 
между квадратом амплитуды А, и средней мощностью гармонического коле- 
бания а (# = А, соѕ оѓ, равной а? (4) = М. А8. 

Вероятность того, что огибающая А (ї) превысит некоторый заданный 
уровень С, определяется формулой 


оо 


Р(А2> О) = | ра (А)4А = 
А 


(- 


а вероятность того, что огибающая А ({) будет ниже уровня С, — формулой 
Р (А< С) = 1 — ехр (— С?/20?). (4.74) 


Из этих формул видно, что уже при С = 36, вероятность превышения 
уровня С составляет всего лишь около 1 %. Поэтому можно считать, что 
ширина шумовой дорожки, фактически наблюдаемой, например, на экране 
осциллографа (рис. 4.17), не превышает (5 ... 6) с,. 

Этот результат, естественно, близок к данным, приведенным в $ 4.2 
для шумовой дорожки широкополосного гауссовского процесса (со спектром, 
примыкающим к нулевой частоте). 

Ковариационная функция огибающей узкополосного нормального шу- 
ма [13] определяется по формуле, которую приводим без вывода: 


А? С? 
25 } ЧА--ехр(— : ) (4.73) 


Ка) = {1 (55) о 
+У [| г2л өр (4.75) 


п==2 
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Здесь Го (т) представляет собой огибающую нормированной корреляционной 
функции шума х (1), т. е. функции, определяемой выражением (при х = 0) 


г. (т) = А, (©) /0х =, (т) с0з вт. (4.76) 


Так как г < 1, то ряд (4.75) быстро сходится. Поэтому можно ограни- 
читься первыми двумя членами: 


Ка (т) а лох | + + ђ (9. (4.77) 


Применяя к Кд (т) преобразование Фурье (см. (4.38)|, находим спек- 
тральную плотность мощности огибающей 


2 ро 
Ил (0) = 32% 216 (9) 72. р | 28 (дет ат. (4.78) 


— оо 


Из выражения (4.78) видно, что спектр огибающей примыкает к нулевой 
частоте. Первое слагаемое в правой части (4.78) соответствует постоянной 
составляющей огибающей, а второе — сплошной части спектра. 

Примеры применения формул (4.75)—(4.78) приводятся в $ 11.3—11.5. 


2. ФАЗА 


Интегрирование двумерной плотности вероятности р (А, 6), определяе- 
мой выражением (4.69), по переменной А дает одномерную плотность ве- 
роятности фазы 


1 Р А? 
мо |до (а) 4 


276 х 

1 | Аз \ 

о | ехр (— о О о <<. (4.79) 
у - х 


Этот результат согласуется с пределами интегрирования в (4.70). 
Заметим, что из представления р (А, 0) [см, (4.69)1 в виде произведения 
А А? 
0 — — т-= 
р(А, 2ло? ехр 20 | 


= |5ғе(~ А. 1( )} = рл (А) рә (9) 


252 97 


непосредственно вытекает статистическая независимость случайных величин 
А и Ө. Как и в отношении А, (Й и А, (2), это справедливо при отсчете А (0) 
и 0 (2) в один и тот же момент времени [см. замечание к (4.67)1. 

Соотношения (4.70) и (4.79) позволяют сделать следующее общее за- 
ключение: произведение вида х = А соѕ Ө, в котором А и Ө — независимые 
случайные величины, причем А распределена по Рэлею, а 9 равновероятна 
в интервале (—л, л), обладает нормальной плотностью вероятности. 

Условие узкополосности процесса х (4) не обязательно; необходимо лишь, 
чтобы А и Ө были связаны соотношениями (4.63). 

Корреляционная функция фазы 0 (№ определяется выражением [13] 


Кө (т) == го (т) Е п (т) -|- = гў (1) 4- ... (4.80) 
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При т == 0 ряд сходится к л?/3, т. е. дисперсия фазы равна л?/З. Действитель- 
но, при распределении (4.79) 


Де = { өзое (0) 46 = (= 4.81 
в = ( ре (0) == (=) = ———, (4.81) 


—п —л 
3. ЧАСТОТА 


Основываясь на выражении (4.60), мгновенную частоту шума можно за- 
писать в форме 


а . 
сое 


откуда видно, что закон распределения мгновенной частоты определяется 


распределением производной фазы 0 
Приведем без вывода [14] выражение для плотности вероятности слу- 


чайной величины Ө 


ё \3/21-1 
об = | 2л (1 + ) І (4.82) 


(Лоэк)?, 


где Лозк — эквивалентная ширина спектра узкополосного процесса, опре- 
деляемая выражением 


(Аюк)? = ( (0 .—- 00)? № (о) до | { У (о) до. (4.83) 
0 0 


Последнее выражение эквивалентно формуле 


го (т 

(Док)? = — Чт (®)_ , 
41? |0 
где Го (т) — огибающая нормированной корреляционной функции процес- 
са, обладающего спектром 1\7 (о) [симметричным относительно центральной 
частоты |. 

График функции р (0) изображен на рис. 4.18. Среднее значение абсо- 
лютной величины |9| равно Аю. к. 

Рассмотрим в качестве примера случай, когда энергетический спектр 
№ (©) равномерен в полосе частот А при центральной частоте оо. Нор- 
мированная корреляционная функция в соответствии с выражением (4.44) 


ѕіп Аюот Ут Аюот Ут 
г (т) = "~ = СОЅ 00Т, а Го (т) — 2—20. = ХПИ 
Доот Лоот у 


Дважды дифференцируя последнее выражение по т, находим го (т) == 
— 08 5іп у — 29? соѕ у-- Зу т у 


До эк (@) = (Лоо)? у" 
При т 0 и у 0 получаем 
0) = — 2 (Аа) (4,83) 


Доо, — И —п (0) = Ао 3. (4.83”) 
Итак, для шума со спектром, 
равномерным в полосе (—Ав,, Ав, ) 


Рис. 4.18. Плотность вероятности 4 
производной фазы гауссовского слу- (см. рис. 4.9), среднее значение [9] 


чайного процесса равно А®,/У З. 
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4.7. КОМПЛЕКСНЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС 


Пусть задан действительный стационарный случайный процесс х (й) 
со спектром \Ӯ „ (о). В теории случайных процессов доказывается, что если 
х (8 дифференцируем в среднеквадратическом смысле так, что выполня- 


ется условие № о? И, (о) до < оо, то кх (1 можно применить интеграль- 


— о 


ное преобразование 


ху (0) = \ < дт, 


л т—/ 
причем интеграл также понимается в среднеквадратическом смысле. 
Определенный таким образом случайный (стационарный) процесс х; (#) 
по отношению к х (#) является сопряженным (по Гильберту), а процесс 


2 (0) = х (дах (9 (4.84) 


является комплексным случайным процессом. 

Применение понятия комплексного случайного процесса особенно по- 
лезно при рассмотрении узкополосных процессов. Если х (1) можно пред- 
ставить в виде х (# = А (4 соѕ [0 + 0 (21, где А (0) и (2) — случайные 
функции, то, как и для детерминированного аналитического сигнала 
(см. $3.10), х, (0) == А (А ѕіп [0,4 + Ө (ОТ и 


2) = А (0) ег +0 (01, | (4.85) 


Поясним физический смысл этого понятия на модели (рис. 4.19), ана- 
логичной использованной в гл. З модели формирования детерминированно- 
го аналитического сигнала (см. рис. 3.29). 

Пусть узкополосный стационарный шум со спектром Ў, (®) поступает 
на выход по двум каналам: прямому и через фазосдвигающее, звено с харак- 
теристикой Фф (®) = —90° (в полосе шума). Различие между процессами 
х (Пил, (#) обусловлено лишь влиянием фазосдвигающего звена. Амплитудно- 
частотная характеристика этого звена равна единице, следовательно, спек- 
тры мощности процессов х (1) и х; (№) одинаковы: (0) = №, (о). То 
же относится к корреляционным функциям 


К. = А. (0) =-— { №, (о) ет до 
27 СА 
и к дисперсиям 


о? = 0 = №, (0) = (№, (о) йо. 
9л 


(Имеются в виду процессы с нулевым средним.) 

Найдем теперь спектральную и корреляционную функции совокупно- 
сти процессов х (1) и. х; (8. 

С этой целью выделим одну из реализаций процесса х (#) и обозначим 
через Хһт (о) спектральную плотность отрезка А-й реализации с конечной 


(+) 


Рис. 4.19. Формирование 200 =, (1) 


случайного. аналитического @)=-90° 2, (@) 
процесса 
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длительностью Т (см. $ 4.3). Этот же отрезок #-й реализации на выходе кана- 
ла со звеном ф (©) = — 90° будет иметь спектральную плотность Х;,һу (0) = 
= Хьг (0) е! = —і Хт (0) при о> 0 и {Хь (0) при о < 0. 

Рассматривая совокупность отрезков хат (Ё) и жьт (#) как сумму квад- 
ратурных колебаний 


227 (0) = хьт() ит (0, 


можно определить спектральную плотность отрезка 2»т ({) следующим обра- 
зом: 
при о> 0 


2.т(о) = Х.т (6) И —іХ ьт (0)] ==2Х,т(0); 
при «< 0 
Рьт (©) = Хьт (о) (Хт (о) =0 


На .основании этих равенств можно утверждать , что хуһт (Ё) является 
по отношению к хһт (1) функцией, сопряженной по Гильберту (см. $ 3.9) и, 
следовательно, при определении спектра и корреляционной функции ана- 
литического случайного процесса (4.84) исходить из выражений, аналогич- 
ных (3.87) и (3.95), выведенных в $ 3.10 для детерминированного аналитиче- 
ского сигнала. 

Переходя в выражении (3.87) от спектральной плотности $, (є) колеба- 
ния (напряжение, ток) к спектральной плотности №, (о) средней мощности 
исходного колебания х (1), получаем 


(а, (©) при ө2> 0, (4.86) 


у о) = 
{ при «< 0. 

Применяя теорему Винера — Хинчина [см. (4.39)|, находим корреляцион- 
ную функцию аналитического случайного процесса 


Ю, (т) = — 1} 4 (о) ет до =4— Г № ‚ (©) соѕ ютаю -|-. 
0 


0 


4-4 а=. | (о) ѕіп от до. (4.87) 


Это выражение совершенно аналогично выражению (3.95). Как и для 
детерминированного аналитического сигнала, Ю, (т) — комплексная кор- 
реляционная функция. Действительная часть этой функии совпадает с уд- 
военной корреляционной функцией исходного процесса х (1), т. е. с 20, (т), 
а мнимая часть учитывает взаимную корреляцию процессов х (В и х, (2). 

Комплексный характер корреляционной функции Ю, (т) обусловлен 
тем, что спектр /, (т) несимметричен относительно оси о = 0, т. е. сущест- 
вует только в области ® >> 0. 

При т == 0 мнимая часть в соотношении (4.87) обращается в нуль, что 
означает некоррелированность процессов х (?) их, (Ё в один и тот же момент #. 

По аналогии с выражениями (3.96) можно написать 


В, (1) = 2, (1) +28, , (т). (4.88) 
где 
Юн (т) 21 [ 0, (о) этот ат. (4.89) 
2х у 


Характер взаимной корреляционной функции К. (т) определяется 
формой энергетического спектра процесса №, (о). 

При т = 0 ДК», „ (0) = 0 и, следовательно, средняя мощность аналити- 
ческого случайного процесса 


р, =02 = В, (0) =2Ю, (0) = 20, (4.90) 


Очевидно также, что средние мощности процессов х (1) и х; (0) одинако- 
вы: О, = р,.. 

Проиллюстрируем свойства корреляционной функции Вх, х (т), входя- 
щей в выражение (4.88), на примере, когда исходный узкополосный анали- 
тический процесс х (2) обладает спектром прямоугольной формы при централь- 
ной частоте оу и полосе ©, < о,. Подобный спектр показан на рис. 4.9 
(двойная штриховка). ` 

Приравнивая в (4.89) №, (о) = №, (о) и интегрируя в пределах от 
оо — 9/2 до оо + 9/2 получаем 


М0, зіп(о, т/2) . ѕіп (917/9) 
т) = 0—1. пит = В 
Кал (0) эл 9,1/2 0 х 017/2 


Здесь через №, = \,2Ё, обозначена дисперсия исходного процесса х (2). 

В данном примере огибающая ѕіп (0,7/2)/(0,7т/2) взаимной корреляцион - 
ной функции 2, „ (т) совпадает с огибающей корреляционной функции 
Р, (т) [см. (4.44)]. Различие между двумя этими функциями заключается в 
фазах высокочастотного заполнения [соѕ хот в Ю, (т) и ѕіп от в Й, х (7)1. 

Прит= 0 №, (т) = 0 — процессы х, (й) и х (0) в один и тот же мо- 
мент времени некоррелированны. Однако при от = л/2 т =:л/200 = 1/4 — 


— функция Ё, х (т) = 1/4, = Р „ ѕіпс (= =). При Еф «< 1 эта функ- 
0 
ция достигает максимального значения, близкого к П, .= 62. 


5іП 00 т. 


4.8. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
СИГНАЛОВ. ПРОСТРАНСТВО СИГНАЛОВ 


Рассмотренные в $2.2 способы разложения произвольных сигналов по 
заданной системе ортогональных функций можно вывести из общей теории 
линейных пространств, составляющей один из разделов высшей алгебры. 

Действительно, пусть сигнал $ (1) с конечной энергией Э представлен 
в виде обобщенного ряда Фурье (2.14): 


т 
$ (0) = У Сп Фи (1). (4.91) 
п== 1 
Предполагается, что первые т слагаемых ряда обеспечивают требуемую 
точность представления сигнала $ (2). 

В $2.2 были установлены следующие соотношения между энергией Э, 
нормой функции $ ({), обозначаемой ||$]|, и спектральными коэффициентами 
с, (действительного сигнала): | 

Э = || 2 = | 52 (0) 4 (4.92) 

т 
т 
|Р = 5, [с [2 Фа 10. (4.93) 
п = 
В этих выражениях | обозначает интеграл по интервалу времени 7, 
Т 
а ||, |1 — норму базисной функции Фф» (2). 
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Выражение (4.93) ничем не отличается от известного из векторной ал- 
гебры определения нормы вектора $ в т-мерном линейном (векторном) 
пространстве. Это позволяет поставить в соответствие сигналу $ (1) вектор 
$, проведенный из начала координат в соответствующую точку пространст- 
ва. При этом слагаемое с„ф» (В должно трактоваться как проекция вектора $ 
на п-ю ось системы координат. 

При использовании ортонормированной системы, когда ||ф„|| =1, 
выражение (4.93) принимает вид 


112 =191-= № 1с, =5. (4.937 


п== 1 


В этом случае ||Ф,, || является нормой единичного вектора (орта), опре- 
деляющего направление л-й оси системы координат, а вектор сигнала $ (й) 
можно записать в виде вектора-строки 


5 = (01, с, ..., са}, (4.94) 


В этом смысле можно говорить о пространстве, каждый элемент кото- 
рого является вектором, представляющим определенный сигнал; можно так- 
же говорить, что каждая точка в пространстве сигналов, являющаяся кон- 
цом вектора, проведенного из начала координат, соответствует определен- 
ному сигналу. 

Длина вектора (норма), как это вытекает из (4.93'), равна 9Э!/?. 

Следовательно, всем сигналам с одинаковой энергией Э, независимо 
от их формы, соответетвуют точки, расположенные на многомерной сфере 
радиуса Э!/2. 

Пространство сигналов является функциональным, поскольку каждый 
его элемент характеризуется не мгновенным значением $ (1), а некоторым 
функционалом от $ (й). К таким функционалам относятся, например, энер- 
гия сигнала 9 = { [5 (#2? аи спектральные коэффициенты 

Т 


=] (0) Ф (04 


Для иллюстрации понятия «пространство сигналов» удобна базисная 
функция вида ѕіп х/х (ряд Котельникова), когда коэффициентами ряда 
(4.91) являются отсчеты самого сигнала $ (1) в моменты времени # = пАЕ 
(см. $2.15), так что выражение (4.94) принимает вид 


$ = {5 (АВ, $ (241, ..., $ (пА\}. (4.95) 


Этот частный случай интересен тем, что координатами сигнальной точ- 
ки (конца вектора $) в пространстве сигналов являются отсчеты сигнала 
$ (#) в дискретные моменты времени # = пДЕ. 

Множество функций $5 (#), для которых норма (4.93) ограничена (сигна- 
лы с конечной энергией), называются пространством /?. Если такие сиг- 
налы определены на интервале Т, то используется обозначение /? (Т). 

Для передачи сигналов по каналу с помехами, а также для разрешения 
сигналов основное значение имеет не положение сигнальной точки в про- 
странстве сигналов, а расстояние между точками, представляющими раз- 
личные сигналы. Для выяснения смысла термина «расстояние между сигна- 
лами» воспользуемся известными свойствами скалярного произведения век- 
торов. : 

Пусть имеются два вектора Х, Ү, заданные своими координатами, со- 
ответственно о, @,, ..., @т и Ву Во, ·..., Вт: Х = {0, а, ..., @т}, У = 


— {В1, В», ..., Вт}. 
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Скалярное произведение (Х, У) определяется выражением 


(Х, = У а, В,. (4.96) 


п=1 


С другой стороны, (Х, У) желательно выразить через функции времени 
х (0, у (0, соответствующие векторам Х, У. 
Из векторной алгебры известно соотношение 


(Х,У) = | х (Ви (1 й. (4.97) 
Т 


В справедливости этого соотношения нетрудно убедиться подстановкой 
т т 


в (4.97) х (0) = х алф (иу (0) = > Ваһ (0. 


После перемножения сумм получим два вида слагаемых: с одинаковыми 
и с разными индексами. В силу попарной ортогональности базисных функций 
слагаемые второго вида после интегрирования обращаются в нуль. Интегри- 
рование слагаемых первого вида приводит к выражению (4.96). 

Учитывая, что правая часть равенства (4.97) есть не что иное, как вза- 
имная корреляционная функция детерминированных сигналов х (0) и у (0 
(при сдвиге т = 0) [см. (2.134)], приходим к важному результату 


(Х, У) = Вху (0) = У п В». (4.98) 


П == 1 


Из этого соотношения следует", что если сигналы взаимно некоррелиро- 
ванны [Ву (0) = 0], то соответствующие им векторы ортогональны [(Х, У) = 
]. 


В частном случае У = Х выражение (4.98) дает равенство 


(Х, Х)= В, (0) = У а |х|, (4.99) 


п=1 


т. е. квадрат нормы вектора Х совпадает с определением корреляционной фун- 
кции сигнала х ({#) (при т = 0). 

На основе приведенных выше соотношений нетрудно определить рас- 
стояние й, между двумя сигнальными точками в пространстве сигналов 
как норму разностного вектора Х—У\: 


а =ИХ—У|. 

Квадрат этой нормы в соответствии с (4.99) равен скалярному произ- 
ведению вектора Х—У на вектор Х—У 

а =||Х —Ү |2 =(Х —У, Х—У). 


Для скалярного умножения векторов верен распределительный закон, 
т. е. 


(а, Б -|- с) = (а, Б) -- (а, с). 
Следовательно, 
ху == (Х, Х\-+ (У, У) —(У, Х) —(Х, У) =9, 1-9, — 29... 
т Напомним, что символами В, (т) и В, , (1) обозначены соответетвующие функ- 


ции детерминированных сигналов. 
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С учетом (4.98) и (4.99) получаем 


Ы у з= Вых (0) + В,, (0)--2В,., (0) = 
А х =9.-+9,—29.„, (4.100) 
м Ф 
/ 0 2 МИ | , 
хе где Э,, — «энергия взаимодействия». 
82 0 х Из (4.100) видно, что расстояние 
> \_ между сигнальными точками, соответ- 
а А7 Ф р ствующими сигналам х (В и и (4, зави- 
А сит как от энергии каждого из сигна- 
9 З лов, так и от взаимной корреляционной 
нкции Ву, (0). 
Рис. 4.20. К определению расстояния фу У 
между двумя ортогональными сигна- Известно, что скалярное произве- 
лами дение можно записать в форме 


(х, У) = ХЧ 1 созу. 


где ү — угол между векторами Х и Ү. Таким образом, 


<, _ (4.101) 


05 ү = . 
ХУ ҮП 


Используя формулы (4.98) и (4.99), записываем последнее равенство 
следующим образом: 


в (0) нЕ 4.102 
соѕ ү = э!/2 эІ/? = э эі? ° (4.108) 


Итак, расстояние между сигнальными точками и угол между соответст- 
вующими им векторами полностью определяются энергиями сигналов х (0), 
у (Г) и энергией взаимодействия между ними. 

Проиллюстрируем эти свойства на простых сигналах. На рис. 4.20, а 
изображены два отрезка косинусоидального колебания одинаковой дли- 
тельности Т, но с различными (кратными) частотами. Энергии сигналов: 

= А#Т/2 и Э, = АҘТ/2. 

Оба сигнала представлены в т-мерном пространстве [? (7). Длитель- 
ность сигналов равна целому числу периодов, так что взаимная корреляци- 
онная функция В,,„, (0) = 0 и, следовательно, сигналы $ (В и $» (#) ортого- 
нальны. Применяя формулу (4.100), находим 


@.,=9,+9,= = (4% + АЗ) =9,(1 + АЗ/А%), 


Ч, = 31/2 (1 ДЗЗ). 


Вследствие ортогональности функций $; (#) и $» (1) угол между вектора- 
ми $; и $, равен л/2 [см. (4.102)]. Положение сигнальных точек / и 2 (отме- 
ченных кружками) в пространстве сигналов показано на рис. 4.20, 6 (поло- 
жение точки 0 выбрано произвольно). 

Рассмотрим теперь два сигнала с одинаковыми амплитудами и частота- 
ми, но с различными начальными фазами 


$1 (0) -= Ао соѕ в, || < 7/2, 
52 (2) -= А, соѕ (оѓ —0,), |# | < 7/2. 


Как и в предыдущем примере, Т равно целому числу периодов колеба- 
ний $1 (№ и $» (0); энергии одинаковы: Э; = Э, = АҘ Т/2. 
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Взаимная корреляционная функция 


т/2 т/9 
В, , (0) = | $1 (0) $ (0 4 = Аё | соѕ оѓ. соѕ (07 — 0.) 4! = 
Ту? іту 
= АТ соз Ө. 


Рассмотрим частные случаи 0, = 0, л/4, л/2 ил. 
1. 9, = 0; В, з, (0) = А Т/2=Э; й, з, == 0; СОѕ ү == 1; у = 0; 
Сигнальные точки [и 2 совпадают. 


2. = л/4; В.а, = 1 а 91— 


2 у2 ут 
1, = 29, --2В,,,, (0) =29, (1--1/И 2 )- 0,293; а,,,, = 0,541; 
соѕ у= В :, (0/9, = ИИ 2; үз л/4. 
3. 0, =л/2; В,,,, (0) =0; б. 29; а, =И 2 ЭШ; соѕ у==0; ф-=л/2. 
4. Ө, =л; Ву (0) = —9Э,; 4. =29,—(—-29,) = 49); 4, =291/; 


соѕ = — 1; ф= Л. 


Из рассмотренного примера вытекает, что при заданной и одинаковой 
энергии двух сигналов любое различие в их форме не может увеличить рас- 
стояние между сигнальными точками более чем до 251/? (это вытекает также 
из того факта, что сигнальные точки при заданной энергии сигнала распо- 
ложены на многомерной сфере радиуса Э!/?). 

В заключение найдем смещение сигнальной точки, соответствующее сдви- 
гу сигнала во времени на т. Для этого требуется определить расстояние меж- 
ду сигналами $ (№ и 5 (1 = $ (# — т). 

В данном случае 


В.,,, (0) = | з, (0 5 (0 0 = | 5, (0 5, (1—1) 41 = В, (т), 


— о — о 


где В. (т) — корреляционная функция сигнала $; (1. 
По формуле (4.100) находим 


4. з, = {2 [В+, (0) -— Вх, (1. 


Если под $, (1) подразумевается, например, импульс с длительностью 
ти, ТО при т >> т, корреляционная функция В,, (т) = 0 и а,,,, = [2В,, (0)1'/2. 
Иными словами, неперекрывающиеся во времени сигналы  ортого- 
нальны. 

Применение к сигналам теории векторных пространств оказывается по- 
лезным, в частности, для синтеза цепей, подчиняющихся обобщенному прин- 
ципу суперпозиции. Этот вопрос рассматривается в гл. 16. 


4.9. ПРОСТРАНСТВО СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ 


Пусть рассматривается стационарный случайный процесс с дисперсией 
ПӘ, заданный на отрезке времени 0 < #< Т. Без утраты общности рассмо- 
трения положим М (х) = 0. 

При представлении ансамбля реализаций в пространстве /? (Т) каждой 
из реализаций можно поставить в соответствие свою сигнальную точку, от- 
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стоящую от начала координат на расстоянии А» == Э/4> (см. предыдущий па- 
раграф). Энергия Эт, изменяется от одной реализации к другой случайным 
образом, а среднее значение (математическое ожидание) энергии Эх = 0 Т. 

Совокупность всех сигнальных точек образует сложную многомерную 
поверхность, тем больше отличающуюся от сферической, соответствующей 
среднему радиусу Ко = ЭН, чем `больше дисперсия Дэ == 053 случайной 
величины Эүһ. 

Для оценки величины 03 составим выражение для энергии А-й реализа- 
ции процесса х (1) 

Т 


Эг, = | х (Р) а= Аі р] х2 = Ді у Ип, (4.103) 


0 п= 1 


где т — число отсчетов, определяющих ‚функцию к (1) на отрезке Т = 
= тАЕ (см. $ 2.15), а у, = х — отсчеты мощности (мгновенной) реализа- 
ции хь (1) в моменты времени Ѓ = пАЁ. 

Очевидно, что математическое ожидание случайной величины Эуһ 


М (Эт,) = Аі М] М (и) = 41 Ў М (х?\ = Діто?, 

а среднее значение квадрата Эгь в соответствии с (4.103) 
М С Ў | 
стента искомая дисперсия 


= М (9%) (М Эр = У У М (и и) (А0? т? о = 


п== 1 [= 1 


= (Др)? У У [М (у, у) — 0х1. (4.104) 


п=1 [= 1 


Для конкретности будем исходить из нормального распределения про- 
цесса х (1, а также из условия взаимной независимости отсчетов у» = х2 и 
у = х?. Тогда 


М (ук 9) =М (м х?) = М (ха) М (х?) = ох. 


и все слагаемые вида М (у„/;) — 05 при п == / в выражении (4.104) обраща- 
ются в нуль. Остаются слагаемые при п = т, число которых равно т, а 
сами слагаемые имеют вид М (х1) — вх. 


При плотности вероятности р (х) = (1//2ло0,) ехр (—х/202) 
М (х®) = Мо ——1_—— =. | хе"? д = 303, 
Таким образом, выражение (4.104) приводится к виду 


08 = (41)? т. 20+, оэ = Л И т У 202. 


Составим отношение 


бэ _ л т уо 92 /2 
э дя И п. (4.105) 
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Рис. 4.21. Представление в многомер- Рис. 4.22. Представление двух орто- 
ном пространстве сигналов смеси де- гональных сигналов с шумовой поме- 
терминированного сигнала и шумо- ХОЙ 

вой помехи при 027 <Э, 


Использование понятия пространства сигналов эффективно при боль- 
ших базах сигнала т (сотни и тысячи). Из (4.105) видно, что при т» 1 
отношение оэ /Эт настолько мало, что можно говорить о сосредоточении сиг- 
нальных точек в тонком сферическом слое радиусом Р, = ЭЫ? и толщиной! 


слоя около У 2/т Ю о. Таким образом, в многомерном пространстве сигналов 
случайный процесс, отвечающий оговоренным ранее условиям (стационар- 
ность, число независимых отсчетов в интервале Т, равное т), можно пред- 
ставить в виде «тонкостенного» шара с центром в начале координат. 

При совместной воздействии сигнала (детерминированного) и помехи 
(случайного процесса) представление суммарного колебания в пространстве 
сигналов основывается на’ правилах векторного сложения (вычитания), 
изложенных в предыдущем параграфе (предполагается, что сигнал и помеха 
представлены одинаковым числом степеней свободы т). На рис. 4.21 иллю- 
стрируется случай относительно слабой помехи (оТ меньше энергии сигна- 
ла Э,), образующей в пространствехигналов полый шар радиуса ћ, = Ио? 
с центром в точке $, соответствующей сигналу $ (1) с энергией Э,. 

Описанное свойство многомерного пространства сигналов позволяет в 
наглядной форме объяснить преимущества многобазовых сигналов при ре- 
шении задачи разрешения (различения) сигналов на фоне помех. Пусть на 
вход приемного устройства, рассчитанного на обработку двух ортогональ- 
ных сигналов А (Ё и В (1), обладающих одинаковыми энергией, длительно- 
стью и шириной спектра, но различной формой, воздействует смесь, состоящая 
из шумовой помехи и одного из указанных сигналов. 

Положение сигнальных точек А (#) и В (№) в пространстве сигналов пока- 
зано на рис. 4.22. Расстояние между двумя ортогональными сигналами рав- 
но И2 Э1/2 (см. примеры предыдущего параграфа). 

В приемник тем или иным способом закладываются копии сигналов 
А (2) и В (2), так что в отсутствие помехи выходное устройство безошибочно 
принимает решение о том, какой из сигналов поступает на вход. 

При наличи помехи каждый из сигналов А (# и В (1) совместно с поме- 
хой образует в многомерном пространстве сигналов полый шар, как это изо- 


ое (аак. + 248 [2 
Эр — Р, — Р, В) — К ' 
откуда 2АА/Ю,=05/9т = и 2/т. 
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бражено на. рис. 4.22. Если радиусы шаров меньше половины расстояния 
между точками А и В, т.е. “оТ < 1, У? 91/2, возможность безошибочно: 


го различения сигналов практически сохраняется [22]. 


Допустим теперь, что при сохранении неизменными Э, и Т база сигнала 
т уменьшена. Поскольку база сигнала равна 2АЁГ (см. $2.15 и 3.11), это 
уменьшение имеет место ‘при сужении полосы частот сигнала. Расстояние 
между сигнальными точками А и В остается прежним, однако расположение 
сигнальных точек суммы сигнал -- помеха в пространстве сигналов «раз- 
мывается», и тем сильнёе, чем меньше число координат т. Вероятность «пе- 
репутывания» сигналов А (# и В (#) возрастает с уменьшением базы сигнала. 


Глава 5. ЛИНЕЙНЫЕ РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
С ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


5.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СВОЙСТВА АКТИВНЫХ 
ЦЕПЕЙ 


В данной главе приводятся основные сведения о линейных активных цепях. 
Рассматриваются частотные характеристики избирательных цепей, исполь- 
зуемых для различных линейных преобразований сигналов (усиления, 
фильтрации ит. д.). Особое внимание уделяется изучению линейных актив- 
ных цепей с обратной связью, используемых в большинстве современных ра- 
диоэлектронных устройств. , 

В общей теории цепей под активной подразумевается цепь, сэдзржацая 
наряду с пассивными элементами (катушками индуктивности, кондгнсато - 
рами и резисторами} также и источники энергии (генераторы ЭДС или гене- 
торы тока). 

Активный характер цепей радиоэлектронных устройств обусловлен при - 
менением в них усилительных элементов: транзисторов, электронных ламп, 
ламп бегущей волны и т. д. При этом предполагается, что энергия сигнала. 
на выходе активной цепи больше, чем на входе. Для большей определенно- 
сти видоизменим формулировку следующим образом: цепь активная, если при 
гармоническом возбуждении средняя мощность сигнала на выходе больше мощ- 
ности на входе, т. е. коэффициент усиления по мощности больше единицы. 
Из такого определения ясно, что цепь, осуществляющая усиление напряже- 
ния, например, с помощью повышающего трансформатора без усиления 
мощности является пассивной, даже если в нее входят активные элементы со 
своими источниками питания, 

При построении схем замещения активных цепей источники постоян- 
ного тока или напряжения опускаются. На этих схемах активные элементы 
(транзисторы, лампы и др.) отображаются с помощью элементов, параметры 
которых зависят от режима работы и в конечном счете от источников энергии, 
питающих активный элемент. При этих допущениях любой (как активный, 

так и пассивный) линейный четырехполюс- 


1 І |: 
> 2, ник можно представить схемой, изобра- 
Ед Та женной на рис. 5.1. На этом рисунке Е\, 
И 2 Е, | и 1, обозначают комплексные ам- 


плитуды гармонических напряжений и то- 
Рис. 51. Схема замещения линей. КОВ Независимых источников при фикси- 
ного четырехполюсника рованной частоте 0). 
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Четырехполюсник полностью характеризуется соотношениями между 
напряжениями и токами на его входе и выходе. Вид этих соотношений за- 
висит от выбора исходных величин. 

Напомним вкратце основные формы представления четырехполюсников. 

Если исходными являются напряжения Е, и Е», то уравнения для оп- 
ределения токов 1, и 1, записываются в форме 


1, == У Е, + У» Е», 2 = У Е, + У» Е, (5.1) 


или в матричной форме 


ОЧЕ 
| 11 | М | 62 


где [У № у (5.3) 


является матрицей параметров, имеющих смысл и размерность проводимо- 


стей. 
Если уравнение (5.1) решить относительно Е, и Е», то получатся систе- 


мы уравнений 


Е, == 21 1, + 212 1, Е, — 251 |, + 22 1,, (5.4) 
Е, і, 
= [2 , 5.5 
ПЕЕ 59 
1 2 
где [2] -| п = (5.6) 
7 2 


является матрицей параметров, имеющих размерность сопротивлений. 
Исходным уравнениям четырехполюсника, записанным в форме 


Е, = Нин В+Нь Е, ~ Ны ЦЕН» Е», (5.7) 
соответствует матрица параметров 
те [вы в. 58 
На Но 


в которой Н,, имеет размерность сопротивления, Н, — проводимости, а 
Н, и Н, — безразмерные параметры. 
Приведем еще уравнения в форме 


і, = Си Е, + Сто ть, Е, == ал Е, + С» 1,, (5.9) 
которой соответствует матрица 
[6] = Га" с", (5.10) 
а С.» 
где (С; — проводимость; С», — сопротивление, а б; и С»! — безразмерные 
параметры. ` 


В теории усилителей наибольшее распространение получили матрицы 
2-, У- и Н-параметров. Связь между одними и теми же величинами, выражен- 
ными через: различные системы параметров, представлена в табл. 5.1. В 
этой таблице определители АУ, А7 и АН соответствующих матриц опреде- 
ляются выражениями 


АУ = У У», — ҮҮ, А2 = 2125 — 221, . АН = Н.Н, — 
— НН. (5.11) 
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Таблица 5.1 


—————————————ы=—ы—ы=—ы—»—=—ы=—=—“—“м—=—=—=—=—=—=—»—„—=—=—=—=—=—=—=—=ы==——ы=—ые=—“—ы=ы=ы=—=—=—ы—ы=ы==—»—ыеые—»—=ыю=„—=ы=—еые..ь.-_- 


темя, (елан С С обаны рулар он гспотема валах рутама 
11 22 22 11 

У | 2 на | | № а |н | 2а. Уы 
А2 Ни АУ Н, 1,, У 

Үз _Га бы 24 іа. ы Нал = 2. Ғы. 
А2 Н; АУ 2 1,3 У, 

у а АН | | и | 1 А 
%2 42 Н и АУ А и 232 Үц 


Уравнения (5.1), (5.4), (5.7) и аналогичные им.другие уравнения поз- 
воляют построить эквивалентные схемы замещения четырехполюсников. 

На рис. 5.2, а изображена схема замещения!, построенная в соответст- 
вии с уравнением (5.1). На этой схеме оба напряжения Е, и Е, рассматри- 
ваются как напряжения внешних источников. Генератор тока Ү,,Е, учи- 
тывает влияние выходного напряжения Е; на входной ток 1:, а-генера- 
тор тока ҮЕ, — влияние напряжения Е, на выходной ток 
1,. Оба генератора можно рассматривать как зависимые источники, 
так как обеспечиваемые ими токи пропорциональны напряжениям внешних 
источников. Параметр У» имеет смысл взаимной проводимости от входа к 
выходу, а У,» — от выхода к входу. Очевидно также, что У,у есть входная 
проводимость четырехполюсника при Е, = 0, т. е. при коротком замыка- 
нии выхода, а У», — выходная проводимость при возбуждении четырехпо- 
люсника от источника Е, при коротком замыкании входа. 

Эквивалентная схема четырехполюсника, соответствующая уравнениям 
(5.4) и (5.5), изображена на рис. 5.2, 6. На этой схеме зависимые источники 
напряжения 71.1, и 2,1, учитывают влияние 1, на Е, и 1, на Е, со- 
ответственно. Уравнениям (5.7), (5.8) 
соответствует схема замещения, пока- 
занная на рис. 5.2, в. 

Здесь необходимо отметить следую- 
щую особенность активного четырех- 
полюсника: как правило, Уз: == Ү,, или 
23 5 215, Нал зе Н,,. Это означает, что 
активные четырехполюсники необрати- 
мы и, следовательно, принцип взаим- 
ности к активным четырехполюсникам 
неприменим. 

Взаимные проводимости или сопро- 
тивления пассивных четырехполюсни- 
ков, как известно, равны (теорема вза- 
имности). Это позволяет схемы замеще- 
ния, показанные, например, на рис. 5.2, 
аи 6, упростить для пассивного четы- 


т 
Рис, 5.2. Схемы замещения четырех- Наличие общей шины на рис. 5.2 и в 
полюсника, основанные на матрице: ПОСЛедующих аналогичных схемах позволяет 
а) Ү-параметров; 6) 2-параметров: в) н. ГОВОрить о трехполюснике. Это не влияет 
параметров на уравнения цепи. 
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Рис. 5.3. Преобразование схем замещения, изображенных на рис. 5.2, а и б, справедли- 
вое только для пассивного четырехполюсника 


рехполюсника и привести их к виду, при котором зависимые источники 
отсутствуют (рис. 5.3). 

При анализе радиоэлектронных цепей особенно часто приходится иметь 
дело с четырехполюсниками, возбуждаемыми только со стороны входа; под 
выходным напряжением при этом подразумевается падение напряжения на 
сопротивлении нагрузки 4, = 1/Сь, т. е. Е, = — 1,4,. В подобных случа- 
ях нагрузочный элемент целесообразно вводить внутрь четырехполюсника. 

При представлении четырехполюсника с помощью У-матрицы получа- 
ется схема замещения, показанная на рис. 5.4, а, которая отличается от схе- 
мы на рис. 5.2, а только тем, что нагрузочная проводимость О, введена в 
четырехполюсник. Это позволяет рассматривать новый четырехполюсник как 
разомкнутый, у которого ток на выходе 15 = 0. Матрица параметров это- 
го нового четырехполюсника 


У ү 
У =| ‘и 12 5.12 
4 № у”. 012) 


где Үз = Ү,, + С,. 
Второе уравнение (5.1) принимает при этом вид 


І а = У»: Е, -- У, Е =0, 


откуда следует важное соотношение 


Е У Гр (5.13) 
Е; Үү, Үз.-- Оһ 


Рис. 5.4. Введение нагрузочного элемента в состав четырехполюсника 
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Исключив с помощью этого соотношения Е, из первого уравнения 


(5.1), а также учитывая, что Е, = — 1,0., получим отношение токов 
Да У Уы бн. (5.137) 
і, Үз У, –Уз Үз Ау’ ' 


где АУ’ = У)0 (У,, + С,) — ҮҮ — определитель матрицы (5.12). 

При использовании 4-матрицы схема замещения принимает вид, пока- 
занный на рис. 5.4, 6. В данном случае выходные зажимы замкнуты накорот- 
ко (Ез = 0), а матрица параметров 


[2]' — |= 213 | 
21 23, 


где 222 = 2зз + 2. 
Второе уравнение (5.4) при этом приводится к соотношению 


1 2 РА 
т Ёш 2ш (5.14) 
1, 2,5 2534 2н 

а первое уравнение — к соотношению 
Е, —- 231 2н — 221 2н , (5.14) 
Е; 211 2,, — 212 221 Д2' 


где А2' = 2. (25 + 2.) — 2,25 — определитель матрицы 121”. 
Наконец, второе уравнение (5.7) при подстановке Н; = Н,, + С, 
и Е, = — 1,4, (рис. 5.4, в) дает 


0= 5 1: +Н,, Е, == Нд 1. —Н;, 2. 1, 


откуда следует соотношение 


Ва Па На 5.15 
БА 2 (На 4- бн) н 23 На 4-1 (5.15) 


Исключив с помощью этого соотношения | из первого уравнения 
(5.7), получим 


= Ча (5.15') 


Рис. 5.5. Схемы замещения с одним зависимым источником тока (а) или напряже- 
ния (б) (элемент 22 следует заменить на 222—212) 
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Общие уравнения (5.1), (5.4) и (5.7) можно преобразовать таким образом, 
что соответствующие им схемы замещения четырехполюсника будут содер- 
жать только по одному зависимому источнику. 

Так, записав второе уравнение (5.1) в форме 


1. = Ув В, РУ Е + (У У) В, (5.16) 


приходим к схеме замещения, содержащей один зависимый источник тока 
(Ул — Үә) Е, (рис. 5.5, а). 

Аналогично записав второе уравнение (5.4) в форме 

Е, = 43 1 + 2 1+ (2 — 2) |, (5.16') 


приходим к схеме с одним зависимым источником напряжения (25 — 212) 1. 
(рис. 5.5, 6). 


5.2. АКТИВНЫЙ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК КАК 
ЛИНЕЙНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Приведенные в предыдущем параграфе выражения (5.13)—(5.15), за- 
писанные в форме 


ПЕ аа 
Е, У. - Он 21 (252 +2ь) — 12 221 
и, (5.17) 
Ну. (Нз + бъ) — Нз Нә 
К: 18 Тб [Наб Он 5 (5.18) 
[И Уз: (Уз - Сн) — Уз Ул 22 --2н Н2-+Сн 


можно рассматривать как коэффициенты усиления соответст- 
венно напряжения и тока активного четырехполюсника. 

В широкополосных усилителях, как правило, усилительные приборы 
(транзисторы, лампы и др.) обеспечивают (при правильном выборе нагрузки) 
выполнение следующих неравенств: 


С, № Ть, 2. « 2з. (5.19) 


Поэтому при грубой оценке усилительной способности четырехполюсни- 
ка можно исходить из приближенных равенств 


Габе (5.20) 
ТАЕ ~ ра |. (5.21) 


Отсюда следует, что коэффициент усиления мощности (выраженный в 
вольтамперах) 


Кр =|КЕ| | КД а &|— 


Уз = Ка _ А (5.22) 
Оң 222 | ан У: | 


(Здесь использованы соотношения между /,-, 2,з- и У-параметрами из 
табл. 5.1.) 

Из (5.22) очевидна решающая роль параметра Ү,„ (соответственно 
25 и Н) в усилении мощности колебания в активном четырехполюснике. 
Физический смысл этого параметра раскрывается в следующих параграфах 
на примерах некоторых усилительных приборов. 
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При анализе активного четырех полюсника как усилителя важное зна- 
чение имеют такие его параметры, как входное и выходное сопротивления. 
На рис. 5.6 представлена обобщенная схема, содержащая источник сигнала 
Е, активный четырехполюсник и сопротивление нагрузки 7. 

Входное сопротивление (между зажимами 1—1”) легко определить с 
помощью уравнений (5.4) в сочетании с (5.14). 

Подставив 1, из (5.14) в первое уравнение (5.4), получим 


2 


32 


і 71, 7 
Е, = 1, (2:— 5.) == і, А вх» 


откуда 
212 2 2.2 2. 
7. = Ги 12 : п 7 12 291 


2 п 2н. 


22 


(5.23) 


Под выходным сопротивлением четырехполюсника поразумевается со- 
противление между зажимами 2—2’ при Е, = 0. (но с учетом внутреннего 
сопротивления источника сигнала 7,;). Сопротивление 4; рассматривается 
при этом как нагрузка. 

По аналогии с (5.23) при замене 2.1 на 2, и 2, на 2; получаем 


21% 231 

21-2: 
При учете внутреннего сопротивления 2; источника сигнала под коэф- 
фициентом усиления следует подразумевать отношение Е,/Е, = Кв. Этот 


коэффициент можно найти с помощью формулы (5.17) добавлением 0; к 
23 или Н,,. Таким образом, 


(5.24) 


вых — 25 — 


КЕ С—4 Е. == Ёа Ён 2н == 
Ес (2, +21) (2. +2) —212 2 
2 На ОИ 5.25 
(Ни +28 (На Обь) —Нз Ны | (5.25) 
При использовании У-матрицы нетрудно получить выражение 
Е 2. у. 
КЕ = —2.-= — вх о 5.26 
8 Ес 2:--2вх Ү.. Сн ) 


Выбор наиболее удобной для практики системы параметров зависит от 
типа усилительного прибора и схемы его включения. Поясним это на примере 
широко распространенного усилителя на транзисторе, включенном по схеме 
с общим эмиттером (ОЭ) (рис. 5.7, а). 

Особенностью работы транзистора в схеме с ОЭ является управление 
током коллектора с помощью воздействия на ток базы. Кроме того, необхо- 
димо учитывать обратное воздействие выходного напряжения М, ы„ на вход- 
ную цепь. Эти свойства транзистора удоб- 
но описываются уравнениями четырехпо- 
люсника (5.7). В связи с этим в теории и 
технике транзисторных усилителей обще- 
принята матрица Б-параметров, которой 
соответствует схема замещения, показан- 
ная на рис. 5.2, в. 


Рис. 5.6. а«Обобщенная Схема ак Выше было показано, что усилительная 
с с е- . 

том параметров источника сигнала  СПОСОбность активного четырехполюсника 

и нагрузки в основном определяется безразмерным 
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Рис. 5.7. Транзисторный усилитель (а) и его схема замещения (6) 


параметром Н.: (соответственно У» и 2.1). Для усилителя с ОЭ этот пара- 
метр совпадает с отношением токов В = /,//5;. Он входит в паспортные 
данные биполярного транзистора и обозначается символом Ал. 

В соответствии с новыми обозначениями схема замещения! транзистор- 
ного усилителя принимает вид, показанный на рис. 5.7, 6, а формулы (5.17), 
(5.18) запишутся в виде 


Е. | 
Кр 2 Ныә 5.27 
ЕЕ, В. (1 Ои) Ао № (5.27) 
1 ћ С 
К = — но 5.97’ 
О вы бы (5.277) 


Напомним, что А, имеет смысл входного сопротивления база—эмит- 
тер (при коротком замыкании выходной цепи), А, — коэффициент обратной 
связи по напряжению (при разомкнутой входной цепи) и А», — выходная 
проводимость транзистора (при разомкнутой входной цепи). 

В новых обозначениях второе уравнение (5.7) принимает следующий вид 


І, == Иль 15 + А, Е, = 212 1, — Йо вых, (5.28) 
где Ох = 14, = —Е, — напряжение, развиваемое на сопротивлении 
7: = НС. 


Далее, ток базы 1; можно представить в виде отношения Е,/2,,, где 
7х —входное сопротивление транзистора (между зажимами база—эмиттер), 
определяемое формулой (5.23). 


Таким образом, при активных сопротивлениях, когда 2,; = Р,;, 


І А (А.у) Е, — А Увых = 5 Е, — А Увых 5 Е, + Йо» Ез. (5.29) 


Заметим, что если задана характеристика 4; (#5.), то тем самым задана 
и характеристика Її, (ив) = Віз (и). 

Для схемы с ОЭ, как ранее отмечалось, имеет место равенство Ваза, 
поэтому параметр 


ћ ) 1 П 
5 = 08 р. 6 = (5.30) 
Ювх Е; Е; 
можно трактовать как крутизну характеристики 1, (иё) в точке Иб, == 


= (эо. 

На основании выражения (5.29) можно построить схему замещения вы- 
ходной цепи усилителя, показанную на рис. 5.8, а. Символом Р; на рис. 5.8, а 
обозначено внутреннее сопротивление источника тока. Для транзистора в 
усилителе с ОЭ В, = 1/л,,. 


1 Инерционные свойства транзистора этой схемой не учитываются. 
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Из сравнения уравнения (5.30) с (5.1) следует, что введенный выше пара- 
метр $ совпадает с параметром У»: (для схемы с ОЭ). Подставив в (5.29) 
|: = —С, Е и разделив полученное уравнение на Ё,, приходим к следую- 
щей формуле: 

Ке— — 5 А5 Ки 0.) =— А Ювх (> -- Сб), 


которая отличается от (5.27) лишь внешне. 
В тех случаях, когда проводимость А, мала по сравнению с проводимо- 
стью нагрузки С„, можно пользоваться приближенными формулами 


КЕ 5/0, = —5 7, (5.31) 
Қу а һы, (5.32) 


Работа транзисторного усилителя по схеме с ОЭ в режиме малого сиг- 
нала иллюстрируется рис. 5.8, б. Амплитуда переменного тока коллектора 
Г. во много раз меньше постоянного тока /ко, соответствующего напряжению 
смещения СОъэо. 

Приведем аналогичный пример для усилителя на электронной лампе. 

Схема простейшего усилителя на пентоде изображена на рис. 5.9, а. 
При малом сигнале (режим линейного усиления) связь между анодным током 
и напряжениями сетка—катод, анод —катод определяется соотношением 


іа == Бик 1 (ИК) пак = (Ик + Рик), (5.33) 
где 
$ Ка а Е —_ Е . 
Би ди При Иск == Б со, Чак == Сао; 
ск 

1 а . 

`В, и при Иск == Ёоо, Чак = зо’ 
р = 1/80; — проницаемость по управляющей сетке (соотношение справед- 


ливо при работе без сеточного тока). 

Крутизна $ характеристики {, (изн) и внутреннее сопротивление пентода 
К; являются дифференциальными параметрами, определенными при незна- 
чительных отклонениях тока і, от исходного значения {,, в рабочей точке 
на вольт-амперной характеристике пентода. 


Рис. 5.8. Схема замещения коллек- 
торной цепи (2) и режим линейного 
усиления колебания в усилителе с 
ОЭ (6) 
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Рис. 5.9. Простейший усилитель на пентоде (а) и схема замещения анодной цепи (6) 


Знак плюс перед вторым слагаемым в выражении (5.33) выбран в связи 
с тем, что уак В данном случае рассматривается как напряжение независимо- 
го источника. 

Для тока цепи сетки можно составить выражение, аналогичное (5.33) 


с — (1/Юск) Иск + © са Пак (5.34) 


В данном случае наиболее удобна система У-параметров. 

Переходя к комплексным амплитудам и имея в виду общую схему заме- 
щения активного четырехполюсника (рис. 5.2,0), заменяем и,к амплитудой 
Е, входного гармонического сигнала, ток & в цепи сетки — амплитудой 
1;, а ток ѓ. — амплитудой 1, = 1.. Как и в предыдущем параграфе [см. вы- 
вод формулы (5.13’)] полагаем Е, = — 1.4, = —Чьых. Тогда уравнения 
(5.1) и (5.3) запишутся так: 


і 


в = 


Е, +5, Вь 1. = ЗЕ, = 2-Е; 


ск 


1, | 
[У] -| Кя т | (5.35) 


При усилении слабых сигналов рабочая точка на характеристике 
Га (Иск), Как правило, устанавливается в области отрицательных напряжений 
Иск. В этом случае ток сетки отсутствует, входная проводимость сетка—ка- 
тод практически равна нулю (№, к -> оо) и матрица проводимостей принима- 
ет вид 


0 0 
У] = . .36 
[У Е и, | (5.36) 


Таким образом, Уи = Ү,, = 0, Уз = 8, Ү,, = Џ/Р;. 

Матрице (5.36) соответствует схема замещения четырехполюсника 
(трехполюсника), представленная на рис. 5.9, 6. 

Используя ·формулу (5.17), находим коэффициент усиления напряжения 


К: - Е _ 8 — _ ЗК Ён Вн (5.37) 
Е, ИА: К: 7н 9:2. 
где и = 80; = 1/0 — коэффициент усиления лампы. 


Из (5.37) видно, что усилительная способность лампы используется тем 
полнее, чем больше отношение 7 ,/Ю;. В холостом режиме (4, -—+ оо) коэффи- 
циент усиления каскада 


тах Ке = —и == —5$Ю, = — 8/0;. 
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5.3. ЧАСТОТНЫЕ И ВРЕМЕННЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ РАДИОЭЛЕКТРОННЫХ 
ЦЕПЕЙ 


Приведенные в предыдущем параграфе выражения (5.17), (5.18) для ко- 
эффициентов усиления Кр и Қ; можно трактовать как передаточные функ- 
ции линейного активного четырехполюсника. Характер этих функций опре- 
деляется частотными свойствами параметров 2 и У. 

Записав Кв и Қ; в виде функций КЕ (ѓо), К; (іо), приходим к по- 
нятию передаточная функция линейного активного четырехполюсника 
К (1). Безразмерная в общем случае комплексная функция К(о) явля- 
ется исчерпывающей характеристикой четырехполюсника в частотной обла- 
сти. Она определяется в стационарном режиме при гармоническом возбуже- 
нии четырехполюсника. 

Передаточную функцию часто удобно представлять в форме 


К (іо) = К (в)е® ®. (5.38) 


Модуль К (о) иногда называют амплитудно-частотной характеристикой 
(АЧХ) четырехполюсника. Аргумент ф (®) называют фазо-частотной характе- 
ристикой (ФЧХ) четырехполюсника. 

Другой исчерпывающей характеристикой четырехполюсника является 
его импульсная характеристика р (1), которая используется для описания 
цепи во временной области. 

Для активных линейных цепей, как и для пассивных, под импульсной 
характеристикой цепи е ({) подразумевается отклик, реакция цепи на воз- 
действие, имеющее вид единичного импульса (дельта-функции). Связь между 
5 (0) и КСо) нетрудно установить с помощью интеграла Фурье. 

Если на входе четырехполюсника действует единичный импульс (дельта- 
функция) ЭДС со спектральной плотностью, равной единице для всех ча- 
стот, то спектральная плотность выходного напряжения равна просто 
К (1). Отклик на единичный импульс, т. е. импульсная характеристика це- 
пи, легко определяется с помощью обратного преобразования Фурье, при- 
мененного к передаточной функции К (10): 


а (В = > | К (іо) ео до, (5.39) 


При этом необходимо учитывать, что перед правой частью этого равенст- 
ва имеется множитель 1 с размерностью площади дельта-функции. В част- 
ном случае, когда имеется в виду ё-импульс напряжения, эта размерность 
будет [вольт х секунда]. 

Соответственно функция К(®) является преобразованием Фурье им- 
пульсной характеристики: 


К (іо) = \ с (1) е ‘оѓ 4. (5.40) 


о 


В данном случае перед интегралом имеется в виду множитель единица с 
размерностью [вольт х секунда]-*. 

В дальнейшем импульсную характеристику будем обозначать функцией 
5 (2), под которой можно подразумевать не только напряжение, но и любую 
другую электрическую величину, являющуюся откликом на воздействие в 
виде дельта-фун кции. 
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Как и при представлении сигналов на плоскости комплексной частоты 
(см. $2.14), в теории цепей широко распространено понятие передаточной 
функции К(р)!, рассматриваемой как преобразование Лапласа от функции 


8 (2): . 
К (р) = \ 8 бе” ар. (5.41) 


Переходная функция цепи В (№) представляет собой отклик, реакцию 
цепи на воздействие, имеющее вид «единичного скачка». Так как такое воз- 
действие является интегралом от единичного импульса (т. е. дельта-функции), 
то и между Ё (В ис (1) существует интегральное соотношение 


Р (2) = р(х) ах. (5.42) 
б 


В последующих главах при анализе передачи сигналов через радиоце- 
пи в основном будет применяться импульсная характеристика р (1. 


54. АПЕРИОДИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Схема замещения простейшего апериодического резистивного усилите- 
ля представлена на рис. 5.10. Усилительный прибор обозначен в виде за- 
висимого источника тока 5Е, с внутренней проводимостью С; == ИВ;. 
Емкость С, включает в себя межэлектродную емкость активного элемента и 
емкость внешней цепи, шунтирующие нагрузочный резистор А, == 1/0. 
Схема на рис. 5.10 является обобщенной, она применима к любому активно- 
му элементу. 

Для транзисторного усилителя под крутизной 5 следует подразумевать 
величину /,/,; (см. $ 5.2), а под б; — параметр А,,. Подставив в формулу 
(5.27) проводимость С; вместо А,,, а также б, = /РВ, + іоС = С, + іоС,, 
получим передаточную функцию однокаскадного усилителя 


К, (о 8 а с 5/00) д __ Кошак (5.43) 
а; + Сн--юСо 1-= юСо/((:-- Съ) 1--10%, 
где 
К! тах = 5 /((; + 0,) (5.44) 


— максимальный коэффициент усиления (при ® == 0); т, = С,/(@: + О.) = 
= Ю.С, — постоянная времени цепи, состоящей из конденсатора Со, шун- 
тированного резистором Р, = 1/(6; -- Оһ). 


Коб) таз 


0 45 30 15 206% 


Рис. 5.10. Схема замещения ре- Рис. 5.11. Амплитудно-частотная характери- 
зистивного усилителя стика апериодического усилителя, пред- 
ставленного на рис. 5.10 


А 1 Здесь и в дальнейшем обозначения передаточной функции цепи, рассматривае- 
мой как преобразование Фурье или Лапласа от импульсной характеристики џ (2), будут 
различаться только аргументом К (іо) или К (р) (см. $2.13). 
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Запишем (5.43) в форме 


; і Ку тах ; 
К, (0) =- — К, (о) е: (9) = — — Ще, (9) 5.45 
1‘ ) 1 ) У (оту)? › ( ) 
откуда вытекают следующие выражения для амплитудно- и фазо-частотной 
характеристик: 


К, (о) = Ку һә У 1 (от), (5.46) 
фи (©) = -—агсір от). (5.47) 


При изменении частоты ® получается АЧХ, изображенная на рис. 5.11. 
Полоса пропускания усилителя Л о;, определяемая по ослаблению на 


границах до /И?2 от максимального уровня (при ® == 0), легко находится 
из условия 


К, (Ав) = К ИТ (Авт = Ку һә И 8, (5.48) 
откуда Авт, = 1; Доу = Ш\.. 


5.5. КАСКАДНОЕ СОЕДИНЕНИЕ ИДЕНТИЧНЫХ 
АПЕРИОДИЧЕСКИХ УСИЛИТЕЛЕЙ 


Однокаскадный усилитель позволяет получить относительно небольшое 
усиление — в десятки или сотни раз. Обычно требуется во много раз боль- 
шее усиление. Эта задача решается с помощью многокаскадных усилителей, 
составленных из нескольких, обычно одинаковых, ступеней. Современная 
микроэлектронная элементная база позволяет почти полностью исключить 
влияние выходной цепи на входную. Это позволяет считать отдельные каскады 
«развязанными», благодаря чему результирующая передаточная функция все- 
го усилителя может быть выражена произведением передаточных функций от- 
дельных каскадов, рассматриваемых порознь. Если к тому же все каскады 
идентичны, то при общем их числе п передаточная функция всего усилителя 


К» (йе) = [К, (®)" = — пк} = (—1)" К, (о) ете: (ә). (5.49) 
Здесь 

Къ (ө) = Ку Л Е (оо) (5.50) 
и 

пФ (0) = —п агсір от, (5.51) 


представляют собой соответственно АЧХ и ФЧХ всего усилителя. 

Из выражения (5.51) видно, что ФЧХ усилителя ф» = пф, совпадает по 
форме с ФЧХ одного звена ф;, но ее масштаб по оси ординат возрастает в 
п раз. Амплитудно-частотная характеристика К, (о) изменяется по форме: 
с увеличением п она становится острее. 

Рассмотрим более подробно характеристики двухкаскадного усилителя. 

При п=2 


К» (&) = К? пвх + (вт). (5.52) 
Полоса пропускания А», определяемая, как и ранее, по ослаблению 


К, (о) на границах до 1/2 от максимального значения (при о = 0), долж- 
на отвечать условию 1 -- (Лот)? = 2, откуда следует равенство 


Лю = И 9—1 а 0,644. (5.53) 


Таким образом, полоса пропускания всего усилителя составляет 0,64 
от полосы каждого из каскадов (А от, = 1). 
При п = З АЧХ усилителя принимает вид 


К, (є) = К? шах 1 + (әт) 8/2. (5.54) 


Полоса пропускания Ло зт, определяется из условия [1 -- (До зт,)218/2 —= 
= |9, откуда получается равенство 


Лозт = 21/3 —1 л 0,51. (5.55) 
Нетрудно обобщить полученные результаты на любое значение п: 
Дол т = 910771. (5.56) 


В табл. 5.2 приведены значения Аю»т, для различных п. 

Обычно задается определенная полоса пропускания усилителя в целом. 
Поэтому с увеличением числа каскадов полосу пропускания каждого из них 
необходимо увеличивать. Например, при заданной полосе двухкаскадного 
усилителя А о; полоса пропускания одного каскада, равная 1/т,, должна быть 
Ло,/0,644 = 1,55А ®, (см. табл. 5.2). Представляет интерес выявить зависи- 
мость формы АЧХ от п при заданной и неизменной полосе пропускания уси- 
лнтеля в целом. С этой целью обратимся к формуле (5.52) и представим зна- 
менатель правой части в виде показательной функции. Основываясь на со- 
отношении а“ = еМ п, записываем 


2.10 01 (от) 2] 


1 +- «тии 2 =е ° (5.57) 
Обозначив (от)? == х, представим ш (1 + х) в виде степенного ряда» 
№ (Ех) = хх +... при [х|< 1. (5.58) 


Из табл. 5.2 следует, что при п >> 1 в пределах полосы пропускания 
А®,„т, величина ют, значительно меньше единицы, а х = (от)? < 1. Так, 
уже при п == 3, х < 0,512 д 0,25 и второй член в разложении (5.58), т. е. 
1/,х?, не превышает 2х 0,03. Можно поэтому ограничиться лишь первым 
членом в разложении (5.58): ш (1 + х) = х= (от,)?. 

При этом (5.57) переходит в 


п 
—— (@т,)? 


1 + (от) "72 ае * 
и модуль передаточной функции будет 

К» (о) = КТ ах е" 97, (5.59) 

Итак, с увеличением п форма АЧХ приближается к колоколообразной. 
Это свойство многокаскадного усилителя, составленного из идентичных, вза- 
имно независимых каскадов, часто используется для построения фильтров с 
колоколообразной АЧХ (гауссовских фильтров). Вопрос об усилении сиг- 
Таблица 5.2 

п | 1 2 | 3 | 4 5 6 
Доһт | 1 | 0,644 | 0,510 0,435 | 0,386 | 0,336 
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нала является при этом второстепенным, ос- 
новное значение имеет увеличение крутизны 
скатов АЧХ, а также скорости убывания 
«хвостов» АЧХ (см. $2.12). 


При о = ИИлт, последнее выражение 
приводит к соотношению 


К» (©) = Кї тах @_ 112. 


Следовательно, величину Ао, = 1/ пт, мож- 
но трактовать как полосу пропускания гаус- 
совского фильтра, определяемую по ослаб- 
лению АЧХ до е-!/? = 0,606 от максималь- 


Рис. 5.12. Амплитудно- и фазо- НОГО значения Ка пах. 
частотная характеристики ше- Если задана полоса фильтра Ав, то по- 


стикаскадного усилителя лоса пропускания одного каскада должна 
быть Ло; = 1/1, = Ул Ао. 
"Определим ФЧХ подобного фильтра. В общем случае ФЧХ определяет- 
ся формулой (5.53). Учитывая, однако, что от, < 1 [см. рассуждения, при- 
водящие к формуле (5.59)], можно исходить из упрощенного выражения 


Фи (0) = поту. (5.60) 


Таким образом, окончательно передаточная функция п-каскадного 
усилителя-фильтра (при п » 1) 


К, (26) = КГ пах е 9/2980 е 19 (5.61) 


[множитель (-—1)” опущен]. 

Амплитудно- и фазо-частотная характеристики шестикаскадного 
усилителя изображены на рис. 5.12. АЧХ одного каскада, а также шести- 
каскадного усилителя, вычисленные по точным формулам (5.46) и (5.49), 
показаны штриховой линией. Последняя получается возведением в шестую 
степень характеристики одиночного каскада. Характеристика соответствую- 


щего гауссовского фильтра, вычисленная по приближенной формуле (5.59), по- 
казана сплошной линией. 


5.6. РЕЗОНАНСНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Схема простого резонансного усилителя на транзисторе с ОЭ (рис. 5.13, а) 
отличается от апериодического усилителя только цепью нагрузки. В данном 
случае нагрузкой является резистор Юш, шунтирующий параллельный коле- 
бательный контур Г С. Как правило, потерями мощности в катушки индук- 
тивности Ё и конденсаторе С можно пренебречь по сравнению с мощностью, 


выделяемой в резисторе Юж. При этом условии полная проводимость нагруз- 
ки (между зажимами 1—2) 


б, = 6,4 оС Е. 


Приведем. основные параметры контура ЁС с шунтом Ющ: 
резонансная частота ор = 1// С; 


характеристическое сопротивление р = “1С = ®рЁ = 1/06; 
затухание о, = 1/2Р,.С; 
постоянная времени т, = 22:С = 1/9; 


добротность О = — = 8 = _ _® 
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Рис. 5.13. Резонансный усилитель (а) и схема замещения коллекторной цепи (6) 


Исходя из схемы замещения усилителя (рис. 5.13, 6) и основываясь на 


формуле -(5.27') (с заменой А,. на С;:), определяем передаточную функцию 
усилителя 


А 5 5 5 
Ка (іо) = Хх 
а; 4- Си а, бш іс 1/01 С 
х е 2 —. (5.69) 
Слагаемое (0; - б„)/С = 1/Ю.кС = 203, в знаменателе выражения 
(5.62) учитывает шунтирующее влияние активного элемента на затухание 
контура. 
С учетом приведенных выше обозначений параметров контура переда- 
точная функция (5.62) приводится к виду 


5 ѓо) 


КЕ (№) = — с Әу зато тат (5.63) 


ИЛИ 
5 р 


Ке (0) = — С тоаг, р 93 


(5.64) 


Для высокодобротных контуров основным параметром является зна- 
чение передаточной функции усилителя на частотах, близких к резонансной 
частоте 0р. В этом случае выражение (5.63) можно привести к виду 

А 5 1 1 | 

К (іо АУ -— — —МБШ—Ш— = — К пах 

( ) С 20 А 2 (@ — ор) | | + (0 — ор) Тэк 
о Ҹәқ 


‚ (5.65) 
1-і 

р 

где Ках = 5/(6; | б.) — максимальное усиление {на частоте ®.= «,); 


Тәқ — постоянная времени контура с учетом влияния внутренней проводи- 
мости активного элемента (;. 


Величину 
2 
ак == си Ск = («о т Фр) Так (5.66) 
р 


часто называют обобщенной расстройкой контура. 
Итак, выражение (5.65) можно записать в форме 


К (10) = Каак ее, К (ауе ' (ән), (5.65') 


И! -+ аз, 
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КИМ та» | Ф" Характеристики К (ак) и Фф (ан) 
резонансного усилителя представлены 

на рис. 5.14. 
Относительная полоса пропускания 
резонансного усилителя, определяемая 
по ослаблению амплитуды на границах 


полосы до 1/2 от максимального уров- 
ня (при а.к = 0) и выраженная через 
обобщенную расстройку ақ, равна 2 
(см. рис. 5.14). Для перехода от безраз- 
мерной относительной полосы пропуска- 
ния 2 к размерной полосе 240, .поло- 
жим в (5.66) |0,1 = 1, а |Ао| = Ао. 
Тогда 


2Ло, = 00/0 


где О,,, как это следует из (5.66), доб- 
ротность нагруженного контура. 

В заключение приведем упрощенное 
Рис. 5.14. Амплитудно- и фазо-ча- риведем упрощ 


стотная характеристики одноконтур- выражение для импульсной характери- 
ного резонансного усилителя стики резонансного усилителя 


д (0) = (—5/С)е` "әк соѕ орі. (5.67) 


-30 2,0 -10 ` 


Сопоставление выражений (5.65) и (5.43) указывает на то, что переда. 
точную функцию резонансного усилителя можно получить посредством 
сдвига передаточной функции соответствующего апериодического усилите- 
ля на оси частот на величину ор. Следует лишь постоянную времени т, = 
= С,/(@; + 8) приравнять величине Ток. 

Все сказанное можно распространить также и на каскадное соединение 
идентичных резонансных усилителей. Приведенная формула (5.61) позволяет 
сразу написать аналогичное выражение для передаточной функции резо- 
нансного л-каскадного усилителя (фильтра) 


— т (®—-@ 


К, (іо) = К" тах е7 (9 - өр)2/2Аәф,, е р) Ток, (5.68) 


где До, = | лт = Ло, и, а До, —. полуширина полосы одного кас- 
када. 


5.7. ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ В АКТИВНОМ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКЕ 


При анализе линейных усилителей в $ 5.2—5.6 на базе матриц пара- 
метров эквивалентных четырехполюсников основное внимание уделялось 
параметрам У», 2, Нл, поскольку именно эти параметры определяют уси- 
лительную способность активного четырехполюсника. В реальных, не пол- 
ностью однонаправленных активных четырехполюсниках приходится счи- 
таться с воздействием выходного колебания на вход усилителя. 

Пусть в рабочем режиме усилителя напряжение и ток на выходе будут 
Ез и 1,. Рассматривая-эти величины как результат внешнего воздействия со 
стороны выхода, можно определить |; и Е? на входе с помощью схемы заме- 
щения (рис. 5.15). На этой схеме зажимы 1—1”, к которым подключен вход- 
ной источник сигнала, условно замкнуты накоротко, а под напряжением, 
действующим на зажимах 2—2’. подразумевается Е! = — 2; И, т. е. паде- 
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ние напряжения на внутреннем сопротивлении источника 2;, создаваемое 
током И. 
Уравнения (5.4) при обозначениях рис. 5.15 записываются в форме 


Е; = —2; И = бай + 213 1,, Е, = 23 И + 2,5 1, откуда нетрудно по- 
лучить соотношение 
Е; 2 РА, 
271 Ум =. (5 69) 
Е, 21 228:-- 218 Ёз т 022 Ё; А2 4- 234 2: 


Напряжение Е! часто называют напряжением обратной реакции 
или напряжением обратной связи. Элементом обратной связи является Ди.. 
При представлении эквивалентной схемы четырехполюсника с помощью У 
или Н-матрицы элементами обратной связи являются соответственно пара- 
метры Ү}, и Н. 

Рассмотренную обратную связь, обусловленную физическими пара- 
метрами усилительного прибора, можно назвать внутренней обратной свя- 
зью. Как правило, она приводит к нежелательным явлениям — зависимости 
параметров входной цепи усилителя от элементов нагрузки, к опасности на- 
рушения устойчивости при некоторых условиях и т. д. 

Рассмотрим основные понятия, касающиеся применения в усилителях 
внешней обратной связи. Наиболее простым способом ее осуществления яв- 
ляется соединение выхода усилителя со входом при помощи двухполюсника 
(рис. 5.16). При соединении выхода со входом с помощью двухполюсника 
обратной связи Уз, по схеме на рис. 5.16, а основной четырехполюсник це- 
лесообразно описывать с помощью Ү-матрицы. Учитывая очевидное равен- 
ство = ц — Ух (Е, — Е), а также соотношения между И, 15 и Е,, 
Е, в виде уравнений (5.1), приходим к новой системе уравнений 


1, = (Уз, + Усс) Е, т (Үә — Гос) Е», 
І, == (Уз — Усе) Е, 4- (У зз -- Гос) Е». 


Таким образом, четырехполюснику с обратной связью по схеме на 
рис. 5.16, а соответствует матрица проводимостей 


[УР = | Үү + Үе Үз Усс 
У, — То: У -|- Ү ое 


из которой следует, что подключение двухполюсника У., изменяет все эле- 
менты матрицы, в том числе и элемент обратной связи (У, — У, вместо 
Үә). 

Аналогично можно показать, что включение двухполюсника 2». по 
схеме на рис. 5.16, 6 приводит к матрице 


12 = |= т 2 22 + 2) (5.72) 
Ра -- бое бт ос 


В схеме на рис. 5.16, а дополнительный ток, поступающий с выхода на 
вход по цепи обратной связи, равен (Е; — Е,) Ус; так как в усилителях 
обычно Е, » Е,, то этот ток приближен- 
но равен Е, Уз, т. е. пропорционален 
выходному напряжению. Поэтому схему 
на рис. 5.16, а можно называть схемой 
с обратной связью по напряжению. В 
схеме на рис. 5.16, 6, в которой напря- 
жение обратной связи пропорциональ- 


но выходному току, осуществляется рис 515, К учету обратной реакции 
обратная связь по току. Можно, оче- ь усилителе 


(5.70) 


(5.71) 


ос 
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Рис. 5.16. Схема усилителей с обратной связью: 
а) по напряжеиню; 6) по току 


видно, осуществить комбинированную обратную связь — по напряжению 
и по току одновременно. 

Различают два вида обратной связи: отрицательную и по- 
ложительную. Если введение обратной связи увеличивает коэффи- 
циент усиления цепи в какой-либо области частот, то обратная связь 
для этих частот положительна, в противном случае — отрицательна. 

Поясним применение выражений (5.70), (5.71) для схемы транзистор- 
ного усилителя с ОЭ при Ү,, = /№,, (рис. 5.17). 

Основываясь на формуле (5.17), в которой У: заменяем величиной 
У — Уж а У: — величиной Үз + Уч. [см. (5.71)], определяем коэффи- 
циент усиления напряжения 


Үз — Уос 


Ке — Уно 
в (Уа Уо) 108 


(5.73) 


Проводимости Ум и У,» — вещественные и положительные величины. 
То же самое относится ик Ух = Р, бъ = ИЮн. Очевидно, что вычита- 
ние из числителя и добавление к знаменателю дроби в (5.73) У, приводит к 
уменьшению коэффициента усиления (по модулю), т. е. в рассматриваемом 
случае обратная связь отрицательна. Это объясняется противофазностью 
выходного и входного напряжений в резистивной схеме с ОЭ (см. $5.4). 
Ток через Ә,, < ЕВ. = — 6В,/Юос, направленный с выхода на вход, 
уменьшает ток 1, и, следовательно, Е.. 

Можно показать, что аналогичное подключение двухполюсника Ү,, = 
= 1/Ю‹ к усилителю, работающему по схеме с ОБ, когда напряжения Е, 
и Е, совпадают по фазе, приводит к положительной обратной связи. 

На рис. 5.18 изображена структурная схема усилителя с внешней об- 
ратной связью по напряжению, осуществляемой с помощью вспомогатель- 
ного четырехполюсника К» (6). | 


Уос 


Рис. 5.17. Пример схемы заме- 
щения усилителя с ОЭ с внеш: 
ней обратной связью 


Как усилитель К, (ѓо), так и четырех-, 
полюсник Кос (ѓо) предполагаются полностью ё 


однонаправленными. Подобное представление 5 


Кубе) 
имеет смысл в тех случаях, когда входное со- 
противление четырехполюсника Ко, (ѓо) доста- 


и) 
точно велико, чтобы не нагружать усилитель 


у (0); выходное сопротивление четырехпо- рис. 5.18. Структурная схема 
ик Кос (іо) должно быть достаточно ма- усилителя с обратной связью 
лым по сравнению с входным сопротивлением 
усилителя К, (ѓо). При этих допущениях передаточную функцию системы 


К, (іо) = О/Е (5.74) 


можно найти с помощью следующих очевидных соотношений. Напряжение 
на выходе четырехполюсника обратной связи 


О, = Ко, (в) О. (5.75) 


Напряжение на входе усилителя К, (іо) равно сумме входной ЭДС Е 
и напряжения обратной связи Мос. 
Следовательно, напряжение на выходе всей цепи 


О = К, (іо) (Е + 9) = К, (5) [Е + Ко. (іо) Ш], 
Решая это уравнение относительно Ч, получаем 
= Ку (ѓо) Е 
1 — Ку (о) Кос (15) 
откуда следует, что 


ш) =. = Кубә) __ 5.76 
К, (16) Е ТК. (кю), ( ) 


Это выражение является основным для системы с обратной связью; 
Ко (іо) иногда называютобщей передаточной функцией, 
илипередаточной функцией замкнутой системы. 
Произведение же К, (іо) К (ѓо), имеющее смысл передаточной функции 
каскадного соединения четырехполюсников К, (іо) и Кос (ѓо), называют 
передаточной функцией разомкнутой системы. 
`При замене ѓо на р получаем передаточную функцию замкнутой цепи в 
операторной форме 


К, (р) = К, (р) 1 —К, (р) Кос (Р)1. (5.77) 


Сопоставление К, (їо) с К, (іо) позволяет определить знак обратной 
связи в общем случае, когда эти Г функции являются комплексными. Если на 
какой-нибудь частоте имеет место неравенство К, (®) < К, (о), т. е. если 
введение обратной связи приводит к уменьшению усиления, то обратная 
связь на данной частоте отрицательна, в противном случае — положитель- 
на. 

При К; (іо) Кос (©) == 1 усиление Ко (10) становится бесконечно боль- 
шим. Это означает. что цепь становится неустойчивой и для исследования ее 
поведения необходимо использовать другие методы, так как выражения 
(5.74)—(5.76), относящиеся к стационарным режимам, теряют смысл. 

Случай неустойчивого состояния покоя (при изучении свойств автоко- 
лебательных систем) рассматривается в гл. 9. В данной главе изучаются 
только устойчивые цепи. Условия устойчивости будут сформулированы в 
$ 5.9 после изложения основ теории устойчивости линейных цепей с обрат- 
НОЙ связью. 
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5.8. ПРИМЕНЕНИЕ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ 
СВЯЗИ ДЛЯ УЛУЧШЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 
УСИЛИТЕЛЯ 


Рассмотрим влияние обратной связи на следующие параметры усилите- 
ля: 

стабильность коэффициента усиления; 

уровень нелинейных искажений сигнала, обусловленных кривизной 
вольт-амперной характеристики усилительных приборов; 

равномерность частотной характеристики в заданной полосе частот. 


1. ВЛИЯНИЕ ОС НА СТАБИЛЬНОСТЬ УСИЛЕНИЯ 


Пусть в линейной цепи, находящейся под действием гармонической 
ЭДС и охваченной обратной связью, произошло изменение какого-либо пара- 
метра: модуля или аргумента коэффициентов усиления К, (ѓо) или Қ, (0). 
Причинами этого изменения могут быть непостоянство напряжений источ- 
ников питания усилителя, изменение температуры окружающей среды, ме- 
ханические вибрации, приводящие к изменению электрических параметров 
устройства и т. д. Выясним, как влияет обратная связь на относительное 
изменение выходного сигнала. Сначала рассмотрим случай, когда нестабиль- 
ность имеется в цепи прямого усиления. Для упрощения анализа исходим из 
условия, что до изменения режима работы коэффициенты передачи К, (ѓо) 
и К. (6) являлись чисто действительными величинам Ку и Кое, так что 
коэффициент передачи замкнутой цепи определялся выражением 


Ко =Ку/1—Ку Ко) (5.78) 


Пусть обусловленное нестабильностью изменение заключается в том, 
что коэффициент Ку изменился на малую величину ДК. В отсутствие обрат- 
ной связи это привело бы к относительному изменению амплитуды выходного 
напряжения равному АК,/К, (амплитуда ЭДС на входе считается не- 
изменной). 

Для определения относительного изменения амплитуды при наличии 
обратной связи продифференцируем выражение (5.78) по К,: 


ако _ _ ку 
аКу  (1—КуКос — (1—КуКое) (1—Ку Кос) Ку 

откуда | 
4 1 аку (5.79) 
Ко 1 — АуКое Ку 


Из этого выражения видно, что относительное изменение выходного на- 
пряжения при наличии обратной связи (т. е. величина 4К./Ко) может силь- 
но отличаться от изменения, которое имело бы место в ее отсутствие. 

Если обратная связь отрицательна (КуК,, < 0), имеет место ослаб- 
ление нестабильности системы 


аКо _ | аКу 
КЮ 1+1КуКос| Ку ° 
При положительной обратной связи нестабильность увеличивается: 
ако ИИ: 
Ко 1—[КуКое| Ку ° 


Отсюда следует, что для повышения стабильности усиления цепи целе- 
сообразно вводить отрицательную обратную связь. Это широко используют 
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в современной радиоэлектронике. Абсолютную величину ІКуК осі В зависи- 
мости от требований к стабильности системы доводят до 100 и более. При этом, 
естественно, в (1 + |К,К..|) раз уменьшается и усиление цепи К. Это 
уменьшение может быть скомпенсировано увеличением К, (например, уве- 
личением числа каскадов в кольце, охваченном обратной связью). 

Введем в рассмотрение нестабильность в цепи обратной связи. Для 
этого продифференцируем выражение (5.78) по Кое: 


ак КСК Кур 

аКое (1— Ку Кое)? 1— Ку Кос 
откуда 

аКо _ _ КуКос Кое 

КЮ 1 КуКос Кос ` 


В случае отрицательной связи при |К;К,,| 2 1 


аКо _ _ ЧКос 
Ко Кос | 


Из этого соотношения видно, что влияние на К. нестабильности в са- 
мой цепи Кос не ослабляется обратной связью: нестабильность замкнутой 
цепи с отрицательной обратной связью при |КуК | № 1 равна нестабиль- 
ности величины Ку. 

Следовательно, при применении отрицательной обратной связи осо- 
бое внимание следует обратить на повышение стабильности четырехполюс- 
ника К... Это требование распространяется как на модуль, так и на аргу- 
мент (т. е. на фазовую характеристику) передаточной функции цепи. В прак- 
тике выполнение этого требования облегчается тем, что основные дестабили- 
зирующие факторы имеются в прямом усилителе Ку, содержащем активные 
элементы и элементы нагрузки; четырехполюсник же К.., обычно представ- 
ляющий собой простую пассивную цепь, может быть сделан достаточно ста- 
бильным. 


2. ОСЛАБЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ИСКАЖЕНИЙ 
С ПОМОЩЬЮ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ОС 


Выясним влияние отрицательной обратной связи на нелинейные иска- 
жения, которые возникают в основном усилителе из-за кривизны характе- 
ристик активных элементов. При гармоническом напряжении на входе эти 
искажения проявляются в виде высших гармонических составляющих уси- 
ливаемого сигнала. Допустим, что в отсутствие обратной связи, при пода- 
че на вход ЭДС Е;, на выходе усилителя амплитуда напряжения основной 
частоты равна Ц\:, а амплитуда напряжения одной из гармоник И». Усили- 
тель с искажениями можно представить в виде идеального линейного усили- 
теля, на входе которого действует «генератор гармоник» (рис. 5.19). 

При этом отношения Е„/Е; и И„/Ц,: одинаковы, так как коэффициент 
усиления Ку (о) считается одинаковым как для основной частоты, так и 
для частоты п-й гармоники. Таким образом, амплитуда ЭДС эквивалентного 
генератора Ё, должна быть равна И„/К`. 

При введении отрицательной обратной связи для получения на выходе 
прежней амплитуды И, входную ЭДС Е; необходимо увеличить в (1 + |КуКос|) 
раз, как это вытекает из формулы (5.78). Это отражено на рис. 5.20 введе- 
нием дополнительного усилителя с коэффициентом усиления (1 -- |КуКъс). 
Следует, однако, иметь в виду, что напряжение основной частоты, действую- 
щее непосредственно на зажимах 3—3’, остается таким же, как и в схеме без 
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отрицательной обратной связи, представленной на рис. 5.19. Действитель- 
но, рассматриваемое напряжение является разностью между ЭДС Е, 

= Еу (1+ 1ІКуК,.)), действующей на зажимах 2-—2' (рис. 5.20), и напря- 
жением обратной связи |К№ос| Ца, т. е. 


Ез = Е. —Кос = Е (1+1 К, || Кое |) —|К | Ч). 
Но Е, |К, | есть не что иное, как И} (см. рис. 5.19). Следовательно, 
Ез =Е1 + Е. | Ку ||Кое [| —[Кос| (1 =Е1. 


Напряжение же п-й гармоники на входе усилителя с учетом напряжения 
обратной связи — И„К„. будет равно разности Е, — [К | Ц», а на выхо- 
де усилителя 


Оа = | К, | (Е –\ Ко, О»), 
откуда 
И = | К, | Е»/(1 +|^, Кое |). 


Таким образом, отношение 


Ша КИ В (5.85) 
0, (1-1 Ку Кос) [Ку | Е! 1-р АуКос | 


получается в (1 + |[КуКос!) раз меньшим, чем в отсутствие обратной связи. 
Правда, это улучшение достигается ценой увеличения в (1 А.К!) 
раз напряжения, подводимого к зажимам 2—2' (рис. 5.20). 

Относительное ослабление напряжения высших гармоник можно по- 
яснить еще и следующим образом: введение отрицательной обратной связи 
приводит к уменьшению усиления в (1 + |К,К..|) раз в одинаковой мере 
для полезного сигнала и для гармоник, однако это уменьшение усиления 
компенсируется только лишь для полезного сигнала. В предварительном 
маломощном усилителе нетрудно обеспечить линейный режим работы. 

Проведенное выше рассуждение может быть распространено на все гар- 
моники усиливаемого напряжения. 

Применение отрицательной обратной связи позволяет помимо ослабле- 
ния нелинейных искажений понизить при некоторых условиях и уровень 
фона, создаваемого пульсацией питающих напряжений. 

Итак, все побочные колебания, возникающие в самом усилителе 
из-за нелинейности характеристик усилительных приборов и из-за несовер- 
шенства источников питания, ослабляются отрицательной обратной связью 
в (1-- К.К) раз. 

Если усилитель состоит из нескольких каскадов, стремятся охватить 
обратной связью весь усилитель в целом, как это показано, например, на 
рис. 5.21. При этом, однако, усложняется обеспечение устойчивости усили- 


Рис. 5.19. Учет нелинейных ис- Рис. 5.20. К объяснению эффекта снижения 
кажений в усилителе с помо- уровня побочных гармоник в усилителе с от- 
щью эквивалентного генерато- рицательной обратной связью 


ра гармоник 
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Рис. 5.21. Многокаскад- 
ный усилитель с отрица- 
тельной обратной связью 


теля из-за возрастания суммарного фазового сдвига в кольце, особенно при 
наличии трансформаторов, обладающих индуктивностью рассеяния. 

В тех случаях, когда удается построить многокаскадный усилитель без 
трансформаторов, а также при небольших паразитных емкостях можно реа- 
лизовать схему изображенную на рис. 5.21. Такие условия встречаются, 
например, в транзисторных усилителях звуковых частот. 


3. ВЛИЯНИЕ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ НА АЧХ 


Рассмотрим в заключение влияние отрицательной обратной связи на 
АЧХ усилителя, Непосредственно из выражения (5.76) следует, что при 


Ку (о) К (0) 2 1 
Ко (©) = ПК, (ә). (5.81) 


Если в заданной полосе частот обеспечивается постоянство Кс (®), 
то Ко (©) = соп${. Таким образом, задача сводится к выравниванию АЧХ 
пассивного четырехполюсника обратной связи, что значительно легче, чем 
устранение неравномерности характеристики усилителя К, (о). 

В промежуточных случаях, когда К; Кос измеряется несколькими еди- 
ницами, предельное соотношение (5.81) ‘не достигается, однако характери- 
стика К о (©) становится значительно равномернее, чем Ку (о). Это иллюстри- 
руется рис. 5.22. 

На рис. 5.22, а штриховой линией воспроизведена АЧХ апериодическо- 
го усилителя, рассмотренного в $5.4 (см. рис. 5.10). При введении отри- 
цательной обратной связи с вещественным коэффициентом К, передаточная 
функция усилителя в соответствии с (5.76) и (5.44) будет 


Ко (а) = О К (5.82) 
1 — Кос Ку (10) (15-1 Кос Ку тах |) - ®Со/@; -- В) 
а модуль, т. е. АЧХ, 


К. 
К = у тах 
ь (6) КЕТ Кос Ку тах 1) +- ©? [С0/(6; ++ б)Ё 


(показана на рис. 5.22, а сплошной линией). Характеристика построена 
при следующих данных: -Ку шах = 50, |К,,| = 0,05. 
Таким образом, 


К) О, 
УИ -2,5)-[ебокв; 6) 


Как и следовало ожидать, кривая К, (о) расположена ниже, чем К’, (~) 
(на всех частотах). Это является результатом подачи напряжения с выхода 
усилителя на его вход в противофазе с входным напряжением. На частотах, 
близких к нулю, 


К 50 | 
Ко = у тах А = К , 
Ков Кушак 112,5 3,5 7" 


т. е. усиление уменьшается в 3,5 раза. 
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Однако характеристика Ко. (о) значительно равномернее, чем К; ( о). 
Это видно из нормированной частотной характеристики К, (о) Кота» 
(см. рис. 5.22, а, штрихпунктирная линия). Итак, введение отрицательной 
обратной связи для стабилизации коэффициента усиления и ослабления 
нелинейных искажений одновременно выравнивает АЧХ усилителя. 

Заметим, что требуемую полосу пропускания можно получить и без 
отрицательной обратной связи, соответствующим образом уменьшая сопро- 
тивление нагрузки Ю. Однако при этом остальные параметры усилителя — 
стабильность и нелинейность усиления — были бы ухудшены. 

Соответственно характеристике Қ, (іо) изменяется и импульсная ха- 
рактеристика усилителя. Действительно, записав выражение (5.82) в форме, 
совпадающей с (5.43): 


Ку тах Ку тах 
К, (іо) = — 1+1 Кое Ку тах | — _ _ 1-1 Кос Ку махі 
0 + іоС, 1 14-ѓотәқ у 


СС 1 [Кос Ку тах | 


видим, что обратная связь приводит к изменению эквивалентной постоянной 
времени: вместо Со/(С; -- С) получаем 


Со 1 т 
тык = — а А, 
әк СС 1+1 Кос Ку тах | 1-- Кос Ку тах | 
При | Кос Ку тах |= 2,5 
| Со т 


————ы—ы— —ы—ы—ы—ыЫ—-:—ы 


т. = . 
3,5 а+С 3,5 


Заметим, что максимальное значение усиления (при ® = 0) уменьша- 
ется в такое же число раз. Таким образом, если в отсутствие обратной свя- 
зи импульсная характеристика рассматриваемого усилителя запишется в 
виде 


К (6, +06) 1 
Е) = — — ах -ех |-- 229). 
= дано 7 с 


то при введении отрицательной обратной связи 
Ку тах — ехр Б (1-- [Кос Ку тах |) | 
соо + 0) Со: + а) 


Нормированная импульсная характеристика 25 ( при нескольких 
значениях параметра |К,„Ку шах| изображена на рис. 5.22, 6. 


8 (0) = 


А 16. 
0 -” 
(0,0) уаз 0 


0 1 2 5 4 660 0 42 04 2656 48 (+6) 


а) +6 2) бо 


Рис. 5.22. Амплитудно-частотная (а) и импульсные (6) характеристики усилителя с от- 
рицательиой обратной связью 
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Как и следовало ожидать, введение отрицательной обратной связи 
(Кое Кутах < 0), расширяющее полосу пропускания цепи, приводит к бо- 
лее быстрому убыванию импульсной характеристики. При положительной 
обратной связи (Кое Кушах >> 0) убывание 6, (1) замедляется. Штриховой 
линией на рис. 5.22, 6 показана импульсная характеристика при Кж Хх 
х Кутах >> 1, соответствующая неустойчивому режиму (см. $ 5.9). 


5.9. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ АКТИВНЫХ 
ЦЕПЕЙ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ. 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ 


В реальной цепи, охваченной обратной связью, всегда имеются реактив- 
ные элементы, накапливающие энергию. Даже в усилителе на резисторах 
имеются такие элементы (паразитные емкости схемы и усилительных при- 
боров, индуктивности проводов и т. д.). Реактивные элементы создают до- 
полнительные фазовые сдвиги. Если на какой-либо частоте эти сдвиги дают 
в сумме дополнительный угол в 180°, то обратная связь из отрицательной 
превращается в положительную и создаются условия, при которых возни- 
кает паразитная генерация. 

Это обстоятельство во многих случаях существенно ограничивает эф- 
фективность применения обратной связи, так как при больших значениях 
ІКуК „1 для устранения паразитной генерации требуются специальные фа- 
зокомпенсаторы и другие устройства, уменьшающие крутизну ФЧХ в кольце 
обратной связи. Однако часто оказывается, что введение в схему новых эле- 
ментов приводит лишь к сдвигу частоты паразитной генерации в область 
очень низких или очень высоких частот. 

Итак, применение обратной связи тесно связано с проблемой обеспече- 
ния устойчивости цепи. 

Для правильного построения цепи и выбора ее параметров большое зна- 
чение приобретают методы определения устойчивости цепи. В настоящее вре- 
мя известно несколько критериев, различающихся больше по форме, неже- 
ли по существу. В основе большинства этих критериев лежит критерий устой- 
чивости решений дифференциального уравнения, описывающего исследуе- 
мую цепь. 

Пусть линейное однородное уравнение для цепи с сосредоточенными 
(и постоянными) параметрами задано в форме 


Ух. (5.83) 
401"? аі 


где х — ток, напряжение и т. д., а постоянные коэффициенты фо, 61, 55, ... 
... 0, — действительные числа, зависящие от параметров цепи. 
Решение уравнения (5.83), как известно, имеет вид 


Хх = У, А; еі! , 
і | 
где А; — постоянные, а р; — корни характеристического уравнения 
Вор" Вур"! -- 0р"? 4... р 6, = 0. (5.84) 


Условие устойчивости состояния покоя цепи заключается в том, что 
после прекращения действия внешних возмущений цепь возвращается в ис- 
ходное состояние. Для этого необходимо, чтобы возникающие в цепи при на- 
рушении состояния покоя свободные (переходные) токи и напряжения были 
затухающими. А это, в свою очередь, означает, что корни ру, рз, ..., Р» урав- 
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нения (5.84) должны быть либо отрицательны- 
ми действительными величинами либо ком- 
плексными величинами с отрицательными 
действительными частями. Из этих простых 
физических представлений вытекает следую- 
щий фундаментальный критерий устойчивости 
любых линейных систем!: система устой- 
чива, если действительные части всех корней 


Рис. 5.23. К примеру опреде- 
ления устойчивости усилителя 
с обратной связью характеристического уравнения отрицатель- 


ны. Заметим, что левая часть характеристи- 
ческого уравнения (5.84) представляет собой не что иное, как знамена- 
тель передаточной функции цепи, записанной в форме 


п, п—1 ... п п 
Қ (р) = ра ит --а— рі а 
бо р" 4-6, р Ни. рУ бт 


Таким образом, корни характеристического уравнения цепи являются 
полюсами передаточной функции К(р) этой цепи. 

Отсюда следует, что сформулированные выше условия отрицательности 
действительных частей корней равносильны следующему положению: 
для устойчивости цепи необходимо, чтобы передаточная функция К(р) не 
имела полюсов в правой полуплоскости комплексной переменной р. 

Это хорошо известное из теории цепей положение можно распростра- 
нить и на передаточную функцию Қ, (р) цепи с обратной связью. Поясним 
это на примере резонансного усилителя с обратной связью (рис. 5.23). 


‚пат. (5.85) 


Передаточную функцию (по напряжению) усилителя определим по формуле 
(5.70): 


М р 


Ку) = — С р*--2@эн роз | 


а передаточную функцию цепи обратной связи Кос (р) приравняем + М/І,, где М — 
взаимная индуктивность. 


Тогда передаточная функция усилителя, охваченного обратной связью, 
Ко (р) = _Ку(р) _ = р 
0 — >. — е 
1-- Ку (р) Кос С р? (202 4- Кос $/С) ро? 
Находим корни уравнения р? 4 (2а5н | Кос 8/С) р + в == 0 
Кос $ А Кос 8 \? 
руа — Фон — о р ор (вн С | . 


С 


Рассмотрим два возможных случая: отрицательной и положительной обратной 
связи. 

Для создания отрицательной обратной связи произведение КуКос должно быть 
отрицательной величиной. Поскольку Ку (іо) при о = ор, т. е. при резонансе, явля- 
ется отрицательной величиной, то коэффициент Кос должен быть положительной ве- 
личиной: Кос = + М/І. При этом действительные части обоих корней ру и ро 


Ке (р.з) = — (аәк | М$/2ЁС) 


отрицательны при любом значении М. 
При положительной обратной связи Кос = —М/Г; 


, М8 Гарри 


Ке (р, ә) = — | аәк— (5.86) 
' 21С ] | >> 0 при М5/21С > к. 
1 Это фундаментальное положение было обосновано А. М. Ляпуновым, который 
в 90-х годах прошлого века заложил основы теории устойчивости. Рассматриваемый 
вопрос об устойчивости состояния покоя системы является частным случаем общей те- 
ории устойчивости Ляпунова. 


168 


Итак, при отрицательной обратной связи рассматриваемая цепь устойчива при 
любом значении М, а при положительной обратной связи — только при выполнении 
условия 


М 2Са ] ] 
[Кос 0 = Ср = ро 


І. $ $Юш Кутах 


где Кутах — 5 = 5/Сш — коэффициент усиления на резонансной частоте [см. 

В тех случаях, когда цепь описывается дифференциальным уравне- 
нием высокого порядка, исследование корней характеристического урав- 
нения, необходимое для решения вопроса об устойчивости системы, яв- 
ляется сложной задачей. 

Оказывается, что ее можно решить, анализируя соотношения между ко- 
эффициентами уравнения без определения самих корней уравнения. Это 
можно выполнить с помощью теоремы Гурвица!, которая утверждает, что 
для того, чтобы действительные части всех корней уравнения 


Вох" бах 1 бт... Ри 4-6 = 0 
с действительными коэффициентами и 65, > 0 были отрицательными, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы были положительными все определители Ду, 
А,, 0 Дъ составленные из коэффициентов уравнения бь, 6, ..., 6» по сле- 
дующей схеме: 


63 Ь, 
Ду = 6}, е ь ? ‚ Дз = Ь, 6. 6. |, 
о 02 0 6, 6, 

Б. бз 6, 6, Б, 
р )» ?» р" Бо бъ ба 6, Б, 

Л, = о р р 9 ‚ А5 = 0 Ь, Уд Ь, 0, И Т. д 
ОББ О 6, 6. 6, 6, 
о 22 0а 0 0 6; 6, 6, 


Сформулированный алгебраический критерий устойчивости часто назы- 
вают критерием Рауса — Гурвица. При составлении опреде- 
лителей по указанной схеме коэффициенты с индексом, превышающим сте- 
пень характеристического уравнения, заменяются нулями. 

Поэтому, например, для уравнения четвертой степени получаются сле- 
дующие определители: 


Д, = 61, А = и А , 
0 2 
2. 2, 0 0 
Б, 03 0 р, р, Б, 0 
А, 6 6, Ба Й А, = 0. Я Ь, 0 
ов ОВ 6, 04 


Нетрудно видеть, что все последовательные определители являются 
главными диагональными минорами определителя ‘А „. Так как последний 
столбец определителя А содержит лишь один отличный от нуля элемент 
б, расположенный на главной диагонали, то выполняется равенство 


Ат == рь Аи. 


1, Доказательство этой теоремы см., например, в книге: Курош А. Г. Курс высшей 
алгебры. — М.: ГИФМЛ, 1972. 
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Отсюда следует, что в соответствии с теоремой .Гурвица условия устой- 
чивости можно формулировать в виде следующих неравенств: 


А, >0, А, >0,.., Аи >0 в, >0. 


Так, для характеристического уравнения второй степени 


Д, = Б, > 0, Ь.>0, (5.87) 
для уравнения третьей степени 
А; — р >> 0, 
Б, 6, 
А, = =, 6, —6365, >0, 6:3 2 0, (5.88) 
в, 5 
т.е. В, > 0, 6:6, > Б:б., Бз > 0. Так как 6, Ё; и 6з положительны, то и 
Б, > 0. 


Для уравнения четвертой степени: 

1. Д, = >0, 2. А, = Б, Б, — 6.6, >0, 

3. А = Б. (61 Б 6.60) —Ь1 6. ->0, 4. 4 >0. 

Из условия 3 на основании условий 4 и | вытекает неравенство 
3 (6. 0. — В, 63) 2> 016. > 0. 


Поэтому условие 3 можно заменить условием Ёз >> 0. 
Таким образом, для уравнения четвертой степени получаются следующие 
условия устойчивости: 


6; > 0, Рз > 0, Б: (2,0, — 6.63) — рі р, >> 0, р, >> 0. (5.89) 


Поясним применение критерия Гауса—Гурвица на простом примере 
рассмотренного резонансного усилителя с обратной связью (см. рис. 5.23). 
Характеристическое уравнение этой цели при К, = М/Г. (отрицательная 
обратная связь) 


Ре (2а, += =) - «09 = 0. 


Сформулированные для уравнения второй степени условия устойчиво- 
сти (5.87) в данном случае принимают вид 


= = 2а, 7 2220, => 0, 


Первое условие выполняется при любом значении М >> 0, а второе от 
М не зависит. 

При положительной обратной связи (Кс = —МЛ.) цепь устойчива при 
выполнении условия 20, — (М/.) ($/С) >> 0, совпадающего с (5.86). 

Критерий Рауса—Гурвица особенно удобен для проверки устойчивости 
цепи с заданными параметрами (т. е. коэффициентами дифференциального 
уравнения). Однако им неудобно пользоваться при экспериментах, так как 
обычно бывают известны не коэффициенты уравнения, а передаточная функ- 
ния разомкнутой цепи Ку(р) Кс (р). Кроме того, критерий Рауса—Г урвица 
не дает ясных указаний, как неустойчивую цепь сделать устойчивой. 
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5.10. ЧАСТОТНЫЕ КРИТЕРИИ УСТОЙЧИВОСТИ 


Требование, чтобы передаточная функция 
К, (р) = К, (р) /[1 — К, (р) Кос (0)] (5.90) 


не имела полюсов в правой полуплоскости р = с -- їо, т. е. в области, огра- 
ниченной полуокружностью бесконечно большого радиуса Ю и осью іф 
(рис. 5.24, а), равносильно условию, что знаменатель выражения (5.90), 
не должен иметь нулей в указанной области! или, что то же самое, функция 


Н (0) = К, (2) Кое (р) (5.91) 


не должна обращаться в единицу ни в одной из точек правой полуплоскости 
р. Но Н(р) представляет собой передаточную функцию разомкнутого коль- 
ца обратной связи, т. е. отношение напряжения на зажимах 2—2 к напряже- 
нию на зажимах /—/ при разомкнутом кольце, как это показано на рис. 5.25. 
Следовательно, об устойчивости системы с обратной связью можно судить 
по характеристикам разомкнутого тракта. 

Для дальнейшего анализа целесообразно перейти от плоскости 
р==0-+іо к плоскости Н (р) =и-Нй® (рис. 5.24, 6). Каждой точке р пло- 
скости с, іо соответствует определенное значение Н на плоскости и, іо. 
Любой замкнутый контур на плоскости р преобразуется с помощью вы- 
ражения (5.91) в некоторый (также замкнутый) контур на плоскости Н. 

Если исходный контур на плоскости р задан в виде контура на 
рис. 5.24, а, соответствующий ему контур на плоскости Н называется 
годографом функции Н. 

Показанный на рис. 5.24, а контур С можно разбить на два участ- 
ка: 1) прямая іо от оо до — оо и 2) полуокружность бесконечно боль- 
шого радиуса Ж. 

На первом участке, где о==0, р==іо, функция Н (р) обращается 
в функцию Н (ѓо). В соответствии с выражением (5.91) этот участок пре- 
образуется на плоскости Н в линию, определяемую следующим соотно- 
шением: 


Н (іо) = К, (6) К, (№) = Ку (6) Кос (ә) е' 971909) = и (ә) -- 0 (ә), (5.92) 
откуда 
и (©) = Ку (©) Къс (6) соѕ (Фу + Фос), 


(5.93) 
о (6) = Ку (©) Кос (©) ѕіп (ФУ Фос). 


фуо;)+ Ф (у) 


Рис. 5.25. К определению 
передаточной функции 


разомкнутого тракта 
Рис. 5.24. Замкнутый контур на р-плоскости (а) и годо- усилитель — четырехпо- 
граф функции Н (ѓо) на плоскости и-Нй® (6) люсник обратной связи 


І Предполагается, что основной усилитель устойчив, т. е. Ку (р) не имеет полю- 
сов в правой полуплоскости р. 
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В этих выражениях фу и Ф, — аргументы передаточных функций 
соответственно четырехполюсников Ку (іо) и Кос (іф). 
На втором участке контура С (см. рис. 5.24, а) при № — оо функция 
Н (р) >0. Это вытекает из общего выражения 


К = В (Р— рот) (р — Роз)... (Р—Роп) п< 
0) (0-— Риз) (Р— Риз)... (р —– пт) " 


которое при |р| —> оо можно представить в виде Вр"-т (здесь В — постоянный 
коэффициент, а ро; и ри; — соответственно нули и полюсы функции К (р)). 

Совершенно аналогично и функцию Н (р) при |р| — оо можно предста- 
вить в форме Н (р) = Ар"-т где п и т — числа соответственно нулей 
и полюсов функции Н (р). 

При п< ти |[р| — оо модуль функции Н (р) на полуокружности № — 
—> оо равен нулю’. Таким образом, полуокружность бесконечно большого 
радиуса А на плоскости р преобразуется в точку, лежащую в начале коорди- 
нат на плоскости Н, и для построения годографа Н в виде замкнутого контура 
достаточно знать поведение Н (р) на оси ѓо, т. е. знать АЧХ и ФЧХ цепи 
К, (26) Кое (6). 

Обходу контура С на рис. 5.24, а в положительном направлении (против 
часовой стрелки) соответствует обход годографа Н при изменении частоты от 
оо до ——оо, т. е. также против часовой стрелки (см. рис. 5.24, 6). 


Очевидно, что вся правая полуплоскость р преобразуется на плоскости 
Н во внутреннюю область годографа. Следоват ельно, если годограф передаточ- 
ной функции разомкнутого тракта не охватывает точку 1, 0, то при замк- 
нутой цепи обратной связи система устойчива, в противном случае система 
неустойчива. 

Это условие называется критерием устойчивости Най- 
квиста. 

Показанная на рис. 5.24, 6 диаграмма соответствует устойчивой системе. 
Это видно из того, что годограф Н не охватывает точку 1, ©. Сплошной ли- 
нией показана часть контура, соответствующая положительным частотам 
0 < ®< оо, а штриховой — часть контура, соответствующая отрицатель- 
ным частотам. Так как функция и (о) четная, а о (®) нечетная относительно 
о, то оба участка годографа симметричны относительно действительной оси. 


Следует также отметить, что рис. 5.24, 6 построен для случая, когда при 
© == 0 передаточная функция Н (1%) отлична от нуля (это возможно, напри- 
мер, для усилителей постоянного тока, в которых отсутствуют разделитель- 
ные конденсаторы). 


При сложной схеме цепи форма годографа иногда бывает настолько 
усложненной, что по ней трудно судить о том, охватывается или не ох- 
ватывается годографом точка 1, ©. В подобных случаях оказывается полез- 
ным критерий, вытекающий из критерия Найквиста, основанный на подсче- 
те числа пересечений оси и (о) на участке 1, оф. Для устойчивости цепи не- 
обходимо, чтобы годограф либо вообще не пересекал этот отрезок (как на 
рис. 5.24, 6), либо пересекал его в положительном и отрицательном направ- 
лениях одинаковое число раз. 


Критерий Найквиста получил наибольшее распространение в радиоэлек- 
тронике, автоматике и других смежных областях. Основное его преимуще- 


1 Имеются в виду наиболее распространенные в практике четырехполюсники с пе- 
редаточной функцией у которой степень числителя л меньше степени знаменателя т. 
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ство: удобство оперирования АЧХ и ФЧХ разомкнутой цепи. В некоторых 
системах, например содержащих линии, этот метод по существу является 
единственно приемлемым. 

Суть частотного критерия можно наглядно пояснить не прибегая К поляр- 
ным диаграммам, на основе обычных АЧХ и ФЧХ разомкнутой цепи К 

Действительно, длина вектора Н (ѓо), как это ясно из выражения 298 
есть не что иное, как модуль коэффициента передачи разомкнутой ет 
КуКос, т. е. АЧХ этой цепи, а аргумент фи (рис. 5.26), равный 


фн == агсів - т = фу (©) -- Фос (@), (5.94) 


(о 


есть ФЧХ цепи КК. 

Совместив на общем графике АЧХ и ФЧХ, нетрудно ответить на вопрос 
об устойчивости цепи. 

Если при изменении о от 0 до оо фаза фн не достигает 27, то замкнутая 
цепь устойчива при любом значении КуКъе. С другой стороны, если К.К 
при любой частоте меньше единицы, то цепь устойчива при любой ФЧХ: 
Цепь неустойчива если имеются частоты, при которых одновременно выпол: 
няются два условия: 


Фу + Фос== 127, п — целое число, Н = Ку Ко, 221. (5.95) 


По существу эти два условия необходимы для обращения в нуль знаме- 
нателя в выражении (5.76), определяющем передаточную функцию замк- 
нутой цепи. 

Пример АЧХ и ФЧХ устойчивой цепи с обратной связью показан на 
рис. 5.26, а неустойчивой — на рис. 5.27. В первом случае на частоте @,, 
соответствующей Фу + Фс = 2л, модуль Н < 1. Во втором случае ®, — 
частота паразитной генерации. На рис. 5.26 и 5.27 отложены абсолютные 
значения Ф, + Фос. При учете знака реальных ф, и Фо. наклон ФЧХ будет 
отрицательным. 

При построении этих характеристик учтено, что при о = О и о = оо ве- 
личина КуК,, обращается в нуль. При ® -» 0 это обусловлено влиянием 
последовательно включенных конденсаторов в канале Ку или К,„, а при 
@ — оо — влиянием шунтирующих емкостей (межэлектродных, монтажа и 
т. д.). Полное изменение фазы при изменении © от 0 до оо зависит от числа 
звеньев в усилителе и в цепи обратной связи. 

Для более сложных цепей, когда набег фазы в тракте К.К», может быть 
больше 2л, приходится прибегать к критерию Найквиста. 


ТОЖ 
уг '0С 
[Ку Кос Во 
27 
п 
1 
‚0 10 
0 0 
ку Кое[>/ © @ 
Рис. 5.26. Амплитудно- и фазо-частот- Рис. 5.27. Амплитудно- и фазо-частот- 
ная характеристики устойчивого усили- ная характеристики неустойчивого уси- 
теля с обратной связью лителя 
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Глава 6. ПРОХОЖДЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 
С ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


6.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


В радиоэлектронике приходится иметь дело с различными сигналами и раз- 
нообразными (в основном инерционными) цепями. При передаче сигналов по 
таким цепям возникают переходные процессы, которые влияют на форму сиг- 
налов и в конечном счете на содержащуюся в них информацию. В гл. 1 от- 
мечалось, что большинство радиотехнических устройств представляет собой 
сочетание линейных и нелинейных элементов. Это усложняет строгий ана- 
лиз переходных процессов, так как классические методы, основанные на 
использовании принципа суперпозиции, являются линейными. 

Имеется, однако, широкий круг практических задач, которые можно ус- 
пешно решать линейными методами. Такие задачи встречаются прежде 
всего при передаче слабых сигналов через усилители и другие устройства, 
которые по отношению к слабым сигналам практически линейны. Даже в су- 
щественно нелинейных устройствах, например радипередатчиках, можно 
рассматривать прохождение сигналов через колебательные цепи на основе 
линейных методов. 

Напомним основные методы, которые используются при анализе про- 
хождения сигналов через радиоэлектронные цепи. 

Для простейших цепей, описываемых дифференциальными уравнениями 
не выше второго порядка, задачу обычно нетрудно решить классическим ме- 
тодом дифференциальных уравнений. 

Для сложных цепей значительно удобнее методы, основанные на спект- 
ральном представлении сигнала: метод интеграла Фурье и тесно с ним свя- 
занный операторный метод (преобразования Лапласа). Наряду со спектраль- 
ными методами в радиоэлектронике часто используется также метод интег - 
рала наложения, сводящийся к свертке входного сигнала с импульсной 
характеристикой цепи. 

При передаче радиосигналов через узкополосные избирательные цепи 
указанные методы используются с упрощением, основанным на медленности 
изменения огибающей сигнала. 

В данной главе излагаются основные положения теории передачи детер- 
минированных сигналов через линейные цепи с постоянными параметрами. 


6.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 


В основе этого метода лежит использование введенной в предыдущей гла- 
ве передаточной функции цепи К (ѓо) (см. $ 5.3). Если на входе линейного че- 
тырехполюсника действует сигнал произвольной формы в виде ЭДС е (0), 
то, применяя спектральный метод, следует определить спектральную плот- 
ность входного сигнала Е (6). Эта операция легко осуществляется с помощью 
выражения (2.48). Умножением Е (®) на К (іо) определяется спектральная 
плотность сигнала на выходе четырехполюсника. Наконец, применение 
к произведению Е (о) К (іо) обратного преобразования Фурье [см. (2.49)] 
определяет выходной сигнал в виде функции времени. 

Таким образом, если входной сигнал записан в виде интеграла. 


оо 


е( = —— | Е (©) еде, (6.1) 
27 


-— оо 


174 


то выходной сигнал можно представить в 
аналогичной форме 


Лолюсь 
оо Функции 
и (1) = = | Е (о) К (іо) еѓе? до. (6.2) 


Сравнение выражения (6.2) с (6.1) показы- 
вает, что сигнал на выходе линейной цепи мож- 
но получить суммированием составляющих 
спектра Е (©) входного сигнала, взятых с весом 
К (іо). Иными словами, передаточная функ- 
ция цепи К (ә) является весовой Ионтур интегрирования 
функцией, определяющей относительный рис. 6.1. Контур интегрирова- 
вклад различных составляющих спектра ния при #>0 
Е (©) в сигнал и (0. 

В$2.14 отмечалось, что анализ переходных процессов значительно упро- 
щается при представлении как внешнего воздействия, так и передаточной 
функции в виде преобразований Лапласа. При этом обозначение передаточ- 
ной функции можно сохранить прежним, а изменить только аргумент, так 
что К (іо) перейдет в К (р). Функция же Е (о) переходит в [., (р) (см. $ 2.14). 
Преобразование Лапласа от функции времени е (В в дальнейшем обозна- 
чается, голом Е (р). При этом выражение (6.2) приводится к виду 
(см. $2.14 


с-|- 1 


и) = = | Е (р) К (р) егар. (6.3) 


с— фо 


При ѓ > 0 замкнутый контур интегрирования, образованный добавлением 
дуги бесконечно большого радиуса в левой полуплоскости (рис. 6.1), охва- 
тывает все полюсы подынтегральных функций какЕ (р), такиК (р), благо- 
даря чему имеет место соотношение 


п == ФЕ®К(ф) е?' ар = угез, {>0 (6.4) 


(здесь Хтез — сумма вычетов в указанных полюсах). 

При #< 0 контур интегрирования лежит в правой полуплоскости, не, 
содержит полюсов и интеграл равен нулю. 

Показанное на рис. 6.1 расположение полюсов функции Е (р) (на мни- 
мой оси) соответствует ЭДС вида е (#1) = Е, созю,Ь существующей при 
[> 0. 

Итак вычисление интеграла (6.4) сводится к определению вычетов в по- 
люсах подынтегральной функции. Представим подынтегральную функцию 
выражения (6.4) в виде 


Е (р) К (р) ег? = (р) ег? = С (р)/О (р). (6.5) 
В данном случае знаменатель О (р) образуется произведением множите- 


лей вида (р — р.;), где рь; — полюсы не только функции К (р), но и функ- 


ции Е (р). 
Тогда вычет функции С (р)/О (р), имеющей в точке р; простой полюс 
(первой кратности), определится формулой 


ге$; = С (р!) / Б (6.6) 
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Если функция С (р)/0 (р) имеет в точке р; полюс кратности # (Ё — целое 
положительное ч исло), то 


40 [со А 
те: =, рр р | р (0) (2 —р;) | (6.7) 


Методика применения контурных интегралов для определения некото- 
рых функций, играющих большую роль в теории переходных процессов, 
будет в дальнейшем пояснена на примерах. 


6.3. МЕТОД ИНТЕГРАЛА НАЛОЖЕНИЯ 


Вместо разложения сложного сигнала на гармонические составляю- 
щие (спектральный метод) можно воспользоваться разбиением сигнала на 
достаточно короткие импульсы (рис. 6.2, а). 

Если в основе спектрального метода лежит передаточная функция цепи 
К (ѓо), то метод интеграла наложения базируется на импульсной характери- 
стике цепи р (1), введенной в $ 5.3. 

Пусть требуется найти сигнал $.ых (й) на выходе цепи, если задан сиг- 
нал $ (#) на входе цепи и известна ее импульсная характеристика 2 (й). Для 
уяснения сути метода интеграла наложения поступим следующим образом. 
Разобъем произвольный сигнал $ (х) на элементарные импульсы, как это по- 
казано на рис. 6.2, а, и найдем отклик цепи в момент Ё на элементарный им- 
пульс (на рис. 6.2, а заштрихован), действующий на входе в момент х. Если 
бы площадь этого импульса равнялась единице, то импульс можно было бы 
рассматривать как дельта-функцию, возникшую в момент х. При импульс- 
ной характеристике цепи & (х) отклик в момент # был бы, очевидно, равен 
& (1 — х). Поскольку, однако, заштрихованная на рис. 6.2, а площадь им- 
пульса равна $ (х) Ах (а не единице), отклик в момент # будет $ (х) Аха (# — 
— х). 

Для определения полного значения выходного сигнала в момент ѓ нужно 
просуммировать действие всех импульсов в промежутке от х = 0 до х == і. 
При Ах —0 суммирование сводится к интегрированию. 

Следовательно, 


| 
бвых (5 = | 5 (х) 8 (2— х) ах. (6.8) 
0 


В общем случае, если начало сигнала $ (х) не совпадет с началом отсчета 
времени х, последнее выражение можно записать в форме 


+ 
$вых (0 = | $(98((—2) ах. (6.9) 


— оо 


0 2 2+Л2 4 т; т 


4) 


Рис. 6.2. Разбиение сигнала на короткие импульсы (а) и свертка сигнала с импульсной 
характеристикой (6) 
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для реальных цепеи всегда выполняется условие 
в (1—х) = 0 при #< х, (6.10) 


т. е. при отрицательном аргументе функция & (1 — х) должна обращаться в 
нуль, так как отклик не может опережать воздействие. Поэтому выражение 
(6.8) можно заменить выражением 


(0 = | 609801) ах (6.11) 


— со 


(при этом имеется в виду, что для х >> ѓ подынтегральное выражение обра- 
щается в нуль). 

Приведем, наконец, еще одну форму записи, которая получается из выра- 
жения (6.8) при замене х на ѓ — и: 


і і 
вых (0 = | 5(1— х) а(х) ах = (| з (и) а (1 —и) аи. (6.12) 
0 0 
Интеграл, стоящий в правой части выражения (6.8), в математике называет- 
ся сверткой функций $ (й) и р (41 (см. $ 2.7). Таким образом, приходим к сле- 
дующему важному положению: сигнал $,ых (Й на выходе линейной цепи 
является сверткой входного сигнала $ (1) с импульсной характеристикой 
цепи р (1). 

Из выражения (6.8) видно, что сигнал на выходе цепи $,,.; (#) в момент 
{ получается суммированием мгновенных значений входного сигнала $ ({), 
взятых с весом д (Ё — х) за все предыдущее время. 

В $6.2 при суммировании спектра входного сигнала весовой функцией 

являлась передаточная функция цепи К (ѓо). В данном случае при суммиро- 
вании мгновенных значений входного сигнала $ (ѓ) весовой функцией являет- 
ся импульсная характеристика цепи, взятая с аргументом (Е — х), т.е. 
функция ұ (ё — х). 
.. Из рис. 6.2, 6, построенного для момента времени #>> т., видно, что от- 
клик цепи на воздействие $ (х) не может закончиться раньше, чем функция 
6 (1 — х) сместится вправо от $ (х) на время, равное длительности импульс- 
ной характеристики т,. Иными словами, сигнал на выходе цепи не может 
быть короче т, + т,. 

Для того чтобы при прохождении через цепь сигнал не удлинялся, тре- 
буется выполнение условия т, — 0, т. е. импульсная характеристика цепи 
должна прибли жаться к дельта-функции, а это равносильно требованию рав- 
номерности передаточной функции К (іо) при 0 < |®| < оо. 

В $ 6.4, 6.5 рассматривается прохождение некоторых управляющих сиг- 
налов через апериодические цепи. Все остальное содержание главы посвя- 
щено анализу передачи радиосигналов через узкополосные цепи. 


6.4. ПРОХОЖДЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ СИГНАЛОВ 
ЧЕРЕЗ АПЕРИОДИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ 


„Диск ретные сигналы обычно представляют собой последовательности 
импульсов. При передаче таких последовательностей через инерционные це- 
пи форма импульсов претерпевает изменения, что приводит к частичной или 
полной потере передаваемой информации. В связи с этим одной из наиболее 
типичных задач является анализ искажения формы импульсов. 

Из всего многообразия импульсов наибольший интерес для анализа 
представляет поямоугольный импульс. Это обусловлено поостотой его 


формирования, а также широким применением в системах с двоичным кодом 
и во многих других радиотехнических устройствах. При этом основное вни- 
ман ие обычно уделяется передаче фронта и среза импульса. Этот вопрос осо- 
бенно важен, когда передаваемая или извлекаемая информация содержится 
в положении переднего (или заднего) перепада импульсов на оси времени 
(например, в некоторых радиолокационных системах). 

Рассмотрим прохождение прямоугольного импульса через однокаскад- 
ный резистивный усилитель, изученный в $5.4 и дополненный на выходе 
разделительной цепью ЮрСр (рис. 6.3, а). Назначение этой цепи — защита 
транзистора от постоянного напряжения, имеющегося в устройстве форми- 
рования входного сигнала. 

При гармоническом возбуждении на частоте ® и амплитуде входной ЭДС 
Е; напряжение на входе транзистора (в предположении, что Юр значительно 
меныше входного сопротивления база—эмиттер) 


— 
— 


=Е, К, (іо), (6.13) 


1 


где Кр (1%) = іоть/ (1 + ѓотр) — передаточная функция разделительной 
цепи; тр = ВрСр — постоянная времени этой цепи. 

Схема замещения коллекторной цепи усилителя представлена на 
рис. 6.3, 6. От схемы на рис. 5.10, а она отличается тем, что напряжение Е, 
заменено напряжением Ц, = Е, Кр (19). 

Передаточная функция К, (іо) однокаскадного резистивного усилителя 
определяется формулой (5.43), а рассматриваемого устройства в целом — 
выражением 


К (іо) = вых =. Озык № К (0) К, (0) = 079 Ка тах 
Е, ы Е, 14-іөтр 1-ю › 


где т = АС.. 
График К (®), вычисленный по формуле 


К (©) == Қу шах 


®тр 
МУТ ть) УГ (от) 


при тр/т, = 100 представлен на рис. 6.4. 
В операторной форме передаточная функция: 


ртр 
К (р) = —К, —————————-. 
(р) тех (1+ ртр) (1-- рт) 

Пусть в момент # == 0 на вход усилителя подается прямоугольный им- 
пульс ЭДС е (й с амплитудой Ё и длительностью 7 (рис. 6.5, а). В интервале 
времени от { = 0 до { = Т напряжение на выходе усилителя можно рассмат- 
ривать как результат включения при # = 0 постоянной ЭДС е (д = 


Рис. 6.3. Транзисторный усилитель с разделительной ЮС-цепью на входе (а) и схема 
замещения выходной цепи (6) 
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002 24 46 28 10 12 әт, 


Рис.` 6.4. Амплитудно-частотная характеристика 
усилителя, представленного на рис. 6.3, а 


В момент {і = Т включается дополнитель- 
ная ЭДС е, (1 = —Е, компенсирующая 
первую (рис. 6.5, б). Суперпозиция вы- 
ходных напряжений ии (1) ии» (2), обус- 
ловленных действием е; (1 и е, (2), образует 
импульс на выходе усилителя. Таким об- 
разом, задачу можно свести к рассмотре- 
нию переходного процесса в усилителе при 
включении на входе постоянной ЭДС. 

Изображение по Лапласу для е (0) = Е, 
і >> 0, в соответствии с (2.102) будет 


Е (р) = | е (де- ар = Еур. 
ь 


Тогда по формуле (6.3) выходное на- 
пряжение 


ы 
1 би 1 , Рис. 6.5. Искажение формы им- 
и; (1) ==> | — ЕК (р) е? ар = пульса в резистивном усилителе: 
` п! ‚ Р а) импульс на входе; 6) представление 
С — 100 импульса в внде суммы двух скачков; 
С++ іо в) деформация скачков на выходе; 
1 е?! ар г) результирующий импульс на выхо- 
= — К, тах Е — г. де; д) импульс на выходе усилителя 
олі | (14- ртр) (1-6 рт) при устранении разделительной цепи 
С со 
Полюсы подынтегральной функции: 
р: = 1/7, рг = — уту, п «ть. 
Вычислив вычеты по формуле (6.6), приходим к следующему результату: 
–4 
и; (1) = — Кыах Е(е Пр —е— (Из). (6.14) 
Графики и! (й) и и. (# = —и: (1 — Т) изображены на рис. 6.5, в, а ре- 


зультирующее напряжение на выходе усилителя и (1) = и, (2) + и, (й — 
на рис. 6.5, г. 

Из формулы (6.14) и рис. 6.5, г видно, что при малых временах, т. е. при 
і, соизмеримых с т;, первая экспонента в выражении (6.14) близка к едини- 
це и основное влияние на фронт импульса оказывает вторая экспонента. 
Когда же ѓ становится соизмеримым стр, характер функции и, (1) определяет- 
ся в основном первой экспонентой. То же самое относится к функции и, (0) 
при отсчете времени с момента # == Г. Прямоугольный импульс с амплиту- 
дой К шахЁ, который имел бы место в идеальном усилителе без раздели- 
тельной цепи изображен на рис. 6.5, г штриховой линией. 

Искажение формы реального импульса проявляется: а) в конечной кру- 
тизне фронта и среза, 6) в спаде вершины импульса. 
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Первый из этих факторов выражен тем сильнее, чем больше постоянная 
времени т, = РС, (и, следовательно, чем сильнее завал частотной харак- 
теристики в области верхних частот). 

Второй фактор (спад вершины импульса), наоборот, выражен тем силь- 
нее, чем меньше постоянная времени тр разделительной цепи ЮрСр (и, сле- 
довательно, чем сильнее завал частотной характеристики в области ниж- 
них частот). 

Выбор постоянных времени т; и т, зависит от требований, предъявляе- 
мых к форме импульса на выходе усилителя. Если требуется, чтобы за время 
Т амплитуда лишь достигала своего максимально возможного значения 
КтахЁ, то постоянная времени т, может быть близка к Т. Форма импульса 
при этом далека от прямоугольной. 

В тех случаях, когда требуется удовлетворительное воспроизведение 
формы импульса, постоянная времени т, должна сопоставляться со временем, 
отводимым на длительность фронта выходного импульса, а постоянная вре- 
мени тр должна быть велика по сравнению с длительностью импульса 7. 
Этот результат имеет важное значение для правильного выбора параметров 
системы передачи дискретных сигналов, так как он указывает минимальное 
время, необходимое для перехода от одного дискретного уровня к другому. 

Следует отметить, что в случае усиления импульсной последовательности 
проведенное выше рассмотрение справедливо при достаточно длительном ин- 
тервале между импульсами, так что наложение переходных процессов от 
соседних импульсов не имеет места. 

Рассмотрим теперь прохождение прямоугольного импульса через один 
транзисторный апериодический усилитель (схема на рис. 5.10), без раздели- 
тельной цепи. Для этого достаточно устремить емкость С} к бесконечности, 
т. е. закоротить конденсатор Ср. 

При этом формула (6.14) переходит в 


щ (2) = — Крах Е (1—е— 1/1), (6.14') 


так как тр — оо. 
Импульс на выходе рассматриваемого усилителя изображен на рис. 6.5, д. 


6.5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
СИГНАЛОВ 


В радиоэлектронике часто требуется осуществлять преобразование сиг- 
нала, имеющее характер дифференцирования или интегрирования. 
На вход линейного устройства, осуществляющего дифференцирование, 
подается сигнал $ (#); с выхода должен сниматься сигнал вида 
4$ (1) 
5 і) = то ———— . 
вых ( ) 0 а; 
В интегрирующем устройстве связь между выходным $,,; (#) и входным 
$ (#) сигналами должна иметь следующий вид: 


ых (0 = -- | а. 


В этих выражениях т. — постоянная величина, имеющая размерность вре- 
мени. 

Дифференцирование и интегрирование являются линейными математи- 
ческими операциями. Следовательно, для дифференциального или интеграль- 
ного преобразования сигнала следует применять линейные цепи и элементы, 
обладающие требуемыми соотношениями между входными и выходными ве- 
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ГА 


о} о 


50) Ю звы (2) 
50) Ф) Г) 
Рис. 6.6. Простейшая цепь, используемая Рис. 6.7. Дифференцирующая цепь 
для дифференцирования или интегрирова- 


НИЯ 


личинами. Этим требованиям отвечают в принципе такие элементы, как обыч- 
ные конденсаторы или катушки индуктивности в сочетании с резистором 
при надлежащем съеме выходного сигнала. 

Рассмотрим сначала цепь, изображенную на рис. 6.6. 

Подразумевая под входным сигналом $ (1) ЭДС, составляем уравнение 
для тока в цепи { (#) 


©: (0 + (10 1 = (0). (6.15) 


Умножив это уравнение на С и обозначив постоянную времени цепи т, = 
= ЮС, получим 


той (© + 100) а = С (0). (6.16) 


Характер функциональной связи между током { (1) и входным сигналом $ (1) 
зависит от постоянной времени то. Рассмотрим два крайних случая: очень 
малого и очень большого то. При очень малом т, первым слагаемым в левой 
части уравнения (6.16) можно пренебречь. Продифференцировав оставшееся 
после отбрасывания этого слагаемого уравнение по & получим 


. 45 (1) 
= С ——". 
1(1) = 


Отсюда видно, что ‘напряжение на резисторе №, совпадающее по форме 
с И, пропорционально производной входного сигнала 


об 4508 4509 
Ир == Кі (2) = КС —— = ——— 

Таким образом, приходим к схеме дифференцирующего четырехпо- 
люсника, показанной на рис. 6.7, в которой выходной сигнал снимается 
с резистора А. 

При очень больших значениях т, второе слагаемое в левой части уравне- 
ния (6.16) можно отбросить. При этом ток 


0 а 2-20) = 80) 


совпадает по форме с входным сигналом, а напряжение на конденсаторе С, 
равное 


1 А 1 
ис = (004 (50% 


пропорционально интегралу от входного сигнала $ (#). Отсюда следует, что 
для осуществления интегрирования АС-цепь должна быть такой, как пока- 
зано на рис. 6.8. Аналогичные результаты можно получить с помощью ЮГ- 
цепи (рис. 6.9 и 6.10). 

Постоянная времени т, == [./Ю дифференцирующей цепи должна быть 
достаточно мала, а интегрирующей — достаточно велика. Принцип диффе- 


181 


ренцирования для первой схемы (см. рис. 6.9) можно представить следую- 
щим образом. При достаточно большом сопротивлении В ток через-Ю[.-цепь 
почти не зависит от Ё и совпадает по форме с входным сигналом $ (й). Выход- 
ной же сигнал $,ы, (1), снимаемый с индуктивности Ё, 


4$ (№ 


(= а |1 = 
в (ЕЕ Е 50 |= : 


аі 


В схеме, показанной на рис. 6.10, наоборот, ток в основном определяется 
индуктивностью / (так как К весьма мало): 


. 1 
Ах — ГА 
0 = = |“ ) а 
выходной же сигнал, снимаемый с резистора Ю, 
Зрых (0) = (0) = — [ (0) 42. 
0 


Уточним теперь использованные выше понятия «малое» и «большое» то. 
Это проще всего сделать на основе спектрального рассмотрения. Если вход- 
ной сигнал $ (1) имеет спектральную плотность $ (0), то при точном диффе- 
ренцировании выходной сигнал 


аз (0 


бвых (2) = 70 РР 


должен иметь спектральную плотность ѓот,$ (©), а при точном интегриро- 
вании — плотность (1/іот,) $ (о) [см. (2.59) и (2.60)]. Это означает, что для 
точного дифференцирования требуется четырехполюсник с коэффициентом 
передачи 

К (0) = тоо, (6.17) 
а для точного интегрирования 

К (го) = Илью. (6.18) 


Передаточные функции показанных на рис. 6.7 и 6.8 четырехполюсников 
соответственно 


А В іо 0! 
= М ӘС. = 6.19 
К (0) Ю-+- 1/1юС К 14 РСіо 1--тоѓо ' ( 
о од (6.90) 


РӘС ВС ТЕИюВб) тоа ТЕ) ° 


Из сравнения выражений (6.17) и (6.19) видно, что для удовлетвори- 
тельного дифференцирования требуется, чтобы выполнялось условие 


то «1. (6.21) 


Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра вход- 
ного сигнала, в том числе и для самой высокой. 


& Е ГА 


= И г 
80 Т $вых@ 30) 5вых (2 34) Звых@7 


Рис. 6.8. Интегрирующая Рис. 6.9. Дифференци- Рис. 6.10. Интегрирую- 
цепь рующая цепь щая цепь 
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2(@) О 

| й; | ПК ивых 
Рис. 6.11. Дифференцирующая цепь с Рис. 6.13. Интегрирующее устройство с 
применением отрицательной обратной применением отрицательной обратной 
связи связи 


Из сравнения же выражений (6.18) и (6.20) видно, что для удовлетвори- 
тельного интегрирования требуется выполнение условия 


т® > 1. (6.22) 


Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра вход- 
ного сигнала, в том числе и для самой низкой. 

Из неравенств (6.21), и (6.22) следует, что при заданной цепи дифференци- 
рование тем точнее, чем ниже частоты, на которых концентрируется энергия 
входного сигнала, а интегрирование тем точнее, чем выше эти частоты. 

Проиллюстрируем неравенство (6. 21) следующим примером. Пусть сиг- 
нал $ (1) на входе схемы, показанной на рис. 6.7, является импульсом с дли- 
тельностью тии требуется указать значение ту, обеспечивающее удовлетвори- 
тельное дифференцирование. Наивысшую частоту в спектре сигнала можно 
оценить величиной {и ^ 1/ти (см. $2.11). Следовательно, неравенство (6.21) 
принимает вид то2л/ти < 1 или то < ти/2л. Итак, постоянная времени диф- 
ференцирующей цепи т, должна быть мала по сравнению с длительностью 
импульса $ (1). 

Из неравенств (6.21), (6.22) вытекает также следующее принципиальное 
положение: чем точнее дифференцирование или интегрирование, тем мень- 
ше (по модулю) передаточная функция К (іф) цепи, осуществляющей это 
преобразование сигнала. Сказанное относится к простейшим ЮС- или ЮГ- 
цепям, представленным на рис. 6.7—6.10. В пределе, при идеальном преоб- 
разовании, К (ѓо) — 0. 

Таким образом, простые ЮС- или Ю[.-цепи пригодны лишь для приближен- 
ного дифференцирования или интегрирования сигналов. Указанные опера- 
ции можно осуществить достаточно точно при введении в схемы рис. 6.7 
и 6.8 усилителя с отрицательной обратной связью при обеспечении условия 
К, К.с| » 1. Этому требованию отвечают операционные усилители (ОУ). 

"На рис. 6.11 представлена схема дифференцирующего устройства на ОУ. 
Как известно, входное сопротивление ОУ №; очень велико, благодаря чему 
коэффициент обратной связи, определяемый отношением Ю,„х/(Ю,х + В), 
близок к единице. Напряжение ш, являющееся разностью напряжения, 
поступающего со входа, и напряжения обратной связи, настолько мало по 
сравнению с ивы х, а следовательно, и по сравнению с напряжением на АиС, 
что в первом приближении точки 1—2 в схеме на рис. 6.11 можно считать 
эквипотенциальными. Это позволяет считать, что подлежащий дифферен- 
цированию сигнал е (1) приложен непосредственно к емкости, так что ток 


іс А Сае ИЕ. 


Определим ток ір. Падение напряжения Вір на резисторе А совпадает с 
напряжением — (и +- шК) = —Иьых (1 + К), откуда вытекает равенство 


іа = — Е (1 + — к). 


{83 


Учитывая, что ток {у близок к нулю (из-за малости и: и очень большого 
входного сопротивления ОУ), приходим к соотношению ір ^ іс, откуда 


аы (1+) „йё 
Р К а” 
ИЛИ 
РС де 
= А Ё. 6.23 
Ёзых І1+10К а (6.29) 


В реальных ОУ усиление К измеряется тысячами и более, поэтому точ- 
ность операции дифференцирования вполне достаточна для радиотехниче- 
ских применений. 

Схема интегрирующего устройства на ОУ представлена на рис. 6.12. 
В данной схеме 


Ч мвых ЕЮ 


[р =е/Ю и с =С 
в =е/Ю С РР 


откуда 


1 
= ————————— \ еі. 6.23' 
вых атт |“ ' ( ) 


6.6. АНАЛИЗ РАДИОСИГНАЛОВ 
В ИЗБИРАТЕЛЬНЫХ ЦЕПЯХ. МЕТОД 
ОГИБАЮЩЕЙ 


В рассмотренных в предыдущей главе задачах мы имели дело с сигналами, 
которые по своей форме совпадали с формой передаваемого сообщения. При 
передаче подобных сообщений задача сохранения информации тесно связана 
с задачей сохранения формы сигналов. 

Иначе обстоит дело с радиосигналом, в котором информация заключена 
в одном из нескольких параметров высокочастотного колебания. Не обяза- 
тельно сохранять полностью структуру этого колебания; достаточно лишь 
сохранить закон изменения того параметра, в котором заключена информа- 
ция. Так, в случае амплитудно-модулированного колебания важно точно 
передать огибающую амплитуд, между тем как некоторое изменение частоты 
или фазы заполнения, не имеющее существенного значения, при анализе 
можно не учитывать. При передаче радиосигналов с угловой модуляцией, 
наоборот, основное внимание следует уделить точному воспроизведению за- 
кона изменения частоты и фазы. 

Эти особенности радиосигналов открывают путь к упрощению методов 
анализа перёдачи их через линейные цепи. Возможность упрощения особен- 
но существенна, когда радиосигнал представляет собой узкополосный про- 
цесс, а цепь — узкополосную систему. Это как раз и характерно для реаль- 
ных радиосигналов и реальных избирательных цепей. В $3.1 уже отмеча- 
лось, что даже для «широкополосных» сигналов ширина спектра радиосиг- 
нала мала по сравнению с несущей частотой сигнала. Соответственно и по- 
лоса прозрачности цепи обычно мала по сравнению с ее резонансной часто- 
той. 

Анализ передачи сигнала в подобной ситуации существенно упрощается 
при использовании рассмотренного в $3.10 понятия аналитического сиг- 
нала: 


2 = аҳ) + іа, (0) = А (феи, (6.24) 
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где комплексная огибающая А (0) = А (1) е‘ (9 содержит всю информацию, 
заложенную в сигнал а (1) в результате модуляции, как амплитудной, так 
и угловой. 

После прохождения через заданную цепь получается новый аналитиче- 
ский сигнал 


2ных (Г) = ых (ВН {@1вых (В = А (2) еѓ9 = 


== Дьых (В) е’бвых( ей, (6.25) 
действительная часть которого 
@вых (0) — Ке “вых (0) == Азых (2) С05 [65 і + Ө ых (2)1 (6.26) 


и есть выходной сигнал. 

Таким образом, задача сводится к определению влияния цепи на комп- 
лексную огибающую входного сигнала. 

Эта задача может быть решена двумя способами: спектральным и времен- 
ным. 


1. СПЕКТРАЛЬНЫЙ ПОДХОД 


Спектральная плотность $. (о) высокочастотного модулированного коле- 
бания а (#) образует два всплеска вблизи частот ©, и —0,, а передаточная 
функция К (ѓо) — вблизи частот ор и —®%р (рис. 6.13). Для общности здесь 
принято, что резонансная частота ор может не совпадать с центральной час- 
тотой сигнала о, т. е. может иметь место расстройка. При этом предпола- 
гается, что расстройка 


Ло == (00 — 0р (6.27) 


является величиной того же порядка, что и полоса прозрачности цепи. 
Спектральная плотность сигнала 2 (о) = 2$. (о) отлична от нуля толь- 
ко в области ® >> 0 (см. $ 3.10). Графики функций 4 (о), 5, (о) и К (о) по- 
казаны на рис. 6.13. 
Очевидно, 


ых @=—- | 2 (0) К (6) ета = | 2$, (©) К (Го)еѓә до, (6.28) 


В $ 3.3 было показано, что 
в области положительных ча- 
стот 

За (в) == 1/7, $4 (о — ®о), 
где $4 — спектральная плот- 
ность огибающей! А (2). 

Подставив последнее выра- 
жение в (6.28), получим 


К 1 
2ных (В = == | ЗА (®— 
0 


60) —6) 0 @р 6 &) 
— ©) К (іо) ео адо, (6.29) 02 | рр 
ы 
1 В 93.3 рассматривался част- 600 480 9-06-00 
ный случай Ө = Ө, = сопѕїі. При 
учете 0 (#) формула (3.10) обобщает- Рис. 6.13. Спектральные плотности модули- 
ся на комплексную огибающую А (/) рованного колебания и аналитического сиг- 
при любом законе изменения фазы нала, а также передаточная функция узко- 
во времени. полосной цепи 
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Перейдем, как и в $ 3.8, к новой переменной © = о — ®.. Тогда 


2вых (0 = Ез | За (0) КЁ (о, - @)] ей 9 е 1, (6.30) 


— 0% 


Из сопоставления этого выражения с (6.25) видно, что выражение, стоя- 
щее в фигурных скобках, соответствует комплексной огибающей выходного 
колебания 


Аы: (0 = Азы (д евых (0 = > | $л (9) КЕ (о, -9)1ег 4@. (6.31) 


— бо 


Дальнейшее упрощение анализа вытекает из свойств передаточной функ- 
ции резонансных цепей, обладающих сильно выраженной частотной изби- 
рательностью. Модуль передаточной функции К (ѓо) быстро убывает при 
удалении ® от резонансной частоты ор. Поэтому передаточную функцию 
целесообразно выражать в виде функции разности Ф — ®р. 

Введем новое обозначение передаточной функции 


К (іо) = К, |: (о —©5]1. 


Подс тавив теперь ® == о, -- ©, получим 


К, (о,ө, -9)1= К. (А09), (6.32) 
где ДО = ®, — © [см. (6.27)]. 
Так как при © = —®., коэффициент передачи Қ; [ (АО + 9)1 практи- 


чески равен нулю, нижний предел интеграла в выражении (6.31) можно за- 
менить на —-оо. При этом выражение (6.31) принимает следующий вид: 


Аьых (0 = 5 | 8,09) К (АЯ -- Оле 20, (6.33) 


Это выражение ничем не отличается от обычного интеграла Фурье, опре- 
деляющего оригинал по заданной спектральной плотности огибающей $4 (©) 
и передаточной функции К, [ (АО -{ 5)]. 

Заменив 2 на р, получим выражение в форме обратного преобразования 
Лапласа 


с-|-ѓоо 
А. (0= ус | 5а) К НАЯ руей ар. (6.34) 


с — іоо 


Вычисления, связанные с определением А, „ы; (И по формуле (6.34), 
значительно проще, чем при непосредственном определении алых (0) 
с помощью обратного преобразования Лапласа, так как переход от $, (о) 
к $4 (©) иотК (р) к К, (ГАО + р) сокращает вдвое число особых точек 
подынтегральной функции. После определения А’ы, (2) можно составить 
выражение (6.25) для а, ы; (1). 

Применение описанного метода иллюстрируется в $ 6.7. 
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2. ВРЕМЕННОЙ ПОДХОД 


Обратимся к общему выражению свертки (6.11) и перепишем его в форме 


со 


аъых(0 = | ааа, (6.35) 


где а (0) = А (2) соѕ [®, 2-0 (2)] =КВе[А (8 е‘®4, 
а 2(1)-6 (10) соѕ[о,#--7(91= Веб (де! ] (6.36) 


— импульсная характеристика фильтра с резонансной частотой ®р. 
Подставив а (й) и 2 (2) в (6.35), получим 
оо 


ах (= | А (х) 6(1 — х) соѕ [ох 0 (1 соз [о өрх (2— 


оо 


—х х = _ | А (х) 0 (1—х) соѕ (о, ор) хор 0 (х) + (7— 


оо 


— х)] «+ | А (х) С (1—х) соѕ (о, + юр) х — 0-4-0 (х) — 


—ү (#— х) ах. (6.37) 


Вторым интегралом в (6.37) можно пренебречь по сравнению с первым 
из-за наличия быстропеременного множителя с частотой в, + ®р. 
. Переходя к комплексной форме, получаем 


где ДО = ®, — Фр. 

Учитывая, что А (х) еі (0 = А (х) и б (1 — х) еү(- 0 = б ((—х 
являются комплексными огибающими соответственно входного сигнала и 
импульсной характеристики фильтра, приходим к следующему выражению: 


Чвых (Ё А Ке Е ео! | А (х) С (1— х) е—294—> 4х | (6.38) 


Из этого выражения вытекает, что комплексная огибающая выходного 
сигнала приближенно определяется половиной свертки комплексной оги- 
бающей входного сигнала с комплексной огибающей импульсной характери- 
стики цепи: 


А ных (9 2 -- | А (х) С (1—х) е 149—5 дл, (6.39) 


Множитель е—АЯ #—х) учитывает расстройку центральной частоты 
спектра сигнала относительно резонансной частоты фильтра ЛО = о, — 
— ®р. При точной настройке 


Ах (0 | А (х) С(Ё— х) 4х. (6.40) 
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6.7. ПРОХОЖДЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСА ЧЕРЕЗ 
РЕЗОНАНСНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Имея в виду радиоимпульс с прямоугольной огибающей и немодулиро- 
ванным высокочастотным заполнением, рассмотрим сначала явления в цепи 
резонансного усилителя, показанной на рис. 5.13, при передаче фронта 
импульса, т. е. при включении в момент {Е == 0 гармонической ЭДС е (#1 = 
= Ро соѕ (0,7 -- 0,). В качестве выходной величины примем напряжение на 
колебательном контуре усилителя. 

Выведем выражение для колебания на выходе усилителя. Воспользуем- 
ся формулами (6.33), (6.34). 

В данном случае огибающая А (#) имеет вид скачка Ё, (в момент # == 0), 
а с учетом начальной фазы Ө, комплексная огибающая будет А (1) = Ее‘, 
і > 0. Спектральная плотность этой огибающей 


ЗА (0) = Бе! [пб (О) 4- 1/10], 
а преобразование Лапласа 
бл (р) = Ее /р. (6.41) 


Передаточную функцию усилителя определим по формуле (5.65), в кото- 
рой аргумент ® — ®р приведем в соответствие с (6.32): 


К, [1 (АО -- 9)] = Кх 114-4 (АО + 9) т] (6.42) 
(тк имеет тот же смысл, что и Тьн). 

Тогда 

К, (АО + р) = Къ / 1+ (АО рты. (6.42') 


Подставив (6.41) и (6.42') в (6.34), придем к следующему выражению для 
комплексной огибающей колебания на выходе усилителя: 


с 1 


А. (0 = зс | Зл(Р) КИЛЯ + рем ар = — Кыа Въ ев 
с- іоо 7 
х | ще (6.43) 
лі ) р[14-(Л9--р) ти] 


Подынтегральная функция имеет два полюса 
Рі == 0, Бъ == — (1 -- От). 


Вычеты в этих полюсах легко вычисляются [см. (6.6)]: 


— іф 
гез; = 1 =, Фф = агсіє (Дот), 
1+-1л9тк УГО 
в е— (1/7 +9): е— ке —КАЯ!+ 9) 
о = —— и = 
1-9 УРЕ (ЛОТ)? 


Тогда выражение (6.43) принимает вид (знак минус опущен) 


Ах (2) == Крах Ёо 


ев. 9) е 1/1 е 6% Ф400] (6.44) 
УГ-Е(9т,) 
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а искомое физическое колебание 
Чвых (Ё) = Ке [А, ых (2) ео! | — __КтахЁо __ Ве [е/(9--0,—Ф) __ 
УТЕ Як 
Ктах Во 
УТ Я)" 
— ет соѕ (0.7 -- 6, —9$)]. (6.45) 


— ет еКор! 9—9) ] —= [0$ (2, #0, —$)— 


'Физический смысл полученного решения очевиден. Первое слагаемое 
в квадратных скобках определяет стационарную часть напряжения на вы- 
ходе усилителя, а второе — свободное (затухающее) колебание. 

Рассмотрим важные для практики следствия, вытекающие из выраже- 
ния (6.45). Остановимся сначала на точной настройке контура на частоту 
возбуждающей ЭДС: Приравнивая ®р к частоте ®., получаем ДО = 0. Тог- 
да выражение (6.45) упрощается: 


вых (1) = Ках Во (1 —@— тн) соѕ (0, -- 6%) = Авых (0) с0$ (@уѓ + 6)). 


Из этого выражения видно, что при совпадении частот 0, и ®р огибаю- 


щая амплитуд выходного колебания нарастает по закону | —е “к не- 
зависимо от фазы ЭДС в момент включения. 

Соответствующая этому случаю кривая, вычисленная по формуле 
А, ых (/Киах Е, =1—е "в, приведена на рис. 6.14. 

При наличии расстройки огибающая А, ы; (4) изменяется по более 
сложному закону. Для выявления этого закона вычислим модуль разности 
в квадратных скобках выражения (6.44) 


|1 —е—/е-— 249 | = У1 — 2е— 1 соѕ ЛӘ -- е- 2, 


Таким образом, 


Азых (1) — ш У! —2е—#/тк со$ АО + е— 21/7. . (6.46) 
Ктах Ёо УТАТ) 


Графики этой функции для двух значений параметра расстройки ЛОт,, 
равных 1 и 2, приведены на том же рис. 6.14. 

Видно, что при значительных расстройках процесс установления оги- 
бающей принимает колебательный характер. Это объясняется биением двух 
колебаний: частот @, и @®,„. Последняя при сделанном выше допущении о 
высокой добротности контура очень мало отличается от резонансной часто- 
ты 0р. 

Эффект суммирования вынужденного и свободного колебаний поясняет- 
ся векторной диаграммой, показанной на рис. 6.15. При вращении оси вре- 
мени с угловой частотой о, вектор ОВ, соответствующий стационарному 
колебанию, неподвижен, а вектор ОС, соответствующий свободному коле- 
банию [см. (6.45)], вращается с угловой частотой ЛО = ®, — ®р. Записав 
длину этого вектора в форме Ее ^^ ти и задав значение параметра 
Лот, можно проиллюстрировать характер изменения огибающей А.х (0). 

Векторная диаграмма на рис. 6.15 построена для параметра Ат, = 2, 
когда е 48/49" — е-А01/2, 

В момент времени $, соответствующий А = ял, вектор свободного коле- 
бания совпадает по направлению с вектором вынужденного колебания, так 
что результирующий вектор будет Ё, (1 + е^^/?) ах 1,21Е,. Очевидно, что 
при ЛО == 2л результирующий вектор будет Е, (1 — е1) лу 0,965, и 
т. д. 


189 


0 10 п/220 50п /т, 


Авых @/Ктоз 


Рис. 6.14. Установление огибающей высо- 
кочастотного напряжения на выходе резо- 
нансного усилителя при включении гармо- 
нической ЭДС. Параметр расстройки 
ЛОтк=1 и 2 


Из рис. 6.16, где приведены гра- 
фики нормированной огибающей, т. е. 


функции Азых (И 1+ (АО) /Кь, Ёо, 
видно, что с увеличением расстрой- 
ки крутизна фронта огибающей рас- 
тет и общая продолжительность 
процесса установления несколько 
уменьшается. 

Используем полученные резуль- 
таты для определения формы и па- 
раметров радиоимпульса на выходе Рие. 6.15. Векторная диаграмма ста- 
одноконтурного усилителя при пря- ционарного и свободного колебаний 
моугольной форме огибающей им- для Атк = 2 
пульса на входе. 

Колебание на входе (рис. 6.17, а) определяется выражением 


Е, соѕ (©, Ё-0,) при 0<1<Т, 
0 при < 0и 7. 


а (2) = 


Как ив $ 6.4, задачу можно решить, рассматривая независимо явления 
на фронте и срезе импульса с последующей суперпозицией полученных ре- 
шений. 

Если длительность импульса Г больше фактического времени установле- 
ния режима в контуре при включении гармонической ЭДС, то к моменту 
окончания входного импульса на выходе усилителя амплитуда колебания 
будет равна стационарному значению 


Авых ст = Кшах Во /У 1- (АО) те = сопзі, 


Начиная с момента { = Т, после прекращения действия внешней ЭДС, на 
выходе остается лишь свободное колебание, которое можно представить в 


форме 


К. Е 
ых (#) = Авых ст к С05 («Е -- Фо) = Ване е х 
к 
Х с03 (@рЁ + Фо) при #> Т, (6.47) 


где Фо — фаза напряжения на контуре в момент { = 7. 
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Таким образом, в отличие от фронта на срезе импульса огибающая амп- 
литуд имеет вид экспоненты независимо от соотношения частот `®, и ®р. 
Сигнал на выходе усилителя при Ат, = 0 и Ат, = 2 (рис. 6.17, б и в) 
изображен для случая, когда длительность импульса значительно больше 
времени установления стационарного режима. 

В заключение проиллюстрируем применение временнбго варианта метода 
огибающей на примере рассмотренного выше сигнала а (1) = Ёџсоѕ (0, + 
+ 9%) и резонансного: усилителя. Импульсная характеристика усилителя в 
соответствии с (5.67) 

2 (0) = ($/С) е- к соз®, Ё, Ё > 0, (6.48) 
[знак минус, как и в (6.44), отброшен]. 
Переходя к комплексной форме, записываем 
а (1 = Е, Ве [е9 е®+! ] = Ве [Е (фе! |, Е > 0, 
где Е ( = Ее, (6.49) 
8 (0 = (5/С) е1" Ве (е/ерѓ) =(5/С) е-*/“к Ке [е— 1491 ео] = 
= Ве [С (2) е*#'|, Е > 0, 
где С (0) = (5/С) е ть е—{А8 (6.50) 
— комплексная огибающая импульсной характеристики, отнесенная к час- 


тоте @. 
Подставив (6. 48) и (6.49) в (6.39), получим 


© 
Аы (0 = 1 (6 е! се Ак е—149(1—х) дх. 


С учетом равенств тк = 2АЮС и (5/С) т, = 258 =2Киах [см. (5.65)] 
последнее выражение легко приводится к виду 


Ктах Ёо СЕ 1/9, еі, —ф— 9 
вых (0) == о [68-9 е7 1 е/9—9—А490]. (6.51) 
УТЕ(АОтЬ)? 
Это выражение совпадает с (6.44). 


Аъых(0У/7+(4 Әт, )2 


А9 ткт 2 


А@)= Ёо 


< 
© 
о 
б 


а) 


вых Ата Ед (1- г“ *к) Ктаз Ёде" т, 


ТИЦ 
Е И [м 
аач "ИЩИ 


Рис. 6.16. То же, что на рис. 6.14, при __ 5 
нормировакии огибающей относительно 
стационарного значения 


+ 


Рис. 6.17. Прохождение радиоимпульса 
через резонансный усилитель: 


а) импульс на входе уснлителя; б) на выхо- 
де при точной иастройке контура; в} на вы- 
ходе прн расстройке 
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6.8. ЛИНЕЙНЫЕ ИСКАЖЕНИЯ АМПЛИТУДНО- 
МОДУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ 
В РЕЗОНАНСНОМ УСИЛИТЕЛЕ 


На вход одноконтурного усилителя, изображенного на рис. 5.13, 
воздействует колебание 


а (0 = Е П + М соѕ (2? + тү,)] соѕ (воЁ + 0). (6.52) 


Требуется выявить структуру колебания на выходе усилителя. 

Колебательный контур, входящий в состав усилителя, является инер- 
ционной цепью, что не может не оказать влияния на параметры выходного 
колебания. 

В данном случае простейшей гармонической модуляции амплитуды, когда 
спектр колебания содержит всего лишь три составляющих, структуру коле- 
бания на выходе усилителя проще всего отыскать, рассматривая прохож- 
дение через усилитель каждой из составляющих отдельно. 

Записав выражение (6.52) в форме 


а (0) = Е, соѕ (о, + 0) + (МЕ,/2) соз (о, + 9) Е- 0, +71 + 
+ (МЕ) соѕ (во — ВЕ Ө, — т], (6.53) 


найдем передаточные функции усилителя для частот о, о, + © и оу — 


Основываясь на выражении (6.42) и положив ДО = 0 (точная настройка 
колебательного контура на несущую частоту о,), получаем: 
для несущей частоты о, 


К (245) = Қу (0) = —Ктах; 


для боковой частоты Ф®, -- © 


. . Қ К 
о +9 == ПФ! — — __шах _ __ ах _ е. 
для боковой частоты ®, — © 
. . К Ктах ; 
К [і (® —0)] = К, (—:) = — тах — —_ ах ей, 
кс ть Ут-Е@ть 


где Ё, = агс т, — фазовый сдвиг в колебательном контуре на боковых 
частотах (запаздывание на верхней и опережение на нижней боковых часто- 
тах). 

С учетом амплитудных и фазовых изменений, претерпеваемых спектраль- 
ными составляющими в усилителе, можно представить выходное колебание 
в форме, аналогичной (6.53): 

М 1 
@вых (1) = —Кюах Ёо (соз (ФО) — 2 0$ [(00 + Е 
2 УТЕ (От) 


- 9, Во — 50] + М. ОИ с05 (о, — 9). + ,—%о - 5] | 
2 УГ © 


Свернув это выражение, получим 
ы 0 Ка В. а 0090004506) [ег 
+ 00). (6.54) 
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Сопоставим полученное выражение с (6.53). р 
Как и следовало ожидать, частота и фаза ху 
АМ колебания при прохождении через резо- ’ 
нансный усилитель (0, = оз) не изменяются. 

Инерционность колебательной цепи влия- 49 
ет на огибающую колебания: 

1) глубина модуляции на выходе ___ 

—=- —__ 912354928 

Мрых = МУТ 9218 = М/Т + аз бр бэк 
меньше, чем на входе; относительное умень- р. 18, Зависимость коэффи- 
шение глубины модуляции, иногда называе цџента демодуляции в резо- 
мое коэффициентом демодуляции, нансном усилителе от модули- 


М 1 рующей частоты 
р — вых. == 


| 
М уға, УГ 699кор 


(график зависимости Р от частоты модуляции ©, представленный на рис. 6.18, 
соответствует правой ветви резонансной кривой колебательного контура}; 

2) огибающая амплитуд на выходе отстает по фазе от огибающей вход- 
ного колебания на угол 


Бо = агсір ак = агсіс (200,./9). 


Оба эти фактора обусловлены тем, что инерционность колебательной 
цепи снижает скорость изменения во времени огибающей колебания. При 
этом, однако, форма огибающей остается неизменной (гармонической). 

Смысл этого результата поясняется рис. 6.19, а, на котором показано 
положение спектра входного колебаңия относительно резонансной харак- 
теристики колебательного контура. Чем выше частота модуляции ©, тем 
больше относительное ослабление амплитуды колебаний боковых частот и, 
следовательно, меньше глубина модуляции колебания. 

Полученные из анализа тональной модуляции результаты позволяют 
представить общую картину явлений при передаче через контур колебаний, 
модулированных по амплитуде сложным сообщением. Входящим в такое со- 


о5-9 Фу 6+9. © 
а) 


Рис. 6.19. Положение спектра модулированного колебания относительно частотной ха- 
рактеристики усилителя: 
а) при точной настройке; б) при расстройке 
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общение различным частотам © соответствует неоди- 
наковое ослабление: чем выше частота, тем сильнее 
выражена демодуляция. Так как при приеме колеба- 
ний напряжение на выходе детектора приемника 
пропорционально коэффициенту модуляции, полу- 
чается относительное ослабление высших частот сооб- 
щения. Таким образом, зависимость 20 (9) опреде- 
ляет степень линейных частотных искажений переда- 
ваемого сообщения. Подобные искажения называют- 
ся линейными потому, что они не сопровождаются 
2 возникновением новых частот. 
Рис. 6.20. Возникнове- Имеет место также и задержка сообщения. Это 
ние паразитной фазо- объясняется тем, что фазовый сдвиг огибающей (при 
симметрии амплитуд тональной модуляции) зависит от частоты. Колеба- 
колебаний боковых Тельный контур влияет на сообщение, содержащееся 
частот в огибающей, так же, как и фильтр нижних частот при 
пропускании непосредственно через него сообщения 
Задержка определяется наклоном ФЧХ 


20 
а (гав — Фк 
©р 


29 а9 29 \ в 
(2) 
\ Фр 
Обычно задержку определяют по наклону ФЧХ в точке © = 0. Тогда 


іо = 20/0 == Тк. 


Итак, задержка сообщения в одиночном контуре, полоса прозрачности 
которого достаточна для удовлетворительного пропускания спектра со- 
общения, равна постоянной времени контура. 

Рассмотрим теперь случай неточной настройки контура на несущую ча- 
стоту модулированного колебания (рис. 6.19, 6). Несовпадение частот о, 
и ор приводит к асимметрии боковых частот на выходе усилителя. Возник- 
новение асимметрии поясняется векторной диаграммой выходных напря- 
жений, представленной на рис. 6.20. На эгой диаграмме вектор ОР изобра- 
жает несущее колебание, фаза которого запаздывает относительно фазы вход- 
ной ЭДС (принятой равной нулю) на угол 0, (так как рис. 6.19, 6 соответ- 
ствует положительной расстройке ЛО == ®, — ор >> 0). Амплитуда коле- 
бания верхней боковой частоты (вектор ОС,) в данном случае значительно 
меньше амплитуды колебания нижней боковой частоты (вектор ОС,). Длина 
равнодействующего вектора ОҒ, изображающего результирующее колебание, 
изменяется по сложному закону, не совпадающему с гармоническим законом 
изменения огибающей входной ЭДС. 

Следует иметь в виду, что для восстановления передаваемого сообщения 
на выходе радиолинии, работающей с амплитудной модуляцией, применя- 
ется амплитудный детектор, представляющий собой нелинейное устройство. 
Напряжение на выходе детектора пропорционально огибающей модулиро- 
ванного колебания. Из этого следует, что нарушение симметрии амплитуд и 
фаз колебаний боковых частот при неточной настройке контура на несущую 
частоту о, приводит к нелинейным искажениям передаваемых сообщений. 
Эти искажения проявляются в возникновении новых частот, кратных частоте 
© полезной модуляции. 

Кроме искажения формы огибающей амплитуд, возникает также пара- 
зитная фазовая модуляция колебания, так как при вращении векторов ОС, 
и "РС, (см. рис. 6.20) непрерывно измен яется фаза Ө (2) вектора ОХ относи- 
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тельно фазы несущего колебания (принятой в качестве исходной). В неко- 
торых случаях это может привести к дополнительным искажениям сигнала. 

Полученные выше результаты нетрудно распространить на любую коле- 
бательную цепь, например на связанные контуры. Если резонансная кри- 
вая такой цепи симметрична относительно несущей частоты ®,, то правую 
ветвь этой кривой можно рассматривать как характеристику коэффициента 
Р” (см. рис. 6.18). 


6.9. ПРОХОЖДЕНИЕ 
ФАЗОМАНИПУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ 
ЧЕРЕЗ РЕЗОНАНСНУЮ ЦЕПЬ 


Наряду с непрерывной фазовой модуляцией в радиотехнике находит 
применение фазовая манипуляция, заключающаяся в скачкооб- 
разном изменении фазы высокочастотного колебания на 180° в определенные 
моменты времени (рис. 6.21, а). Амплитуда и частота колебания поддержи- 
ваются при этом неизменными. На рис. 6.21, 6 фазы 0 и л чередуются перио- 
дически; при передаче реальных сигналов закон чередования может быть 
более сложным. 

Рассмотрим явления в резонансных цепях, возникающие в моменты скачко- 
образного изменения фазы входного сигнала. При этом будем считать, 
что тактовые интервалы Т, между двумя соседними скачками фазы намного 
больше длительности возникающих в цепи переходных процессов, так что 
рассмотрение каждого из скачков изолированно от предыдущих вполне до- 
пустимо. 

Для выявления принципиальной стороны вопроса ограничимся простей- 
щим случаем — передачей фазоманипулированного сигнала через одиноч- 
ный колебательный контур, настроенный на частоту сигнала ®ь, т. е. @, = 
== ®р. 

Совместим начало отсчета времени с моментом скачка, как это показано 
на рис. 6.21. Тогда для # >> 0 выходной сигнал на основании принципа супер- 
позиции можно представить в виде суммы свободного колебания, существую- 
щего после выключения ранее действовавшего сигнала, и нарастающего коле- 
бания с фазой заполнения, на 180 отличающейся от фазы предыдущего сиг- 
нала. 

Пренебрегая различием между собственной частотой контура о, и ре- 
зонансной частотой ор. можно для двух упомянутых колебаний написать 
следующие выражения: 


а, (0) == Дуе “к соѕо, Ё, а = -А,(1– е7) соо (. 


Знак минус в правой части второго выражения учитывает опрокидывание 
фазы. 
Результирующий сигнал на выходе цепи (рис. 6.22) 


бвых = 0 (В) +2, (0) = (— 4, Ае "к" +Ае к } с0$ о 1 == 
= —4,(1-—2е к )соѕо, /. 


Из-за инерционности контура скачок фазы входного сигнала приводит к из- 
менению амплитуды выходного сигнала. В момент времени & = 0,69/% к, 
когда е7“к'о = 1/9, огибающая обращается в нуль. Чем меньше о, (или 
чем больше добротность контура), тем больше &,. т. е. тем протяженнее про- 
цесс установления колебания с новой фазой. 
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0) 0 7, 25 т 
Рис. 6.21. Фазоманипулированное коле- Рис. 6.22. Возникновение паразитной АМ 
бание (а) и изменение фазы (6) в резонансном контуре при скачкообраз- 


ном изменении фазы входной ЭДС 


В более сложных колебательных цепях, а также при наличии расстрой- 
ки между частотами ®, и ор картина несколько усложняется: помимо 
возникновения паразитного изменения огибающей нарушается и характер 
изменен ия фазы. Вместо скачкообразного изменения получается плавный 
перех од фазы от первоначального значения к новому. При этом способ опре- 
деления структуры выходного сигнала остается прежним, только а (0) 
и а, (1) в выражении для ѕ,ых ({) будут представлять собой колебания с 
несовпадающими частотами. Вычислив модуль и аргумент суммарного 
колебания, нетрудно найти огибающую и фазу выходного сигнала. 


6.10. ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТОТНО- 
МАНИПУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ ЧЕРЕЗ 
ИЗБИРАТЕЛЬНУЮ ЦЕПЬ 


Пусть сирнал на входе избирательной цепи имеет вид колебания, изо- 
браженного на рис. 6.23, а. В некоторые моменты времени частота скачком 
изменяется от 0; до ®, или от ®, до в: при постоянной амплитуде и непре- 
рывной фазе в моменты скачков частоты. Последнее допущение продиктовано 
желанием выяснить влияние на параметры выходного сигнала одной Лишь 
манипулянии частоты, без наложения манипуляции фазы (рассмотренной в 
предыдущем. параграфе). 

Совместим начало отсчета времени с моментом изменения частоты от в 
до ®, (рис. 6.23, 6) и положим, как и в $ 6.9, что к моменту Ё== 0 все про- 
цессы, связанные с предыдущим скачком частоты, уже закончены. Таким 
образом, при {< 0 выходной сигнал представляет собой гармоническое ко- 
лебание с частотой о; и постоянной амплитудой Ао. 

На первый взгляд может показаться, что изменение скачком одной лишь 
частоты входного сигнала при постоянстве амплитуды и отсутствии скачка 
фазы не должно сопровождаться переходными процессами. В действитель- 
ности это не так, поскольку в цепях, запасающих энергию, переход от од- 
ной частоты к другой неизбежно связан с изменением запаса энергии. 

Основная идея, на которой базируется дальнейшее рассмотрение, за- 
ключается в том, что мгновенное изменение частоты внешней ЭДС эквива- 
лентно выключению старой ЭДС с частотой оу и включению в тот же момент 
новой ЭДС с частотой ®›. Аналогичный прием был использован в $ 6.9 для 
скачка фазы входного сигнала, однако в данном случае дело несколько ослож- 
няется несовпадением частот различных слагаемых. 

Итак, результирующее колебание на выходе линейной цепи при ѓ> 0 


Явых (0) = а (1) + а, (0), (6.55) 
где а; (1) — свободное колебание, связанное с выключением в момент ї = 0 
старой ЭДС (частоты ‘в; а, (И — нарастающее колебание, обусловленное 
включением новой ЭДС (частоты во). 
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Рассмотрим одиночный колебательный контур при съеме выходного напря- 
жения с емкости (рис. 6.24). Резонансную частоту контура о} приравняем 
частоте 0, а скачок частоты 2А (см. рис. 6.23, 6) будем считать симметрич- 
ным относительно 0: 


Фр = ®, — До = ор — До, о, = ® + До = о, -- До. 


Тогда свободное колебание а; (#) в соответствии с (6.47) можно записать 


в форме 
@ (2) = 95, —#/ 


——— т Н 
ИЕ бета кп (0,2—1), Ё>0, 


где множитель © соответствует Ках, косинус заменен синусом ввиду съема 
напряжения с емкости, входящей в последовательный контур, а ф; = 
= агсіе (0, — 0) т. Поскольку о; < ор, то фу = -–агсівЛот, и 

ОЕ, 
У! + До} т? 
(здесь использовано обозначение ф = агсісЛ от). 


В результате аналогичных рассуждений колебание а, (И по аналогии 
с (6.45) можно представить в виде 


а) (0) = е “к іп (юр ф), #20 


Е . _ . 
а (В = Во [ејд (оф) --е./"к іп (ө, ф)1, #0. (6.56) 
У !- (до): т? 
В данном случае ф входит со знаком минус, так как на частоте в» > ®р 
ток в контуре отстает по фазе относительно ЭДС. 


После подстановки в (6.56) о, = о} + Ах выражение (6.55) приводит- 
ся к виду 


ОЕ 
| 1-- (Ао)? т 


Явых (0) = |соз (До — ф) “п р + 


+ [511 (Дог — <) + 2 зіп фе] соѕо й] = Авых (0) зто ЕЕ (|. 


Огибающая А, шұ ({) и переменная часть фазы & (#) выходного сигнала 
определяются выражениями 


Е а __—— И 
Авых (1) НЕЕ! 1 4-46” ' "кіп фѕіп (До —Ф) -- де 2 кіп? ф, 
0) Тк 


ѕіп (Ав! —ф) + 2е 707 т $. 
соѕ (До —-ф) 


Ё (7) =агсіс 


Рис. 6.23. Частотно-манипулированное ко 
лебание (а) и характер изменения частоты 
(6) 


Рис. 6.24. Колебательный контур, возбуж- 
даемый частотно-манипулированным коле- 
банием 
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Основной интерес в данном 
случае представляет закон измене- 
ния частоты выходного колебания 


5-05 40 2,0 


=®,-- Ао (2). 


Выполнив дифференцирование, 
после некоторых несложных вы- 
кладок' можно прийти к следую- 
щему результату: 


$00 420 Ло?° 


-10 
Ао (1 
у = 2900 
Рис. 6.25. Установление частогы колебания Ао 
в контуре при скачкообразном изменении е 49170 оз Лог 
частоты воздействия в зависимости от па- о, 
раметра Ё = До/а | + 4е ^9 В ѕіп ф [511 (Ао (-— 
—ф) фе 29 $ 1 


где 6 = Ао. 

Графики } (До/) для нескольких значений параметра 6 построены на 
рис. 6.25. Заметим, что полоса пропускания контура, определяемая по ослаб- 
лению сигнала до 1 70 от максимального значения, равна 29, = оО. 
Следовательно, параметр 6 есть не что иное, как отношение полного скач- 
ка частоты сигнала 2Л о к полосе пропускания 29. 

Из рис. 6.25 видно, что при 6 < 0,5, т. е. когда А/к < 0,5, процесс 
установления Частоты практически не отличается от процесса установления 
амплитуды при внезапном включении ЭДС. Заметное расхождение наступает 
при 6 > 0,5. 


6.11. ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТОТНО- 
МОДУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ ЧЕРЕЗ 
ИЗБИРАТЕЛЬНЫЕ ЦЕПИ 


В $6.8 было показано, что при гармонической АМ передача колебания 
через контур, точно настроенный на несущую частоту, не сопровождается из- 
менением формы огибающей, имеет место лишь ослабление глубины модуля- 
ции. 

При ЧМ неравномерность амплитудно-частотной и кривизна фазо-частот - 
ной характеристик контура оказывают более сложное влияние на параметры 
выходного колебания. Даже при гармонической модуляции частоты спектр 
колебания обычно содержит очень болышое число пар боковых частот. Нару- 
шение нормальных амплитудных и фазовых соотношений между отдельными 
парами боковых частот приводит к искажению закона модуляции даже при 
полной симметрии характеристик цепи относительно несущей частоты коле- 
бания. 

При ЧМ влияние цепи может сказаться: 

в искажении закона изменения мгновенной частоты и мгновенной фазы 
колебания; 

в изменении амплитуды полезного частотного отклонения в зависимости 
от частоты модуляции ®; 

в возникновении паразитной АМ. 


1 Подробные выкладки см. в предыдущем издании настоящей книги. Там же рас- 
сматриваются амплитудные изменения выходного колебания при скачкообразном изме- 
нения частоты ЭДС на входе контура. 
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При детектировании колебаний с помощью частотного детектора напря- 
жение на выходе приемника пропорционально изменению мгновенной часто- 
ты колебания. Поэтому искажение закона изменения мгновенной частоты в 
колебательных контурах передатчика и приемника приводит к нелинейным 
искажениям сигнала, проявляющимся на выходе детектора в виде добавочных 
напряжений с частотами, кратными частоте модуляции О. 

Второе из отмеченных выще изменений параметров частотно-модулиро- 
ванного колебания приводит к неравномерности АЧХ радиолинии с ЧМ и, 
следовательно, к частотным (линейным) искажениям сигнала. 

Рассмотрим воздействие ЭДС, частота которой изменяется по закону 


о (0) == оо і ©, 6056, (6.57) 


на резонансную колебательную цепь. Амплитуду ЭДС считаем строго но- 
стоянной, так что ЭДС можно представить выражением [см. (3.23)1 


е (0) = Ё, соѕ («ої - тзш®®. 
Комплексный коэффициент передачи цепи обозначим через 
К (іо) = К (ш) е‘), 


Примерный вид модуля К (5) и фазы Ф (©) для обычной резонансной 
цепи изображен на рис. 6.26, а. Так как перед Ф (~) выбран знак плюс, то 
фазовая характеристика ф (©) имеет отрицательный наклон в полосе про- 
зрачности цепи. Частотный спектр и график изменения мгновенной частоты 
о (#) входной ЭДС показаны на рис. 6.26, би в. Колебательные цепи обычно 
настраиваются на среднюю частоту модулированного колебания, поэтому 
рис. 6.26 и дальнейшее рассмотрение относятся к случаю ®р = 00. 

Для нахождения колебания на выхо- 
де цепи в принципе можно воспользо- 
ваться тем же методом, что и в случае 
АМ (см. $6.8). При этом необходимо 
учесть изменение амплитуд и фаз для 
каждой из пар боковых частот ЭДС в 
соответствии с кривыми К (©) и $ (6). 
Однако подобный вполне точный метод 
пригоден лишь при очень малых индек- 
сах модуляпии, т. е. если состав спект- 
ра ЧМ колебания мало отличается от 
состава спектра АМ колебания. 

В практике чаще всего приходится 
встречаться с модуляцией, характери- 
зующейся столь большим числом спект- 
ральных составляющих в используемой 
полосе частот, что применение спект- 
рального метода сопряжено с больши- 
ми, иногда непреодолимыми трудностя- 
ми вычисления. В таких случаях при- 
ходится прибегать к приближенным ме- 
тодам, позволяющим, хотя и не вполне 
точно, находить колебание на выходе 91 8) 
цепи по заданному закону изменения 
мгновенной частоты ЭДС на входе и по Рис, 6.26. Передаточная функция це. 
заданным ФЧХ цепи без разложения НАЧИ Спектр ой колебання { ог 
ЭДС в спектр. го колебания 
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Эти методы, называемые методами мгновенной частоты, 
основаны на допущении медленности изменения частоты. Частота модуляции 
считается настолько малой, что амплитуду и фазу колебания на выходе цепи 
в каждый момент времени можно без большой погрешности определить по 
частотной и фазовой характеристикам цепи так же, как и в стационарном 
режиме. Таким образом, принимается, что установление стационарных коле- 
баний на выходе происходит почти одновременно с изменением частоты на 
входе цепи. 

Эти предпосылки тем ближе к истине, чем больше период модуляции 27/0 
и чем меньше постоянная времени цепи т,. Так как последняя обратно про- 
порциональна полосе пропускания цепи 2А®,, то одним из условий приме- 
нимости метода мгновенной частоты является неравенство О/Ло, < 1. 

При одной и той же частоте &2 скорость изменения мгновенной частоты 
входной ЭДС зависит от амплитуды частотного отклонения «д, поэтому соб- 
людения только этого неравенства еще недостаточно. Должны быть нало- 
жены ограничения и на отношение о; Або. 

Более подробное рассмотрение показывает, что если 0 „/А © меньше единицы или 
близко к ней, то метод мгновенной частоты обеспечивает вполне достаточную для прак: 
ТИКИ ТОЧНОСТЬ. 


При выполнении указанных условий напряжение на выходе цепи можно опреде- 
лить с помощью выражения 


Ивых (0 = Ёо Ве [е‘Ф 0 К (іо) = Ес К (о) Ве {е ФФ 7961}, 


где 1 (1) = ®,Ё- т т ОЕ — полная фаза ЭДС на входе цепи (см. $3.4); ф (@) — 
аргумент коэффициента передачи цепи. 
Из этого выражения видно, что амплитуда выходного напряжения изменяется по 


закону 
Оъых (1) =Ео К (©) = Е, К (ФГ одсоѕ 98. 
а мгновенная частота — по закону 


@ф аф 
вых (1) = И. + р. 


Так как первый член в правой части этого выраження представляет собой мгно- 
венную частоту входной ЭДС о (1, то Ё (Г) = 24ф/41 характеризует влияние рассматри- 
ваемой цепн на частоту выходного колебания. При выполнении оговоренного выше 
условия медленности модуляции Ё, как правило, мало по сравнению с ®д. Итак, 


вых (0) = 0 (И ТЕ. (6.58) 


Если известно уравнение ФЧХ ф (о), то, подставляя вместо аргумента шо мгновен- 
ную частоту © (А) == оо + од со; 97 и дифференцируя по Ё, получаем общее выра- 
жение для Ё (7): 


а 
Е (1) = == [Фф (оо -- од с08 1]. (6.59) 


При периодической модуляции частоты Ё (2) также является периодической функ- 
цией времени и может быть разложена в ряд Фурье. Так как при настройке цепи на 
среднюю частоту © ФЧХ обычно антисимметрична относительно Фо, то ряд Фурье 
содержит одни лишь нечетные гармоники: ©, 39, 50, ... Учитывая, наконец, что при 
изменении частоты по закону (6.57) производная Ф, т. е. & (1). является нечетной функ- 
цией времени, приходим к выводу, что ряд Фурье содержит одни лишь синусоидальные 
члены: 


Е =, т Я! -- @ зт391--.... 


где ©, Фз, ... — амплитуды гармоник функции & (0). 
Подставляя Ё (/) в (6.58), получаем 


Фвых (Г) @0 -- од с0$ 974-1 5іп ӘР :- Фа т ЗЕ... = в -- ро 0+ х 
х соѕ (01 — 7) -- бт ЗОГ ... = 0 од С05 (91-7) - з т 307-4... (6.60) 


Слагаемое Ф? под знаком ради кала можно отбросить как величину высшего порядка 
2 
малости по сравнению с од. 
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Сопоставление выражений (6.57). и (6.60) позволяет сделать вывод, что влияние 
цепи на выходное колебание заключается в запаздывании фазы сообщения на угол 7, 
определяемый выражением 


у = агсіе (@;/0 п), (6.61) 


и в возникновении нечетных гармоник в законе изменения мгновенной частоты. Как 
отмечалось выше, наибольшее значение обычно имеет последнее обстоятельство. 
Поясним применение метода мгновенной частоты на примере одиночного колеба- 


тельного контура. 
Подразумевая под К (іф) отношение комплексной амплитуды напряжения на 
конденсаторе к амплитуде ЭДС, включенной последовательно в контур, получаем 


оС 
г [1-7 (0 —®о) тк] 


Учитывая, что 0 — 00 = од с0$ ОЇ и пренебрегая изменением о в числителе, 
так как од обычно мала по сравнению с ©, можем записагь 


16) — 9 еѓФ, 
і(14-іодтксо59) ХТ (од тк соз 988 


К (іо) = 


К (іо) = 
где 
л 
ф= — | 4- агсіс (од тқ с05 оо . 
На основании соотношения (6.59) находим 


а Оод Тк зіп 9 
ды к, (6.62) 
аі 1-02 тк Соз о; 
Применяя (2.24), находим 
2л 
| 
&=— | Е (2) ѕіп 9а (98, 


е 


0 
2л 

8=— | Е (2) зтзом (22. 
0 


Произведя интегрирование (см. (2.553.3), (2.554.2) и (3.644.3) в [7]), получим сле- 
дующие окончательные формулы для амплитуд первой и третьей гармоник функции 


2 (Итар) 


бу = (6.63) 


(ИГЕед-1), 2 


2 4-2 
ТТк ої Тр 


ТТк 


Здесь т = өд/9. 


Ир з 
276 А, 


0 45 10 35 елт, 


о 0 пи бр2п О? 
2 2 


Рис. 6.27. Зависимость коэффициента гар- 
моник от девиации ®д при заданной по- 
стоянной времени контура тк 


Рис. 6.28. Возникновение паразитной АМ 
при модуляции частоты 
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Далее по формуле (6.61) находим фазовый сдвиг для сообщения 
$ 2 —_ 
ү = агсіє Ри — агсіє чи (И! +1) | (6.64) 


Теперь нетрудно определить коэффициент гармоник по частоте 30 на выходе ча- 
стотного детектора. Для этого нужно разделить амплитуду ё; третьей гармоники функ- 
ции ё на амплитуду од основной частоты 0 [см. (6.63)]: 


б 9 11-- у 1+ 52 т2 З 
Од т Од Тк 


График зависимости т Күз (одтк) изображен на рис. 6.27. При ®дтк « 1 форму- 
лы (6.64) и (6.65) упрощаются: 


ү 2= Отн, Күз 6-2 (Фд тк)3/4т. 


При одтк -> 1 (но т >» 1), т.е. при девиации, почти равной полосе пропускания 
контура, формулы (6.64) и (6.65) дают 


ү =0,8/т, Крз:= 0,13/т. 


Итак, в условиях, когда метод мгновенной частоты применим, предельные иска- 
жения в одиночном контуре не превышают долей процента. 

Нетрудно найти изменения амплитуды выходного колебания. Для этого можно 
воспользоваться резонансной кривой контура и произвести построение, показанное на 
рис. 6.28. Видно, что основная частота изменения огибающей амплитуд И вдвое пре- 
вышает частоту модуляции 0. 


Глава 7. ПРОХОЖДЕНИЕ СЛУЧАЙНЫХ 
СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 
С ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


7.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА В ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 


Пусть на входе линейного четырехполюсника (рис. 7.1) с передаточной функ- 
цией К (ѓо) и импульсной характеристикой р (г) действует случайный процесс 
$ (#} с заданными статистическими характеристиками; требуется найти 
статистические характеристики процесса $,ых (Г) на выходе четырехполюс- 
ника. 

В гл. 4 были рассмотрены основные характеристики случайного процес- 
са: распределение вероятностей; корреляционная функция; спектральная 
плотность мощности. 

Определение последних двух характеристик является наиболее простой 
задачей. Иначе обстоит дело с определением закона распределения случай- 
ного процесса на выходе линейной цепи. В общем случае при произвольном 
распределении процесса на входе отыска- 
ние распределения на выходе инерционной 
цепи представляет собой весьма сложную 
задачу. 

Лишь при нормальном распределении 

. входного процесса задача упрощается, так 
Рис. 7.1. Линейный четырехпо- кақ при любых линейных операциях с 
люсник с постоянными пара- 
метрами гауссовским процессом (усилении, фильтра- 
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ции, дифференцировании, интегрировании и т. д.) распределение остается 
нормальным, изменяются лишь функции (т) и И (о). Поэтому, если зада- 
на плотность вероятности входного процесса (с нулевым средним} 


р (5) =—— ехр (- ыы ) 
Ул о. 203 } 


то плотность вероятности на выходе линейной цепи 


І 5вых 
р (бвых) = ехр (- РИ . (7.1) 
Ул Сз вых бзвых 
Дисперсия В. вых == 0$вых легко определяется по спектру или по кор- 


реляционной функции. Таким образом, анализ передачи гауссовских про- 
цессов через линейные цепи по существу сводится к спектральному (или 
корреляционному) анализу. 

Последующие четыре параграфа посвящены преобразованию только спек- 
тра и корреляционной функции случайного процесса. Это рассмотрение спра- 
ведливо при любом законе распределения вероятностей. Вопрос же о пре- 
образовании закона распределения при негауссовских входных процессах 
рассматривается в $ 7.6—7.7. 


7.2. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ МОЩНОСТИ 
И КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ СЛУЧАЙНОГО 
ПРОЦЕССА НА ВЫХОДЕ ЦЕПИ 


Содержание данного параграфа ограничено рассмотрением стационар- 
ных случайных процессов. 

Спектральную плотность входного процесса обозначим У, (®). Задача 
нахождения №, вых (©) легко решается с помощью рассуждений, аналогич- 
ных использованным при выводе выражения (4.31). Умножив спектральную 
плотность Хьт (®) «усеченной» реализации процесса хь (#) на передаточную 
функцию фильтра К (ѓо), получим спектральную плотность этой же реали- 
зации на выходе 


Хат, (9) = Хит (8) К (іа). 


Энергию рассматриваемого отрезка реализации можно определить с по- 
мощью равенства Парсеваля 


Т/2 оо 
Эһтвых = | ХЁТвых (0 йі = = | | Хьт (6) №1 К (іо) |? ао. 
—Т/2 — оо 
Тогда по аналогии с выражением (4.34) получаем 
у ХЕ р ука 
в вых (©) = іт С о =, (о) А? (@). (7.2) 


Корреляционная функция случайного процесса на выходе фильтра опре- 
деляется с помощью выражения (4.39’): 


Ю; вых (7) =— | Ў вых (6) еі 0 => | №, (о) К? (в) ет ао. (7.3) 


Соотношения между характеристиками случайных процессов на входе и 
выходе цепи можно вывести также и на основе заданной импульсной ха- 
рактеристики цепи. 
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Действительно, поскольку спектральной функции  ,(®) соответствует 
корреляционная функция 


дес го 
В, (х) = = | И, (о) егет до, (7.4) 
а спектральной функции К? (о) — 
К С 2 10 
Е, (9 = = | К? (о) ейт йо, (7.5) 


т. е. корреляционная функция импульсной характеристики & (2) [см., на- 
пример, (2.136), в которой нужно 5? (®) заменить на К? (®)], то произведе- 
нию спектральных функций №, (о) и К? (о) соответствует свертка функ- 
ций №, (т) и №, (т) (см. (2.64)] 


В, 6) = | В.О) В, (е0) ах © 


— оо 


Таким образом, по заданным корреляционным функциям К, (т) и 
К, (т) определяется корреляционная функция на выходе К, вых(т), после 
чего находится энергетический спектр 


У, вых (6) — | К, вых (т) е 97 дт, (7.7) 


Особый интерес представляет случай , когда процесс на входе является 
белым шумом. В этом случае И, вых (6) = \. = сопѕі и в соответствии с 
(7.3) и (7.5) 


В, аах (0) = о | к с) ет д = И, В, (0). (7.7) 


Выражение (7.7') можно применять и в тех случаях, когда энергетический 
спектр №, (о) равномерен лишь в полосе прозрачности цепи. 

Итак, ни спектральный, ни корреляционный анализ прохождения ста- 
ционарного случайного процесса через линейную цепь с постоянными пара- 
метрами не связан с какими-либо трудностями. 


7.3. ХАРАКТЕРИСТИКИ СОБСТВЕННЫХ ШУМОВ 
В РАДИОЭЛЕКТРОННЫХ ЦЕПЯХ 


При анализе передачи сигналов по радиоэлектронным цепям наряду с 
неизбежными искажениями формы сигналов необходимо учитывать также и 
собственные шумы цепи. Эти шумы, накладываясь на сигнал, ограничивают 
информационную емкость последнего. Проблема шумов особенно актуальна 
при усилении слабых сигналов. 

В радиоэлектронных устройствах имеются два основных источника 
шумов: дискретная структура тока в усилительных элементах (транзисто- 
ры, электронные лампы и т. д.) и тепловое движение свободных электронов 
в проводниках электрической цепи. 

Рассмотрим первый источник на примере дробового эффекта, присущего 
электронному току в усилительных приборах. Этот ток представляет собой 
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Рис. 7.2. Спектральная плотность 0@1(®) 
одиночного импульса и энергетический 


ө) к, Ро) 
спектр И: (о) случайного процесса 


совокупность импульсов, каждый из которых обусловлен переносом заряда 
одного электрона. Полный ток, являющийся суммой очень большого числа 
перекрывающихся, расположенных случайным образом на оси времени 
импульсов, представляет собой стационарный эргодический случайный про- 
цесс, для которого справедлива центральная предельная теорема *. Поэто- 
му распределение электронного тока можно считать нормальным с плотно- 
стью вероятности | 


На 2 
00 = ех | а | (7.8) 


Постоянную составляющую тока Г, и среднюю мощность флуктуационной 
составляющей 01 можно определить с помощью следующих рассуждений. 

Пусть среднее за 1 с число импульсов тока равно №1. Так как каждый 
импульс переносит заряд одного электрона е, то полное количество электри- 
чества, переносимое в среднем за | с, равно Ае. Это и есть постоянная со- 
ставляющая тока. Таким образом, 


Го == Ауе. 


Введем в рассмотрение спектральную плотность С; (0) одиночного им- 
пульса тока їі, (1 — ѓһ), обусловленного переносом заряда е одного электро- 
на (1, — момент вылета электрона). Независимо от формы этого импульса 
значение С, (о) при о = 0 равно площади импульса [см. (2.55)[: 


6, (0) = | 1, (ев) ае. (7.9) 


— 00 


Длительность т, импульса і, (1) зависит от геометрии электронного при- 
бора, от напряженности электрического поля в междуэлектродных проме- 
жутках и т. д. Ширину спектра импульса в грубом приближении можно 
приравнять 2/т,. Таким образом, модуль спектральной плотности импульса 
і, (Ё — #,) можно представить в виде графика, показанного на рис. 7.2. 
Максимальная ордината ~. 

Энергия одного импульса по формуле Парсеваля 


а суммарная энергия №, импульсов за 1 с, т. е. средняя мощность процесса 
(при сопротивлении 1 Ом), 


0 =, += | Е, 61 (о) до -- В = П. (7.10) 


1 См. 64.2, п. 3. 
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Б (9) 
+ — 
9 Ёко 
а) 0) 


Рис, 7.3. Транзисторный (а) и ламповый (6) усилители и единая схема замещения для 
флуктуационного тока (в) 


Первое слагаемое в правой части (7.10) определяет мощность флуктуа- 
ционной составляющей тока, второе слагаемое — мощность постоянной со- 
ставляющей /,. 

Из выражения (7.10) вытекает, что энергетический спектр флуктуаци- 
онной составляющей электронного тока совпадает по форме со спектраль- 
ной плотностью энергии О? (®) отдельных импульсов, образующих слу- 
чайный процесс 


№; (о) = Е, О? (о). (7.11) 


Примерный вид №); (®) представлен на рис. 7.2. 


Учитывая, что А, = /,/е, а также то, что в пределах полосы частот ~ 2/т, 
имеет место равенство (7.9), получаем* 


У, (©) =еГ, 90<|®| < 1%. (7.12) 


Таким образом, приходим к выводу, что в указанных пределах дробовой 
шум можно считать белым шумом. 

Выражения (7.8) и (7.12) определяют основные статистические характе- 
ристики дробового тока. 

Теперь нетрудно выявить статистические характеристики напряжения 
шума на выходе цепи, содержащей «шумящий» элемент. На рис. 7.3, аи 6 
изображены схемы транзисторного и лампового усилителей, а на рис. 7.3, в— 
единая схема замещения для флуктуационного тока і (й). Входные зажимы 
база — эмиттер (соответственно сетка — катод) соединены накоротко, чтобы 
подчеркнуть отсутствие внешнего воздействия на усилитель. В качестве ис- 
точника шума в схеме замещения показан генератор тока Г (1), статистичес- 
кие характеристики которого р (г) и №, (о) были определены выше. 

Напряжение шума и (№), создаваемое на линейном нагрузочном элементе 
Ён (6), распределено, как и ток { (№), по нормальному закону 


/ 2 
р ер [= }. (7.13) 
ло 20% 
Спектральная плотность случайного процесса и (#) определяется соот 
ношением 


И, =\, (о) 22 (о) (7.14) 


[ср. с (7.2); в данном случае вместо безразмерной передаточной функции 
К (о) фигурирует сопротивление 2, (@)]. 

Применяя к (7.14) преобразование (4.39), можно определить корреля- 
ционную функцию напряжения шума на выходе усилителя, а также вели- 
чину б,, т. е. среднеквадратическое напряжение шума. 


1 В технической литературе также распространена формула №; (о) = 2е/,, при 
выводе которой среднюю мощность о? относят только к положительным частотам. 
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Рассмотрим механизм формирования собственного шума в резистивном 
и резонансном усилителях. 

В резистивном усилителе сопротивление 2, (ѓо) определим для схемы на 
рис. 5.10, а по формулам 


В (1/10Со) Ка 
Ю-- 1/0 1-+ (оС, В)? 

Постоянная времени цепи ЮС, во много раз больше длительности им- 
пульса тг; соответственно полоса пропускания цепи ЮС., примыкающая к 
нулевой частоте, во много раз уже, чем ширина спектра , (о), показанно- 
го на рис. 7.2. Поэтому при определении воздействия на цепь дробового шу- 
ма его можно рассматривать как белый шум со спектром №; (о) = е/,. 
Тогда по формуле (7.14) 

У, (©) ==е/, В" -- (оС, В)?] (7.16) 


и по формуле (4.39) 


2. (6) = ‚ 22 (0) = (7.15) 


р ет ека 1 Г с0$ ФТ 

= 1 2 —_- —————_———— = ——0-_— — —————————— 

Ка (0 ек 2л 14 (0С А)? " (АСо)? г) (1/АС,)? 4-0? 
Входящий в правую часть интеграл 
ч соѕ ФТ л [т| 
) ист = ВС, ехр [ – вс.) 
Таким образом, 
ео В [7 | 

_ — 151}, 7.17 

К, (1) 6 ехр — с. | (7.17) 


При т = 0 это выражение определяет дисперсию напряжения шума 
0, и среднеквадратическое напряжение шума о, : 


= В, (0) = 29, „= р 28 (7.18) 
2С, 2С, 

Нормированная корреляционная функция шума 

г, (0) =ехр(—-\т\/ВСу). (7.19) 


Графики спектра №, (®) и функции г, (т) изображены на рис. 7.4 и 
7.5. 


Интервал корреляции напряжения шума в данном примере определяется 
величиной |т|/ЮС, ғ 1. Нетрудно пояснить смысл полученного результа- 


Ги 
10 
ег /90 
-10 0 10 [А -10 0 10 т/8С0 
Рис. 7.4. Спектр шумового напряжения Рис. 7.5. Нормированная корреляцион- 
на выходе резистивного усилителя ная функция шума, соответствующая 


спектру У» (о) (рис. 7.4) 
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та. Напряжение шума на нагрузке образуется совокупностью беспорядочно 
следующих импульсов тока, создаваемых отдельными электронами. Каж- 
дый из этих импульсов создает импульс напряжения, длительность которого 
определяется постоянной времени нагрузки. При наложении большого чис- 
ла импульсов относительная скорость изменения суммарного напряжения 
шума и (1) должна быть того же порядка, что и скорость изменения отдель- 
ных импульсов. Поэтому для независимости напряжений, отсчитываемых в 
моменты ѓи # + т, величина т должна быть не менее длительности импуль- 
сов, образующих шум. 

Для количественной оценки напряжения шума, создаваемого дробовым 
эффектом, приведем следующий пример, характерный для апериодического 
усилителя: постоянный ток /, = 10 мА, сопротивление нагрузки В = 5 кОм, 
емкость С, = 50 пФ. 

Применяя формулу (7.18), находим среднеквадратическое напряжение 
шума на выходе усилителя 


.10-1.10.10-—3.5.103 
о, әх 1810510 ов. 10- В 0.28 мВ. 
2.50.10—12 


Определенное таким образом напряжение можно условно рассматривать 
как результат приложения некоторого напряжения шума ко входу усили- 
теля. При коэффициенте усиления К, эквивалентное напряжение шума 
на входе следует приравнять величине и, = о„/Ку. При коэффициенте 
усиления Ку ^ 100 получаем и, А З мкВ. Это значение и определяет ниж- 
ний порог сигнала, который еще имеет смысл усиливать данным усилите- 
лем. 

Аналогичным образом можно рассмотреть формирование шума в колеба- 
тельной цепи резонансного усилителя, схема которого изображена на 
рис. 5.13. 

По аналогии с выражением (7.14) определим спектр 


№, (©) = 1, (о) 22, (о) =е/, 22 (®), (7.20) 
где 
7. (19) = 2 д Кш , 


1- ѓак 1; 2 (0 — 0р) О 
Фр 


а кр = Р, — сопротивление контура (шунтированного резистором 
РК.) при резонансе. Отсюда квадрат модуля сопротивления нагрузки 


25 (о) = 2/1 + (о — ор) тк], (7.21) 


где тк = 20әһ/ор — постоянная времени контура. 
Таким образом, 


№, (©) =е КА/[1 -- (0 —ор)? тк]. (7.22) 


График спектра №, (о) изображен на рис. 7.6. 
Выражение (4.39’) для корреляционной функции в данном случае при- 
нимает следующий вид: 


ИРИ терис гни 
Ю, (т) =е Ки од | 1 (о — өр)? т? © ео Ки л т 1+ (о — ор)? т? 
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х ри. 
0 (0-р), 


Рис. 7.6. Спектр шумового напряжения Рис. 7.7. Нормированная корреляцион- 
на выходе резонансного усилителя ная функция, соответствующая спектру 
У, (©) (рис. 7.6) 


Переходя к новой переменной @; = ® — ор, получаем 


е1, К С СОЗ (01 + Фр) т 
К, (т) = —— | ора ^ о = 
—®р 


оо 


со 
е1, Ю? СоѕЅ 0, Т . зто т 
= т соѕ 0р т ( ——— ат Доу —–зіпорт | —— йоу 
л А 


еї т? А 1+0? 12 
р 


Заметим, что при достаточно. большой добротности контура выполняется 
условие 


р Тк == @р (2 к/®р) = 20, > 1. 


Поэтому нижний предел интегралов —®р можно заменить на — со. Вто- 
рой интеграл обращается при этом в нуль вследствие нечетности подынтег- 
ральной функции относительно переменной интегрирования о. Первый же 
интеграл вследствие четности подынтегральной функции приводится к виду 


оо оо 


0$ 2 50у Т 
| 05017 д, а. 


14-0? т? тё 1/72 4-0? 


Аналогичный интеграл был вычислен при выводе формулы (7.17). Ис- 
пользуя этот результат, получаем 


Тк е 1Ҹ/ тк — 


2 


ео В? 
К, (т) = —^ соѕ орт 
л тё 


ео К рут ала 


== ——— @ ксоѕ орт -—=е/, дае к соѕорТ. (7.23) 
Тк 


Здесь через &«„ = 1/т, обозначено затухание контура. Учитывая, что при 
шунтировании контура сопротивлением Ю„ коэффициент затухания а, = 
= 1/2Ю С. записываем формулу (7.23) в следующей форме: 


В. (т) = 02, ек!" соѕ рт. (7.23') 


Из формул (7.23), (7.23') вытекает, во-первых, что средний квадрат напря- 
жения шума на контуре 


с2 = Р, (0) =е/, В о, =е/, №12 (7.94) 
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и среднеквадратическое напряжение шума о, = УеГВ./ЭС; во-вторых, 
нормированная корреляционная функция определяется выражением 


бк 171 е1 1/7 соѕ Фр т. (7.95) 


г, (©) =е” С0$ 0р Т == 

График функции г, (т) показан на рис. 7.7. Интервал корреляции в рас- 
сматриваемом случае определяется ходом огибающей функции г, (т), т. е. 
множителем е "к в выражении (7.25). 

Пересчет напряжения шумов ко входу усилителя, как и для апериоди- 
ческого усилителя, можно сделать по формуле и.„ = о„/К,, в которой под 
К, следует подразумевать коэффициент усиления на резонансной частоте. 

Напряжение шума, выделяемое на высокодобротном колебательном кон- 
туре, показано на рис. 4.17. Приведенные в $ 4.6 характеристики узкополос- 
ного случайного процесса могут быть полностью отнесены к дробовому шуму 
в резонансном усилителе. 

Нужно иметь в виду, что изложенный в данном параграфе материал дает 
представление лишь о методе анализа характеристик собственных шумов, 
формируемых избирательной цепью усилителя. Механизм образования шу- 
мов зависит от ряда физических и конструктивных особенностей усилитель- 
ных (активных) элементов, которые здесь не рассматриваются. 

В заключение укажем, что приведенные выше соотношения можно ис- 
пользовать также при анализе теплового шума в избирательных цепях. Не- 
обходимо лишь спектр такого шума определять по формуле, известной из 
физики, . 

У, (0) = 2ЕТЮ, (7.26) 


где Ю — сопротивление резистора, генерирующего шум; 2 = 1,38 х 
х 10-*8 Вт . с/град — постоянная Больцмана; Т — асболютная темпера- 
тура. 

Тепловой шум является белым шумом. 

Как и в выражении (7.12), №, (©) здесь определено для положительных 
и отрицательных частот. При отнесении мощности шума только к положи- 
тельным частотам коэффициент 2 следует заменить на 4. 


7.4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНОЙ 
ФУНКЦИИ 


Пусть задан стационарный эргодический случайный процесс $ (1) со 
спектром №, (о) и корреляционной функцией А, (т); требуется найти ана- 
логичные характеристики для производной $ (ѓ). Не останавливаясь здесь 
на рассмотрении всех условий дифференцируемости случайной функции, 
ограничимся основным требованием: энергетический спектр \ (®) при 
® —» оо должен убывать быстрее, чем }/*, так что 


\ о? №, (о) ао < оо. (7.27) 


— @0 


Это условие выполняется для большинства практических задач, так как 
спектр №, (о) формируется физической цепью, передаточная функция ко- 
торой при о — оо убывает быстрее, чем 1/о (а квадрат модуля уменьшается 
быстрее, чем 1/0). Условию (7.27) не отвечает белый шум с бесконечно широ- 
ким спектром, однако обычно рассматривается шум с ограниченным спектром. 
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Считая условие (7.27) выполненным, · рассмотрим прохождение случай- 
ного сигнала $ (0) через идеальную дфференцирующую цепь, передаточная 
функция которой К (1%) = ѓот, [см. (6.17)]. 

Применяя выражения (7.2), (7.3), можем написать 


МИ", вых (6) = К*(®) И, (о) = 120, (о), (7.28) 
К,ы) = г (90, (9) ета (7.29) 


Дисперсия процесса на выходе устройства 


оо 


Р, ок = а | о? И, (о) а. (7.30) 


Рассмотрим следующий пример. Пусть спектр процесса на входе диффе- 
ренцирующего устройства равномерен в полосе частот — # << [: 


0, (©) -| У, при |о| < 27, = Ло, 
О при |о|{ > 2л, = Ао). 
Корреляционная функция подобного процесса [см. (4.41)] 
В, (т) = У, 24 (т Ло, т/Ло т), 
а дисперсия 


"Р, = 0; = К, (0) = №. 24. (7.31) 
Нормированная корреляционная функция 
г. (т) = (ѕіп Ао? /До, т. (7.32) 


После дифференцирования получаем вых (©) =т2 0? М, и 
Ло, 
Ю вых (т) =т2 №. — | ©? с0$ ото = 
0 
+ (Лот)? —2] ѕіп Лот). 
Домножив числитель и знаменатель на (Ао)? и учитывая, что 
У, До, = 1,27, = лот, 
приводим предыдущее выражение к виду 
В, вых (1) = (Ав: то)? оз (Ав; т), (7.33) 
где у (Аа. т) = (Лоу т) 7° {2Аю;т соѕ До т -[ [(Ло, т) — 2] $ т Ло т). 
При т — 0 получается неопределенность вида 0/0. 
Применив правило Лопиталя, получим у (0) = 1/3. Тогда 
К, вых (0) = Овых = (До, то)? 05 У (0) —=0$ Т0 (Ао) 2/3. (7.33') 
Сопоставляя (7.33') с выражением (4.83'), в котором Ло, следует 


заменить на Ло}, а го(т) на г, (т), приходим к окончательному резуль- 
тату 


К, вых (0) = —0$ тд г5 (0). (7.34) 


В $ 7.6 будет показано, что выражение (7.33') справедливо для произ- 
водной любого стационарного случайного процесса (при К (іо) = і о т,). 
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200; са 20 Лоут соѕ Авт + 


Графики функций ФТ, (©) и У, вых (0), а также функций Г. (т) и 
г, вых (т) изображены на рис. 7.8, аи 6; параметр До;т, = 1. Из рисунка 
видно, что дифференцирование приводит к ослаблению нижних частот ис- 
ходного процесса. Относительное возрастание высших частот приводит к бо- 
лее четко выраженной осцилляции корреляционной функции (см. рис. 7.8, 6б). 

Рассмотрим теперь прохож дение того же случайного сигнала через реаль- 
ное дифференцирующее устройство в виде АС-цепи (см. рис. 6.7). Квадрат 
передаточной функции дифференцирующей цели в соответствии с (6.19) 


Қ? (о) = о? т /(1 -- о? т2), то = АС. 
Таким образом, энергетический спектр на выходе цепи 


Өйт цу = (А070) Фо) 
У. вых (о) — 1-0? 2 0 14-(до, о) (07Ао,)2 И .. (7.35) 


График №. „ых (®) для Аю = 1 представлен на рис. 7.8, а штрихо- 
вой линией. 
Корреляционная функция 


До; А 
1 0)“ СОЅ ОТ 
К,а (0) 18 07 1 ее 
0 


1+ о? т8 
до, 
озах = Р, вых (0) = 1? и. | 9 до = 
3 8 БЫХ 0 л 14-02 7$ 
У Л (А 3 
=! оу т, —агсіе (Ло, то). (7.36) 


Результат вычисления нормированной корреляционной функции 
Г, вых (т) = Ё, вых (®)/08ых представлен на рис. 7.8, б штриховой ли- 
нией (для Дот, = 


ИИ 
рУ 
а) 


Рис. 7.8. Спектры (а) и норми- 
рованные корреляционные 
функции (6) на входе .и выхо- 
де дифференцирующей цепи: 


-——— ва выходе идеальной цепи; 
— — — на выходе АС-цепн @) 
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Можно считать, что при Авт, < 1 физическая ЮС-цепь осуществляет 
дифференцирование рассматриваемого случайного процесса, близкое к 
точному дифференцированию. 


7.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 


Для выявления некоторых особенностей интегрирования случайной 
функции рассмотрим сначала прохождение стационарного случайного 
процесса через физическую интегрирующую АЮС-цепь (см. рис. 6.8). 

Пусть на входе этой цепи начиная с момента { = —со действует случай- 
ная функция $ (1) со спектром И, (о) и корреляционной функцией А, (о). 
Считая процесс на выходе установившимся, можно определить У, вых (©) 
и Ю, вых (т) с помощью выражений (7.2) и (7.3), подставив в них [см. (6.20)| 


К? (о) = 1/11 + (ото)?]. 
Таким образом, 


№ вых (©) = К? (о) И, (о) = М, (0)/(1 + о? т?), (7.37) 
В, вых (1) = —— 5 | т йо. (7.38) 


Рассмотрим два частных случая: 5 (0) = 0 и 5 (7) 5 0. В первом случае 
спектр №, (о) не содержит слагаемого с ё-функцией [см. (4.35) — (4.37); 
полагая ГА (о) = №, = сопѕї (белый шум), получаем корреляционную 
функцию 


м а (созот Ме ти, 
К,лых (0 = т л Шт 1/48 + 2 27, е (7.39) 
0 
и дисперсию 
Сёых = 107/270 = ,/2ЮС. (7.40) 


Во втором случае (при $ $ С ) == 0), когда в соответствии с (4.35) спектр 
И. (©) = [5 (012 276 (0) -- № (0), 


причем №, (о) = И, = сопѕі (как и в предыдущем случае), корреляцион- 
ная функция и дисперсия будут 


Р, вых (Т) = = |501 2л.—— | 50) Зет до -- 


тро? 
а рл М (о) соѕ от сОѕ Т а — № — 1 Ито 7.41 
т = 10018 асет, (7.41) 
Овых = У 0/27, = №./2КС. (7.42) 


Из приведенных соотношений видно, что в установившемся режиме про- 
цесс на выходе физической интегрирующей цепи является стационарным, 
как и на входе. 
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Иначе обстоит дело при точном математическом интегрировании, кото- 
рому соответствует нереализуемая передаточ ная функция 


К (іо) = ют, 
[см. (6.18). 

Условие интегрируемости случайного процесса при этом принимает сле- 
дующий вид: 


| 0809) дә < со. (7.43) 


е 9] 
-- 00 


Если условие дифференцируемости случайной функции (7.27) наклады- 
вало требование достаточно быстрого убывания У, (о) при о -— оо, то при 
интегрировании аналогичное требование относится к поведению Я, (0) 
при о —0. 

Интегрирование стационарного процесса $ (2) с М, (0) 5 0 приводит к 
нестационарному процессу с неограниченно возрастающей дисперсией. 

Если $ (0) 5 0, то математическое ожидание процесса на выходе также 
неограниченно возрастает. 

Следует иметь в виду, что идеальное интегрирующее устройство можно 
рассматривать как фильтр с бесконечно малой полосой пропускания. Про- 
цесс установления в таком фильтре длится бесконечно долго. Поэтому ста- 
тистические характеристики интеграла случайного процесса существенно 
зависят от пределов, т. е. от длительности интегрирования. 


7.6. ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОГО 
ПРОЦЕССА НА ВЫХОДЕ ЛИНЕЙНОЙ ЦЕПИ. 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 


Как отмечалось в $ 7.1, при негауссовском случайном процессе на входе 
отыскание закона распределения на выходе инерционной цепи является 
сложной задачей, не имеющей прямого решения. Существуют лишь при- 
ближенные методы решения. связанные с большими вычислительными труд- 
ностями. 

Один из таких методов основан на использовании характеристи- 
ческих функций случайного процесса и известных соотношений 
между характеристической функцией и моментами распределения процесса. 

В теории вероятностей под характеристической функцией Ө, (ў) слу- 
чайной величины х или характеристической функцией данного распреде- 
ления р (х) подразумевается среднее значение функции е", т. е. 


Ө. (1) = М (егп) (7.44) 


(здесь | — вещественная переменная). 
При заданной плотности вероятности р (х) среднее значение величины 
ех можно определить с помощью выражения 


х 
9, (п) = { ей р(х) ах. (7.45) 


—х 


Правая часть этого выражения есть не что иное, как преобразование 
Фурье функции р (х). Следовательно, если известна характеристическая 
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функция Ө, (7) какой-либо случайной величины х, то плотность вероятно- 
сти р (х) можно найти с помощью обратного по отношению к (7.45) преобра- 
зования Фурье 


р = — | Ө. (|) еп ат. (7.46) 
л 


В частности, для нормального закона распределения 


р(х) = ——_—— ехр (| — 6 
У о, Быт 


характеристическая функция в соответствии с (7.45) 


оо 


| х? 
Ө. (1) = | ех т) ехр (йх) х. 
то. Р ( вот} ехр (й) 
С помощью преобразований, аналогичных (2.75) и (2.77), получаем! 
Ө. (1) = ехр ( —0+ 182/2). (7.47) 


Таким образом, при нормальном распределении график характеристичес- 
кой функции относительно т имеет такую же форму, как и график плотно- 
сти вероятности относительно х. Поэтому о степени приближения распре- 
деления какой-либо случайной величины к нормальному можно судить по 
тому, насколько характеристическая функция рассматриваемой величины 
приближается к функции, определяемой выражением (7.47). 

Характеристическая функция Ө. (ў) полностью определяется моментами 
случайного процесса и может быть представлена рядом 


9.00 =1 + У 2 (1), (7.48) 


К == 0 


где моменты А-го порядка определяются [см. (4.3) для Е =11 выражением 


х. 
тһ = \ хе р(х) ах. (7.49) 
= х 

Знание моментов распределения позволяет найти характеристическую 
функцию Ө, (1), а по ней и функцию распределения. 

Вычисление ло формуле (7.48) оказывается неприемлемо сложным для 
практики. Обычно довольствуются решением более простой задачи о пре- 
образовании лишь нескольких моментных функций в линейной системе, ко- 
торые дают косвенное представление об одномерной плотности вероятности 
случайного процесса на выходе. Поясним это на примере простого линейного 
преобразования —. дифференцирования случайного процесса х (1). Найдем 


1 В общем случае, когда среднее значение случайной величины не равно нулю и 


| (х— х)? 
р (х) = о ехр | — ———5-— |. 
у 2ло 20; 
х 


характеристическая функция 
Ө. (т) =ехр (ар —ох 1/2) 
(см., например. [13]). 
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первые две моментные функции случайного процесса у (1) = ах (2)/4+, т. е. 
процесса на выходе дифференцирующего устройства. 
Математическое ожидание процесса у (#) 


М [0 (01 = М ах/аН = М іт и 


Г 4:0 
Операции осреднения и перехода к пределу перестановочны, поэтому 
можно написать 


М {х (2 А) М {х (0)] тут (#-+ А?) — ти (0) Ка 


М В] = Пт = т 
іи ) А10 Ағ МА Аг 
Ра ату (2) 
аі 


Следовательно, при дифференцировании случайной функции ее момент- 
ная функция первого порядка Также подвергается дифференцированию. 
Очевидно, что для стационарного случайного процесса первая моментная 
функция производной равна нулю. 

Повторяя аналогичные рассуждения для моментной функции второго 
порядка процесса у (2), можно получить [при условии стационарности про- 
цесса х (1 


м |0 вы ала КЮ, (7.50) 
аі аё, ат? ад? 
где т = |і, — Ё]. 

При т = 0 

М1 (01 = — оғ г (0). (7.51) 


К этому результату, совпадающему с (7.34'), можно прийти более про- 
стым способом на основе спектральной плотности мощности процесса х (2) 
и передаточной функции цепи К (ѓо) = іо (для момента второго порядка). 

Для более сложных цепей, осуществляющих различные линейные пре- 
образования случайного процесса, широко распространен способ, основан- 
ный на стохастических дифференциальных уравнениях, и некоторые дру- 
гие методы [14]. 

Приведем теперь пример задачи, когда использование характеристичес- 
ких функций оказывается весьма эффективным ` способом. 

Пусть требуется найти плотность вероятности суммы некоторого числа 
взаимно независимых слагаемых хү, хз, ..., Хм. 

Характеристическая функция суммы имеет следующий вид: 


8 (п) = Мету = м [ет 5 м) |а М [ет] М [ет]... М [етте 


т. е. характеристическая функция суммы независимых случайных величин 
равна произведению характеристических функций слагаемых. 

Для частного случая, когда все слагаемые имеют одинаковые распре- 
деления и, следовательно, одинаковые характеристические функции 


Өл (т) = 10, (9) 1^. (7.53) 
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Используем выражения (7.45), (7.46) для определения плотности веро- 
ятности суммы нескольких гармонических колебаний со случайными фаза- 
ми. Амплитуды колебаний одинаковы и равны Ау = 1/М. 

Основываясь на плотности вероятности гармонического колебания 
(4.25), находим характеристическую функцию 


— ах. (7.54) 


Подставляя еѓпх == созцх тих и учитывая, что знилх/УТ — х? яв- 
ляется нечетной функцией х, получаем (см. 3.753.2 в [28]) 


1 
п [Е ах Јо (п), (7.55) 
0 


где Јо — бесселева функция первого рода нулевого порядка. 

Для отсчета, взятого из суммы № гармонических колебаний с одинако- 
выми амплитудами 1/М№, но со случайными взаимно независимыми фазами, 
характеристическая функция в соответствии с (7.53) будет 


Өм (и) = [1 (им). (7.56) 


Амплитуда каждой из синусоид приравнена ІУ для того, чтобы дис- 
персия суммы, равная 0,5% (1/У№)?, оставалась при увеличении числа си- 
нусоид неизменной. 

На рис. 7.9 изображены характеристические функции для различных 
значений №. При № >> 4 функция Өх (7) быстро приближается к предельной 
кривой М - оо, соответствующей нормальному распределению суммы. 

Для отыскания плотности вероятности суммы М гармонических колебаний 
необходимо в соответствии с выражением (7.46) вычислить интеграл 


рм (х) => | Өм (п) ет ап —— | (9%) соѕ хат. (7.57) 
— оо 0 


При М = 1 получается исходное выражение р (х) для одной синусоиды 
[формула (4.25)], а при М == 3, 4 функции ру (х) имеют вид, показанный на 
рис. 7.10. Сплошной линией изображена функция ру (х) при нормальном 
распределении (№ -= оо). 


Рис. 7.9. Характеристические ~6 
функции для суммы № гармо- 
нических колебаний со случай- 
ными фазами -04 
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Рис. 7.10. Плотность вероятно- 
сти суммы № гармонических 
колебаний со случайными фа- 
зами (рис. 7.11) 


-14 -10 -06 -020 02 06 10 Та 


Полученные результаты показывают, что при суммировании хотя бы 
пяти-шести гармонических колебаний со случайными и взаимно независи- 
мыми фазами получается стационарный случайный процесс, близкий к гаус- 
совскому. 


Это справедливо для значений |х|< ИМ (при А, = 1). При больших 
значениях |х| рм (х) = 0, в то время как при нормальном распределении 
р (х) отлично от нуля. Таким образом, при конечном числе слагаемых № на 
«хвостах» кривой распределения неизбежно расхождение между рм (х) и 


рь (х). 


7.7. НОРМАЛИЗАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
В УЗКОПОЛОСНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 


Пусть на входе линейной цепи (с постоянными параметрами) действует 
стационарный случайный процесс с распределением, отличным от нормаль- 
ного. Если интервал корреляции этого процесса меньше постоянной времени 
цепи (т. е. ширина энергетического спектра больше полосы пропускания 
цепи), то распределение случайного процесса на выходе приближается К 
нормальному. Эффект нормализации проявляется тем сильнее, чем уже по- 
лоса пропускания цепи. Поясним это положение на двух примерах. 

Сначала рассмотрим воздействие на высокодобротный колебательный 
контур последовательности коротких, неперекрывающихся, случайным об- 
разом расположенных на оси времени импульсов (рис. 7. 11), причем посто- 
янная времени контура т, велика по сравнению со средней величиной ин- 
тервалов между импульсами. Напряжение на контуре в какой-либо момент 
времени & является суммой свободных колебаний, вызванных предыдущими 
‘импульсами и не успевших полностью затухнуть к рассматриваемому мо- 
менту. Чем уже полоса пропускания цепи, тем длительнее свободные коле- 
бания и, следовательно, тем большее число соизмеримых по величине и не- 
коррелированных слагаемых принимает участие в образовании результи- 
рующего напряжения в момент і. В соответствии с центральной предель- 
ной теоремой эти предпосылки достаточны для приближения распределения 
к нормальному. 

При спектральном подходе эффект нормализации можно объяснить сле- 
дующим образом. Спектр колебания в контуре суммируется из спектров от- 
дельных импульсов входной последовательности. Внутри каждого из этих 
парциальных спектров фазы спектральных составляющих полностью кор- 
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Го $ Рис. 7.12. Изменение частоты колебания по 
|! пилообразному закону со случайным периодом 


ИІ | релированы, а между фазами состав- 
ляющих из различных спектров ника- 
| г: кой корреляции нет (из-за случайной 


| р расстановки импульсов на оси времени). 
УРА > Чем уже полоса прозрачности конту- 
ра, тем меньшую роль играет корреля- 


_. ция фаз в парциальных спектрах. 

ВАК: Приведем другой пример, поясняю: 
щий явление нормализации в узко- 
Рис. 7.11. Отклики колебательной це ПОЛОСНОЙ цепи. Пусть на контур воз- 
пи на отдельные импульсы хаотиче действует непрерывное колебание с по- 
ской последовагельности стоянной амплитудой и с частотой, 
модулированной по пилообразному за- 
кону со случайным периодом (рис. 7.12). При каждом пробеге частоты через 
полосу прозрачности контура 24 о, в последнем возникает свободное коле- 
бание, амплитуда которого обратно пропорциональна наклону «пилы». 
Так как моменты пересечения полосы прозрачности расположены на оси 
времени случайным образом, то и свободные колебания образуют импульс- 

ную последовательность со случайными интервалами (1%, #41). 
При медленном качании частоты, когда интервалы велики по сравнению 
с постоянной времени контура т„, свободные колебания не перекрываются. 
Предположим, что т, велико по сравнению со средним значением интерва- 
лов Тор. Гогда в любой момент времени будет накладываться много колеба- 
ний со случайными и взаимно независимыми фазами и амплитудами. При 
этом входное колебание, закон распределения которого определяется фор- 
мулой (4.25) (изменение мгновенной частоты не отражается на одномерном 
законе распределения высокочастотного колебания с постоянной амплиту- 
дой), преобразуется в случайную функцию с распределением, близким к 
нормальному. Нормализация будет тем полнее, чем больше т, по сравнению 


с Те. 

Учитывая, что для одиночного контура имеет место соотношение А 07, == 
== 1, а средняя частота «пилы» ЕР.’ = ИТ», условие нормализации можно 
записать в форме неравенства Ё, У Ао. 

В широкополосных линейных цепях при некоторых условиях может 
иметь место эффект, обратный описанному выше эффекту нормализации: 
распределение процесса на выходе цепи может отличаться от нормального 
распределения больше, чем на входе. Можно привести простой пример по- 
добного эффекта. 

Пусть на вход дифференцирующего устройства подается совокупность 
относительно длинных импульсов, имеющая распределение, близкое к 
нормальному. В результате дифференцирования каждый из импульсов 
превращается на выходе в пару очень коротких импульсов, соответствую- 
щих фронтам входного импульса. Число взаимно перекрывающихся импуль- 
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сов на выходе уменьшается, благодаря чему приближение к нормальному 
закону на выходе оказывается худшим, чем на входе. Подобный. эффект 
иногда называют «денормализацией» процесса. 

Следует подчеркнуть, что отмеченный эффект не противоречит тому, 
что в любой линейной цепи гауссовский процесс сохраняет нормальный 
закон распределения. Если в приведенном выше примере среднее число 
импульсов в единицу времени довести до бесконечности (что необходимо 
для получения строго нормального распределения), то при дифференциро- 
вании, которое можно осуществить в физически реализуемой цепи, про- 
цесс будет гауссовским также и на выходе цепи. 


Глава 8. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ И МЕТОДЫ 
ИХ АНАЛИЗА 


8.1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Основные радиотехнические преобразования осуществляются с помощью 
либо нелинейных цепей, либо линейных цепей с переменными параметра- 
ми. Однако последние реализуются тоже с помощью нелинейных элементов 
(например, емкость р— п-перехода в полупроводниковом диоде), а некото- 
рые параметрические цепи сами работают в существенно нелинейном режиме 
(например, параметрический генератор). Приведем примеры некоторых не- 
линейных элементов. 

Следует различать резистивные (сопротивления) и реактив- 
ные (индуктивности, емкости) нелинейные элементы. 

Для радиотехнических цепей и устройств наиболее характерными и 
распространенными резистивными нелинейными элементами являются по- 
лупроводниковые, ламповые и любые другие приборы, используемые для 
усиления или преобразования сигналов и имеющие нелинейную вольт- 
амперную характеристику. Важным параметром резистивного нелиней- 
ного элемента является крутизна его характеристики. 

Различают два следующих определения крутизны характеристики: 
а) в рассматриваемой рабочей точке при слабом сигнале (дифференциальная 


і 
: 
РА 
0 1, >. 0 ГД и 
0 0 6 | е 
в; (+) 
\ ес (0) 
? + 


Рис. 8.1. Линейный режим работы эле- Вис. 8.2. Нелинейный режим работы эле- 
мента с нелинейной вольт-амперной ха- мента с той же вольт-амперной харак- 
рактеристикой теристикой, что и на рис. 8.1 
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крутизна) и 6) при сильном ѓармони- 
ческом колебании (средняя крутизна). 

С первым определением крутизны, 
соответствующим линейному режиму 
работы прибора (рис. 8.1), мы имели 
дело в гл. 5, где эта крутизна опре- 
делялась выражением [см. (5.30), 
(5.33)] вида 

аі 


$=а = (5) (8.1) 

аи Ји=0, 
а напряжение И, приравнивалось 
Оъэ (для транзистора). 

Второе определение крутизны со- 
ответствует существенно нелинейному 
режиму работы устройства (рис. 8.2) 
и может быть дано лишь при учете 
формы вольт-амперной характерис- 
тики нелинейного элемента в широ- Рис. 83. Вольт-кулонная н вольт-фарад- 
ких пределах, зависящих от ампли- но, яаРактери: 
туды входного сигнала (это будет 
сделано в $ 8.5). 

Примером нелинейной емкости может служить любое устройство с не- 
линейной вольт-кулонной характеристикой д (и). 

На рис. 8.3 изображены вольт-кулонная 4, (и) и вольт-фарадная ха- 
рактеристики Сл = днл (#)/и нелинейной емкости и аналогичные характе- 
ристики 4, (и) и С, = а; (и)/и = сопѕі для линейной емкости. Вольт-ку- 
лонная характеристика нелинейной емкости в рассматриваемом примере 
была задана выражением дыз (и) = ёи Ёзи? при 0; = 1 Кл/В и 6, = 
= 0,3 Кл/В?. В дальнейшем нелинейная емкость будет обозначаться С (и). 

Если приложенное к емкости С (и) напряжение изменяется во времени, 
то ток через емкость можно определить с помощью одного из двух эквива- 
лентных выражений 


. 49 (и) йд (и) аи 
Р ЛИ) А 6и 8.2 
10 аї аи аі’ (8.2) 


а{С (и) ц ас (и) ди АС (и) | аи 
= р С(и) —= и ———+С(и —. (8.3 
(2) я? и НС = Но] =. (8.3) 

Если напряжение и = С, + е, где О, — напряжение в рабочей точке, 
а е — изменение напряжения, причем |е| < С, то емкость можно пред: 
ставить в виде 

С, гє ЧЧна (0). (8.4) 
ц а=(, 

Определенную таким образом емкость иногда называют ди фферен- 
циальной. 

Параметр С, определяется крутизной вольт-кулонной характеристик и 
дыл (и). Показанная на рис. 8.3 зависимость С, от и определялась по фор - 
муле 

С, == ы-- 26 и ии, = 1-- 2.0.3. 


Наконец, катушка с. ферромагнитным сердечником, обтекаемая сильным 
током, доводящим сердечник до магнитного насыщения, является примером 
нелинейной индуктивности Ё (ё). 
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Соотношение между током і и напряжением иг на индуктивности следует 
из исходного выражения для потокосцепления 


Ф (1) = Г (0 Е. (8.5) 
Очевидно, 


22.19 (0) _ 410) а [5 ав) Э] аі. 8 
ш (0 = 20. 10-2 = 2214. +10] =. (8.6) 


Если задано напряжение иг я на индуктивности, то, очевидно, 


и» (0) 4+: Ф (0) = 1 (Ко 


и, как и в случае линейной индуктивности, 


гоу {046 
Под пи рференциальной индуктивностью подразу- 
мевается величина 
1 0) (8.7) 


= 


(= 


Понятиями «дифференциальные сопротивление, емкость и индук- 
тивность» широко пользуются при рассмотрении воздействия относительно 
слабых сигналов на нелинейные элементы. При этом нелинейность элемента 
проявляется лишь в том, что Юз, С, и Гь зависят от управляющего напря- 
жения (или тока), определяющего положение рабочей точки на нелинейной 
характеристике. По отношению же к слабому сигналу подобный элемент яв- 
ляется линейным устройством с переменным параметром (если управляю- 
щее напряжение изменяется во времени). 

Свойства таких элементов рассматриваются в гл. 10. 


8.2. АППРОКСИМАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК 


Для анализа и расчета нелинейных цепей необходимо задать вольт-ам- 
перные или иные аналогичные характеристики нелинейных элементов в 
аналитической форме. Реальные характеристики обычно имеют сложный 
вид, что затрудняет точное их описание с помощью достаточно простого ана- 
литического выражения. 

Широкое распространение получили способы представления характе- 
ристик относительно простыми функциями, лишь приближенно отображаю- 
щими истинные характеристики. Замена истинной характеристики прибли- 
женно представляющей ее функцией называется аппроксимацией 
характеристики. 

Оптимальный выбор способа аппроксимации зависит от вида нелиней- 
ной характеристики, а также от режима работы нелинейного элемента. Од- 
ним из наиболее распространенных способов является аппроксимация степен- 
ным полиномом. 

Запишем аппроксимирующий степенной полином в форме 


і (и) = (Оо) + а, (и— Чо) а» (и — О)? аз (и— Ч +... (8.8) 
Если под нелинейным элементом подразумевается транзистор, то # — 
ток коллектора, а и — напряжение, например, между базой и эмиттером. 


Для вакуумного триода или пентода и — напряжение между управляющей 
сеткой и катодом, а і — анодный ток и т. д. 
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Рис. 8.4. Положение рабочей точки и преде- Рис. 8.5. Характеристика, для аппрок- 
лы использования вольт-амперной характе- симации которой требуется полином 
ристики (а, в), при которых применима третьей степени 

аппроксимацня полиномом второй степени 


Коэффициенты а, а», аз, ... определяются выражениями 


. 5 1 43; 
х) а) аео вя 
йи Ји=0, 2! йи? Ји=0, 3! из Ји==0, 


Нетрудно видеть, что а, представляет собой крутизну характеристики 
в точке и = (,, а, — первую производную крутизны (с коэффициентом 
1/91), аз — вторую производную крутизны (с коэффициентом 1/3!) и т. д. 

При заданной форме вольт-амперной характеристики коэффициенты а}, 
а,, аз, ·.. существенно зависят от (/,, т. е. от положения рабочей точки на ха- 
рактеристике. 

Рассмотрим некоторые типичные и важные для практики случаи. 

1. Рабочая точка расположена на начальном участке характеристики, 
имеющем вид квадратичной параболы (рис. 8.4). Предполагается, что под- 
водимое к нелинейному элементу напряжение сигнала е,, накладываясь на 
постоянное напряжение Е, = (/,, не выходит за точку Ц1, т. е. за начало ха- 
рактеристики. . 

Выражение (8.8) в данном случае можно записать в виде полинома вто- 
рой степени 


(Оо +-е,) = (Чо) + але, - аез. (8.10) 


Коэффициент а, определяемый выражением (8.9), представляет собой 
крутизну характеристики (8.1) и поэтому в дальнейшем обозначается сим- 
волом © 

Коэффициент а, определяется из условия, что при е, = Ц! — О, ток 
і =0, откуда вытекает уравнение 


(05) + $ (0, — О) + а» (Ц, — О)? =0. 
Таким образом, 
а = — (Ио) 1-8 (ЦКИ, 0). (8.11) 


2. Рабочая точка является точкой перегиба характеристики, показан - 
ной на рис. 8.5. В точке перегиба кривой { = } (и) все производные четного 
порядка равны нулю. Поэтому коэффициенты при четных степенях в выраже- 
нии (8.8) обращаются в нуль и его можно записать в форме 


і (и) = (Ц) + а (и— Ц) + аз (и — (о) - а (и — Ио)? --... (8.12) 


Для упрощения анализа часто ограничиваются полиномом всего лишь 
третьей степени без квадратичного члена (неполным полиномом третьей сте- 
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пени). Заменяя, как и в п. 1, и — Ё, на напря- 
жение сигнала е,, получаем 
(О, +е,) = ЦО) + але, + азез. (8.13) 
| Соответствующая этой аппроксимации ха- 
рактеристика показана на рис. 8.5 штриховой 
2а 0 № и линией. Напряжение Ишах, соответствующее 
экстремумам аппроксимирующей функции и 
но, 86. еарактернетнка, отсчитываемое от и = (/,, иногда называют на- 
требуется полнном высокой  ПРЯЖением насыщения. Заданием этого напря- 
степени жения, а также а, (крутизны $ в точке И.) одно- 
значно определяют коэффициент аз в выраже- 
нии (8.13). 
Действительно, в точке О, + О,„ах, Т. е. при амплитуде входного 
сигнала, равной Сах, выполняется тождество 


<, 


аі _ ‚ _ 
ев И = а, + Заз тах == 0, 
откуда 
дз == —а/ЗИЁах == 95/3024 < 0. 4 


Отметим, что аппроксимацией (8.13) допустимо пользоваться, когда на- 
пряжение сигнала не выходит за пределы + (/Љь ах. 

3. Рабочая точка находится на нижнем сгибе характеристики, изобра- 
женной на рис. 8.6. Если изменение напряжения настолько велико, что ис- 
пользуется Участок, обозначенный на оси абсцисс буквами а, 6, то для удов- 
летворительной аппроксимации требуется полином пятой и более высокой 
степени. При этом анализ усложняется и применение степенного полинома 
для практических расчетов оказывается неэффективным. 

При очень болыних амплитудах сигнала часто удобнее заменять ре- 
альную характеристику идеализированной, линейно-ломаной, составленной 
из отрезков прямых линий. Такое представление характеристики называет- 
ся кусочно-линейной аппроксимацией. Некоторые при- 
меры кусочно-линейной аппроксимации изображены на рис. 8.7. Рис. 8.7, а 
соответствует случаю, когда используются нижний сгиб и линейная часть 
характеристики (участок 2—с); рис. 8.7, 6 — когда сигнал захватывает ниж- 
ний и верхний сгибы (участок 2—4), а рис. 8.7, в — когда сигнал достигает 
также и падающего участка характеристики (участок а—}). Следует особо 
подчеркнуть, что замена реальной нелинейной характеристики линейными 
отрезками не означает линеаризации цепи. Например, несмотря на то, что 
на участке 5—с (рис. 8.7, а) характеристика линейна, по отношению к сигна- 
лу, захватывающему область изменения а—с, система в целом является су- 
щественно нелинейной. 


Д 1 1 | 
у! || | 
0а фс иа бас аи 02а Ф с а? и 
а) 0) 9) 


Рис. 8.7. Прнмеры кусочно-линейной аппрокснмацин характеристики при разлнчных 
пределах ее использования 


224 


Кусочно-линейная аппроксимация особенно проста и удобна для ис- 
следований и расчетов, когда основное значение имеет нижний сгиб харак- 
теристики, т. е. когда можно ограничиваться двумя прямыми (рис. 8.7, а). 
При более сложной форме используемого участка характеристики число ап- 
проксимирующих отрезков растет и кусочно-линейная аппроксимация теря- 
ет свои преимущества. В подобных случаях иногда для аппроксимации при- 
меняются различные трансцендентные функции, например гиперболический 
тангенс, экспоненциальные функции и некоторые другие. 

Описанные выше приемы аппроксимации применимы и к соответст- 
вующим характеристикам реактивных нелинёйных элементов. 


8.3. ВОЗДЕЙСТВИЕ УЗКОПОЛОСНОГО 
РАДИОСИГНАЛА НА БЕЗЫНЕРЦИОННЫЕ 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Под безынерционным нелинейным элементом подразумевается любой 
электронный прибор с нелинейной вольт-амперной характеристикой при ис- 
пользовании его в диапазоне частот, на которых можно пренебречь влиянием 
паразитных параметров (внутренних емкостей и индуктивностей). 

Рассмотрим режим работы, представленный на рис. 8.8, при котором на- 
пряжение сигнала е, ({) не выходит за пределы точки И и вольт-амперная ха- 
рактеристика { (и) удовлетворительно аппроксимируется степенным поли- 
номом (8.8). 

Сигнал е, (Г) зададим сначала в форме гармонического колебания 
е, (0) = Е соѕ (&.Ё + 0,) = Е созчр, (В. Результаты анализа затем будут 
распространены на некоторые узкополосные радиосигналы. 

Подставив в (8.8) и — Ц, = е, (Ё), получим 


(0) = (0) - а, Е соѕ №, (1) 4-а, Е? соѕ? р, (7) --аз Е соѕ р. (+... (8.15) 


Форма тока { (1) показана на рис. 8.8. 
С помощью тригонометрических соотношений 


1 1 З | 
с052 х = > + — 603 2х, со х = р 605 х + 605 Зх, с05* Х = 


3 1 1 5 5 
= —— | — с052х-- — соѕ 4х, С055 х= —с05 х-- — с0$ Зх -- 
8 + 2 т 8 8 т 16 1 


+ = 03 5х и т.д. 


выражение (8.15) приводим к виду 
. А 1 З 
і (0) = |20) + —-аЕ% = а Е...) + (22+ —- а Е? + 


+54 ВУ.) со) + (а 0 оаа Е...) с0524 (0+ 

+ (5% 29+ 154 Её +...) с05 34 (9+ (а +1 г) совау, (+ 
+ (15° БЫ... ) созбф (+... = Г, соѕ ар, (2) 4- 15 соѕ 24р, (0) -- 
1, соѕ Зар, (0) +... (8.16) 


Из этого выражения видны следующие проявления нелинейности вольт- 
амперной характеристики при гармоническом воздействии: 
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ток покоя Ї (/,) получает приращение, 
обусловленное коэффициентами а», а., 
при четных степенях полинома (8.8): 
р 1 З 
Г =1(0,) + > Е? +- 7% Е*+...; 
(8.17) 


амплитуда /, гармоники основной часто- 
ты о; связана с амплитудой возбуждения Е 


| 
е;0) нелинейным соотношением, обусловленным 
Е нечетными степенями полинома (8.8): 
| 
! З 
8 . 
+ Г =аЕ- Е -..о (8.18) 
Рис. 8.8. Слабонелинейный ре- . 
жим работы усилительного ток { (К содержит высшие гармоники с 
прибора частотами по, кратными частоте воздействия 
оу. Гармоники с частотами 20), 40},... обус- 
ловлены четными степенями, а гармоники с частотами Зоџ, 501, ... — не- 


четными степенями полинома (8.8). 

Очевидны также следующие положения: 

наивысший порядок гармоник совпадает со степенью ё полинома, ап- 
проксимирующего характеристику нелинейного элемента; 

полная фаза п-й гармоники 1» (1) = па Ё + пб.. 

Выражения (8.15)—(8.18) полностью сохраняют свою структуру при за- 
мене постоянной начальной фазы 6, модулированной фазой 0, (1) = 01шах Хх 
х $ (0). Из этого следует, что сформулированные выше положения можно 
распространить также и на `воздействие частотно-модулированного сигнала 
на безынерционный нелинейный элемент (при постоянной амплитуде). Не- 
обходимо лишь каждую из гармоник тока с амплитудой /, трактовать как не- 
сущее колебание, модулированное по углу. Это объясняется тем, что при уг- 
ловой модуляции амплитула колебания, несмотря на возникновение спектра 
боковых частот, остается неизменной. 

Для первой (основной, гармоники индекс угловой модуляции совпадает 
с 01ах = /%, а для высших гармоник индекс пб. шах =ит. Соответственно 
но вп раз увеличивается и девиация частоты. 

Сказанное иллюстрируется рис. 8.9. Частота модуляции © « в. С 
увеличением номера гармоники ширина спектра боковых частот возрастает, 
но, как отмечалось выше, амплитуда суммарного колебания остается рав- 
ной Г. 


1 
10 


03-9 в,+9 
а) б) 
Рис. 8.9. Спектр тока при гармоническом воздействии на резистивный элемент (а) и то 
же при частотной модуляции (6) 
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Рис. 8.10. Существенно нели- 
нейный режим работы усили- 
тельного прибора 


Для амплитудно-модулированного колебания, когда Е == Е (И, нели- 
нейность характеристики может коренным образом исказить форму переда- 
ваемого сигнала. Этот вопрос рассматривается в $ 8.5, 8.7. 

Рассмотрим теперь работу нелинейного элемента в режиме существен- 
но более нелинейном (рис. 8.10, а), получаемом при сдвиге рабочей точки 
О, влево и соответствующем увеличении амплитуды возбуждающего напря- 
жения Е. В данном случае целесообразно применить кусочно-линейную 
аппроксимацию вольт-амперной характеристики (см. $ 8.2, комментарий к 
рис. 8.7, а). 

При гармоническом возбуждении ток { ({} приобретает импульсную фор- 
му (рис. 8.10, 6). Угол 0, соответствующий изменению тока от максималь- 
ного значения /,„ до нуля, получил название увла отсечки тока. Длитель- 
ность импульсов тока равна 20 (см. рис. 8.10, 6): Из рис. 8.10, а очевидно 
следующее выражение: 


соѕ Ө == (1, — ЦИ, /Е. (8.19) 
Амплитуда тока 
т = а [Е = (Ц, — 0.) = аЕ (1 — соѕ Ө), (8.20) 


где а, — крутизна линейной части вольт-амперной характеристики [см. 
(8.9)]. 

При гармоническом возбуждении нелинейного элемента форма импульса 
тока в пределах —0 < &1< 6 близка к отсеченной косинусоиде и, если пре- 
небречь кривизной вольт-амперной характеристики на нижнем сгибе 
(см. рис. 8.10, а), мгновенное значение тока можно выразить уравнением 


і (0) = 1. (соѕ 07 —с0$ 0), —0< < 6. (8.21) 


Символом [м обозначена амплитуда импульса, которая получилась бы 
при Ө = л/2. 

Так как амплитуда реального импульса ’„ соответствует моменту 
0Ё = 0, имеет место соотношение 


т = (0) = Г, (1— с0з Ө), 
откуда 
17 = 1, (1 —соѕ Ө). 
227 


Подставив это выражение в (8.21), получим окончательно 


. І 
(= ——1— (соѕ оѓ — со5 0), —0 < оі < Ө. (8.22) 
] —с0$ Ө 
Основываясь на этом выражении, нетрудно определить коэффициенты 
ряда Фурье для периодической последовательности импульсов, представлен- 
ной на рис. 8.11. Вследствие четности функции { (1) относительно Ё [см. 


(8.22)] ряд содержит одни лишь косинусоидальные члены. Применяя формулы 
(2.24) и (2.32), находим 


ө 
То = -- | (0) а (оѓ) = ЕТТЕ 


— со 56) 
—0 
ѕ5іпӨ — Ө соѕ ө 
т (1-00) ’ (8.29) 
1 А 91 " 
Г = — | і (1) соѕ оѓ (оѓ) = 01990) | е оі — С05 0) соѕ оѓ (91) = 
9 


=, Ө — $11 Ө саз Ө | (8.24) 


л (1 —с0$ 0) 


Аналогично можно получить общее выражение для амплитуды п-й 
гармоники 


Г —] 2 (ѕіп Ө соѕ 6 —п соѕ лӨ ѕіп Ө) 


(8.25) 
лл (и2— 1) (1 —соѕ Ө) 
Отн ошения 
1 51п0 —0 соѕ6 
9 (0) = т 9(1—соѕ0) ’ 
А Ө — $11 Ө соз Ө 
оа (8) = т 7(1—соѕ9) 
(8.26) 


а, (0) = 1,/1,,, 


называются коэффициентами соответственно постоянной составляющей, 
первой гармоники и т. д. (функции Берга). 

Графики коэффициентов о, 1, @&», ..., а также отношения ү; = а/0, 
при изменении угла отсечки от Ө = 0 до Ө = 180° показаны на рис. 8.12. 
При 60 = 0 ток вообще равен нулю (нелинейный элемент заперт на протяже- 
нии всего периода); при Ө = 180° отсечка тока отсутствует и режим работы 
становится линейным. 

Из рассмотрения графиков функций а, (0) можно вывести важное за- 
ключение: при работе с углом отсечки меньше 180° отношение амплитуды 
первой гармоники /, к постоянной составляющей /, больше единицы, Видно, 
что с уменьшением Ө отношение 


Ө ѕіп Ө соѕ Ө 
$110 —Ө соѕ 6 


(8.27) 


$ [е2 1 
1 = 8 = — = 
1 
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Рис. 8.11. Импульсный ток, соответствую- 
щий режиму. представленному на рис. 8.10 


Рис. 8.12. Коэффициенты разложения им- са 3 
== 


пульсного тока в ряд Фурье в зависимо- 
сти от угла отсечки Ө > #0 80 720 7150 0° 


растет. Кроме того, с повышением номера гармоники максимумы функций 
а, (0) перемещаются в область малых значений 0. Все эти обстоятельства 
существенно влияют на выбор режима работы нелинейного элемента при 
усилении колебаний, умножении частоты и при некоторых других -преобра- 
зованиях, которые изучаются в последующих параграфах данной главы. 


8.4. ВОЗДЕЙСТВИЕ БИГАРМОНИЧЕСКОГО 
КОЛЕБАНИЯ НА НЕЛИНЕЙНЫЙ РЕЗИСТИВНЫЙ 
ЭЛЕМЕНТ 


Представим колебание в виде суммы 

с, (0) = Е, соѕ (в1Ё + 01) + Е, соѕ (о, — 0,) == Ё, соѕ у, (В + 

+ Е, соѕ №, (0). (8.28) 
Подстановка (8.28) в ряд (8.8) приводит к следующим результатам: 
для линейного члена ряда 

аце,(#) = а Е: соѕ р (1) -+ а,Е, соѕ а, (0): (8.29) 
для квадратичного члена ряда 

ао е? (1) =а5 Е соѕ ф, (20) + Е, соѕ Ф (0) = а, Е? соѕ Ф, (0) На, Ё? х 

> соѕ 1р, (7) + 2а Е, Е, соѕ 4, (#) соѕ Ф, (7) = 1,0, (Е? + Е?) + а, Е? х 

> соѕ2 («+ 1) а, Е? соѕ2 (07 +60.) + а, Е, Е, { соѕ [(о + о) + 


+ (0, --- 01 + с0$ [ (6; — о) [+ (0, –0,)}. (8.30) 


Первое слагаемое, не зависящее от времени, определяет приращение 
постоянного тока. Слагаемые с частотами 20; и 20, представляют собой 
вторые гармоники от соответствующих компонентов входного сигнала. 
Слагаемые же с частотами в, 4|- © и ®:--®. представляют комбинацион- 
ные колебания, 

Частоты, образуемые квадратичным слагаемым аое? (2). можно записать 
в форме 

о = то - ПФ, 
где коэффициенты т и я могут принимать следующие значения: 

т = 0, п = 0 о = 0, 


т= 92, п=0-> 0 = 20, \ 
гармоники второго порядка; 
т= 0, п=9-- о = 20, | 
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т= і, п | 0 == оу + о — комбинационные частоты второго по- 

рядка. 

Проделав преобразование, аналогичное (8.30), над кубическим слагае- 
мым азе? ({), убедимся, что это слагаемое вносит в спектр частоты о = 
= то, + по, при следующих значениях т и п: 


| гармоники первого порядка; 


| гармоники трельего порядка; 


т = | 

т= 0 

т= 3, п= 0+ о = 30}, 
т = 0 п == 3 > 0 = 30, 
т. 


п=2> 0 = 0, - 20, | комбинационные частоты третьего 


т= 9, п= 1-ю = 20у + ®..| порядка. 


Приведенных выражений достаточно для установления закономерности 
образования частот гармоник и комбинационных колебаний при бигармони- 
ческом воздействии на нелинейный элемент: 

слагаемые ряда (8.8) четной степени привносят в спектр тока гармоники 
четных порядков [как и в случае воздействия одного гармонического колеба- 
ния (см. $ 8.3), и, кроме того, комбинационные частоты четных порядков; 

слагаемые ряда (8.8) нечетной степени привносят гармоники и комбина- 
ционные колебания нечетных порядков. 

Из предыдущих выражений видно, что число р = т + п определяет 
порядок колебаний, причем максимально возможный порядок ршах == А, где 
& — степень полинома, аппроксимирующего нелинейную характеристику. 

Содержание предыдущего и настоящего параграфов показывает, что не- 
линейная цепь преобразует спектр входного сигнала: возникают гармоники 
на кратных частотах и различные комбинационные колебания. 

Принцип работы ряда радиотехнических устройств основан на исполь- 
зовании тех или иных составляющих спектра тока на выходе безынерцион- 
ного нелинейного элемента, Обобщенную структурную схему подобных уст- 
ройств можно представить в виде сочетания нелинейной цепи и линейного 
фильтра. 

На рис. 8.13 изображена схема, соответствующая «развязанным» не- 
линейному и линейному элементам, когда отсутствует обратная реакция вы- 
ходного сигнала на ток в нелинейной цепи. На схеме, показанной на 
рис. 8.14, ток в нелинейной цепи #„; (№) зависит как от входного сигнала 
е (1), так и от напряжения и, (1). Нелинейная функция # (е), описывающая 
характеристику нелинейного элемента, зависит от его устройства и от ре- 
жима работы. Через 2(®) обозначено сопротивление (комплексное) линей- 
ной частотно-избирательной цепи. Структура этой цепи, частотная характе- 
ристика и полоса пропускания выбираются в зависимости от назначения уст- 
ройства. 


—=> Фил (+) —= (4) 
её) (е) Е] лы 2(&) | Е(е,Ивых) Ивых(@ 
Рис. 8.13. Нелинейный четы- Рис, 8.14. То же; что на 
рехполюсник и избирательная рис. 8.13, при наличии обрат- 
цепь для выделения полезных ной реакции 


составляющих спектра 
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8.5. НЕЛИНЕЙНОЕ РЕЗОНАНСНОЕ УСИЛЕНИЕ 


В предыдущих главах линейные усилители трактовались как усилители 
слабых сигналов, при которых амплитуда переменной составляющей тока 
Г, в активном элементе (например, в цепи коллектора транзистора) составля- 
ет небольшую долю от постоянного тока [о, отбираемого от источника пита- 
ния усилителя, При этом коэффициент полезного действия (КПД), опреде- 
ляемый как отношение мощности выходного сигнала к мощности, потребляе- 
мой от источника энергии, весьма мал. (В резонансных усилителях, приме- 
няемых в радиоприемных устройствах, отношение /,//, настолько мало, что 
вопрос о КПД вообще не принимается во внимание.) 

При значительной требуемой мощности сигнала вопрос о КПД усилите- 
ля приобретает первостепенное значение, особенно в технике радиопередаю- 
щих устройств. Повысить отношение /\//, можно переводом усилителя в ре- 
жим работы с отсечкой тока, т. е. в нелинейный режим. При этом, естествен- 
но, должна быть сохранена структура усиливаемого сигнала. 

Рассмотрим сначала гармонический сигнал на входе усилителя. Схема 
нелинейного резонансного усилителя не отличается от схемы, рассмотренной 
в гл. 5 (рис. 5.13). Основное отличие — в режиме работы усилительного при- 
бора. Сдвигом рабочей точки на вольт-амперной характеристике влево и 
увеличением амплитуды входного колебания устанавливается режим рабо- 
ты с отсечкой тока — коллекторного {, (1) в транзисторном усилителе или 
анодного г. (#) в ламповом. Подобный режим представлен на рис. 8.10, а. 

В дальнейшем рассматриваются особенности нелинейного режима, ха- 
рактерные для любого типа усилителя. Ток {і (2) в выходной цепи усилителя 
при работе с отсечкой имеет импульсную форму (см. рис. 8.11) и содержит 
наряду с постоянной составляющей и полезной первой гармоникой ряд выс- 
ших гармоник, которые должны быть подавлены (отфильтрованы). Эту за- 
дачу решает параллельный колебательный контур, настроенный на частоту 
и, входного колебания. При резонансе токов эквивалентное сопротивление 
параллельного контура 1, р между точками 1—2 (см. рис. 5.13) очень ве- 
лико и является сопротивлением нагрузки усилителя. По отношению же 
к высшим гармоникам тока їі (#) контур, обладающий достаточно большой 
добротностью @, можно рассматривать как короткое замыкание. В резуль- 
тате, несмотря на искаженную импульсную форму тока { (1), на нагрузочном 
контуре, как и в линейном усилителе, выделяется напряжение, очень близкое 
к гармоническому. 

Установим соотношения между напряжениями и токами основной ча- 
стоты ®, в нелинейном усилителе. 

В первом приближении, если не учитывать обратной реакции выходно- 
го напряжения на ток /;, т. е. исходить из обобщенной схемы на рис. 8.13, а, 
можно воспользоваться формулой (8.20), которая с учетом (8.26) приводит к 
выражению 


Гы == аЕ (1 соѕ Ө) = Го (0), 
откуда 
п = оц (0) /„ =а (0) (1 — соѕ 6) аЕ. (8.31) 


Напомним, что в соответствии с выражением (8.9) коэффициент а, = $ 
имеет смысл крутизны вольт-амперной характеристики на линейном участке. 
Таким образом, 


Г = а (0) (| — соѕ Ө) 52. (8.31') 
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Ов 7,2 әк р 


0) 


Рис. 8.15. Общая схема замещения выходной цепи усилителя: 
а) в режиме с отсечкой тока; б) для 1-й гармоники импульсного тока 


Схема замещения выходной цепи усилителя представлена на рис. 8.15, а. 
Активный элемент замещается генератором импульсного тока, однако на- 
пряжение на резонансном контуре создается только первой гармоникой то- 
ка и поэтому определяется выражением 


и (0) = П 2, р С05 007 = Гых С05 6% Ё (8.32) 


(знак минус связан с выбранным на схеме рис. 8.15 направлением тока и от- 
счетом потенциалов относительно заземленной точки схемы). 
Разделив выражение (8.31) на Е. получим параметр 


Эр = П/Е = а, (1 — с0$ 9) о. (0) =5 (1— соѕ Ө) о; (0), (8.33) 


который можно трактовать как среднюю крутизну характеристики для пер- 
вой гармоники. 
Таким образом, 


1 = $. Ё. (8.34) 


В отличие от дифференциальной крутизны $ = а}, которая определяет- 
ся в точке и поэтому при работе на нелинейном участке характеристики за- 
висит от рассматриваемого момента времени, параметр 5.›, выраженный 
через отношение амплитуд тока и напряжения, является как бы усреднен- 
ным по всему периоду колебания. Понятие средней крутизны имеет смысл, 
если обеспечивается синусоидальность напряжения на нагрузке (несмотря на 
сложную форму тока {1 (1). 

При учете влияния выходного напряжения на ток { (#) выражение 
(8.34) должно быть заменено более точным. аналогичным выражению (5.29): 


= $ Е— Иных 0; = р ЕЁ —Иных' ВЕ. (8.34 ’) 
Здесь 
Ц, =1/Ю; =а,а, (0) (1 —со$ Ө) (8.35) 


представляет собой внутреннюю проводимость нелинейного элемента, при- 
веденную к току первой гармоники. 

одставляя в (8.34') /, = Иых/2кр и учитывая (8.32), нетрудно полу- 
чить следующее выражение для коэффициента усиления при работе с отсеч- 
кой тока: 


Џ 8ср2 
Ке= ВЫХ = — срсәкр о 8.36 
я Е, 1+ к р/ К; ( 
При 42.кр/ А; < 1 можно пользоваться приближенной формулой 
Ке = — ор Ёар (8.36') 
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На основании выражения (8.34') схему замещения выходной цепи уси- 
лителя можно привести к виду, представленному на рис. 8.15, 6, где 
О вых = —/\Ськ р обозначает амплитуду напряжения на выходе. 

От аналогичной схемы замещения линейного усилителя (см. рис. 5.17, 6) 
эта схема отличается тем, что в ней $5, и 0; являются функциями угла от- 
сечки Ө и, следовательно, амплитуды входного напряжения Ё. 

При Ө = 0 усилительный прибор полностью заперт и $., = 0. При 
Ө = 90°, когда ток имеет форму полуволновых импульсов, 8, = а, 
апри Ө = 180° (линейный режим) средняя крутизна $.р стремится к 5 = а. 

То обстоятельство, что при изменении амплитуды колебаний изменяют- 
ся параметры $.р и С; и, следовательно, нарушается пропорциональность 
между амплитудами на входе и выходе, заставляет трактовать цепь как не- 
линейную. Но сохранение формы колебания (гармонического) позволяет 
трактовать цепь: как линейную (при фиксированной амплитуде). 

Такой подход к анализу нелинейных устройств получил название к ва- 
зилинейного метода. 

Оценим' КПД нелинейного резонансного усилителя. Мощность, выделяе- 
мая переменной составляющей тока в колебательном контуре (и расходуе- 
мая в сопротивлении г, учитывающем мощность, передаваемую в нагрузку), 
Р = ҺО, х, а мощность, потребляемая от источника постоянного то- 
ка, Р, = 1,Е,. Следовательно, 


Р 1. Машк т ыы 


КПД = и 
Д Р, о Ё 2 Е 


Амплитуда напряжения на контуре И,„„„ может быть доведена до зна- 
чения, близкого к Е, а отношение токов /,//, = ү; зависит от угла отсечки Ө. 

Из графиков на рис. 8.12 следует, что для повышения коэффициента 
ү = /1//о выгодно уменьшать угол отсечки 6. При этом, однако, уменьшает- 
ся Г, (при заданной амплитуде импульса /„), что ведет к уменьшению мощ- 
ности Р. (мощность Р, уменьшается быстрее, чем Р). Поэтому в тех слу: 
чаях, когда важно максимизировать мощность Р, угол отсечки 9 доводят 
до ~ 120°, при котором коэффициент @, (9) достигает максимума, мирясь 
при этом с некоторым снижением КПД. | 

Такой подход оправдан при постоянной амплитуде входного сигнала. 
В случае же усиления амплитудно-модулированного колебания выбор угла 
отсечки должен быть подчинен требованию обеспечения линейной зависи- 
мости тока /, от амплитуды Ё (і) входного радиосигнала. Это условие обес- 
печивается при Ө == 90°. 

Из рис. 8.10 следует, что при И, = И, изменение амплитуды входного 
напряжения Е приводит лишь к пропорциональному изменению амплитуды 
импульса тока при сохранении формы импульса. Таким образом, при работе 
с отсечкой 0 == 90° средняя крутизна не зависит от амплитуды входного сиг- 
нала и всегда равна 0,585. При этом коэффициент первой гармоники о; == 
== 11/1 т = 0,5 [см. (8.24), т. е. амплитуда первой гармоники равна полови: 
не амплитуды импульса. 


При Ө = 90, 1, =л2 и О, ж Е КПД= = 3а 78 %. (Это мак- 


симальный КПД, соответствующий пиковой амплитуде входного колебания; 
в режиме же несущего колебания КПД снижается до 1/(1 -- М) от макси- 
мального значения; М — коэффициент модуляции усиливаемого колебания.) 

При угловой модуляции высокочастотного колебания нелинейность 
режима усиления не оказывает влияния на структуру радиосигнала при любом 
угле отсечки и любой форме вольт-амперной характеристики (см. $ 8.3). 
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8.6. УМНОЖЕНИЕ ЧАСТОТЫ 


Наличие в составе импульсного тока ряда гармоник с частотами, крат- 
ными основной частоте возбуждения, позволяет использовать усилитель, 
работающий с отсечкой тока, в качестве умножителя частоты. Для этого не 
требуются какие-либо изменения в схеме резонансного усилителя, достаточ- 
но лишь нагрузочный колебательный контур настроить на частоту выделяе- 
мой гармоники и установить наиболее выгодный для подчеркивания полезной 
гармоники режим работы активного элемента. Из графиков, изображенных 
на рис. 8.12, видно, что для удвоения частоты выгодно работать с углом от- 
сечки, близким к 60°, при котором коэффициент второй гармоники проходит 
через максимум, для утроения частоты — с углом отсечки 40° и т. д. 

Если контур настроен на частоту по, п = 2, 3, ..., то гармоники тока 
порядков п — | и более низких пройдут преимущественно через индуктив- 
ную ветвь, а гармоники порядков п -+ 1 и более высоких — через емкостную 
ветвь контура. При достаточно высокой добротности напряжение на контуре 
от всех гармоник, за исключением 1-й, очень мало-Пеэтому напряжение на 
контуре близко к гармоническому с частотой поь. 

Следует иметь в виду, что для полного использования мощности элек- 
тронного прибора уменьшение угла отсечки должно осуществляться при 
поддержании амплитуды импульса неизменной. Для этого одновременно с 
изменением смещения |0 ,| нужно увеличивать амплитуду переменного на- 
пряжения на входе Е. На рис. 8.16 углу Ө = 90° соответствует смещение 
И, углу Ө = 60° — смещение Из» ит. д.; амплитуды Ё}, Ё, ... выбраны 
такими, что /,„ остается неизменной. Можно поэтому считать, что для 
умножителя частоты характерен режим работы с большими амплитудами 
входного напряжения. 

Это обстоятельство наряду с уменьшением полезной мощности при по- 
вышении порядка умножения из-за убывания коэффициентов а, (см. рис. 8.12) 
существенно ухудшает энергетические соотношения в умножителях. 

Схема замещения умножителя частоты внешне не отличается от схемы 
замещения нелинейного усилителя (см. рис. 8.15, 6). Следует лишь по 
аналогии с выражением (8.33) под средней крутизной подразумевать 


ер = ГҺ/Е = 5 (1 — соѕ 0) а», (8.37) 
где коэффициент и-й гармоники а, определяется формулой (8.26). 


-— 


Рис. 8.16. К выбору угла отсечки в умно- 
жителе частоты при различных коэффици- 
ентах умножения 


Рис, 8.17. Напряжение на выходе умножителя 
частоты при недостаточно высокой добротно- 
сти резонансной цепи 


Соответственно и внутреннее сопротивление электронного прибора, 
приведенное к используемой гармонике, 


Р; == ја, (1 —с05 6). (8.38) 


Умножение частоты широко применяется в радиопередающих устройст- 
вах с кварцевой стабилизацией частоты задающего генератора. Частота 
этого генератора выбирается относительно невысокой, в 4—12 раз меньшей 
рабочей частоты передатчика, благодаря чему создаются благоприятные ус- 
ловия для использования пьезоэлектрического эффекта кварцевой пластин- 
ки. Умножение частоты осуществляется в последующих каскадах передат- 
чика на малой мощности. Чаще всего применяется удвоение, реже утроение 
частоты в одном каскаде. 

Умножение частоты широко используется также в ряде измерительных 
устройств, когда требуется получить сетку частот, кратных какой-либо од- 
ной определенной частоте, рассматриваемой в качестве опорной. В подоб- 
ных устройствах используется электронный прибор, работающий с очень ма- 
лым углом отсечки. Подавая на вход достаточно большое переменное напря- 
жение (при большом смещении), можно получить ток в виде последователь- 
ности весьма острых импульсов. Такой ток богат гармониками, образующи- 
ми очень широкий линейчатый спектр. При воздействии этого спектра на 
контур напряжение на последнем может сильно отличаться от синусоидаль- 
ного, так как в полосу прозрачности контура попадает ряд гармоник. В по- 
добных случаях напряжение на контуре часто удобно определять исходя не 
из спектрального представления импульсного тока, а из рассмотрения сво- 
бодных колебаний, возбуждаемых каждым из импульсов тока в отдельности 
(рис. 8.17). В промежутке Т между двумя импульсами тока амплитуда на- 
пряжения на контуре убывает по закону 


И = Иџе = е-9сь 29, 


где о, — частота свободных колебаний в контуре; 0 — добротность. 
Если к началу следующего импульса колебание, вызванное предыду- 
щим импульсом, не успевает полностью затухнуть, необходимо учитыЫзать 
наложение свободных колебаний. При расчете и проектировании умножите- 
ля частоты приходится учитывать деформацию импульсов тока, обусловлен- 
ную нелинейностью внутренних сопротивлений усилительного прибора. Эта 
деформация проявляется в приборах полупроводникового типа. 
Умножение частоты возможно также и с помощью реактивных нелиней- 
ных элементов. например варакторов. Этот вопрос рассматривается в $ 8.15. 


8.7. АМПЛИТУДНОЕ ОГРАНИЧЕНИЕ 


В радиотехнике часто возникает необходимость устранить нежелатель- 
ные изменения амплитуды высокочастотного колебания, возникающие из-за 
накладки помех на радиосигнал, при передаче частотно-модулированных ко- 
лебаний через избирательные цепи и т. д. 

Для этого широко используются амплитудные ограничители, представ- 
ляющие собой сочетание нелинейного элемента и избирательной нагрузки. 
Вольт-амперная характеристика нелинейного элемента должна иметь четко 
выраженную горизонтальную часть, а полоса пропускания избирательной 
цепи должна быть не шире той, которая требуется для передачи информации, 
содержащейся в частоте (или фазе) ограничиваемого колебания. В качестве 
амплитудного ограничителя может быть использован, в частности, обычный 
нелинейный резонансный усилитель, рассмотренный в $ 8.5, в режиме рабо- 
ты, показанном на рис. 8.18. 
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Пусть к ограничителю подводится колебание вида 
е (1) =Е(Е) соѕ [в +9 {1]|, (8.39) 


причем изменение огибающей Е ({) является нежелательным, паразитным 
фактором. Если это изменение не выходит за пределы горизонтального уча- 
стка характеристики і = } (и), как это показано на рис. 8.18, то импульсы 
тока имеют одинаковую амплитуду, независимо от Ё ({). Несколько изменя- 
ется лишь ширина вершины импульсов. Поэтому можно в первом прибли- 
жении считать, что амплитуда первой гармоники, а следовательно, и амплиту- 
да напряжения на колебательном контуре являются в некотором интервале 
изменения амплитуды Ё (1 постоянными величинами. 

Характеристику ограничителя с избирательной нагрузкой, обеспечи- 
вающей отфильтровывание высших гармоник, можно представить в виде, 
изображенном на рис. 8.19. Через ЕЁ,» обозначено пороговое значение ам- 
плитуды входного напряжения, начиная с которого обеспечивается полное 
ограничение на уровне Ц. 

При Ё (# > ЕЁ, ,р амплитуда на выходе почти не изменяется. Фаза же 
первой гармоники тока и соответственно выходного напряжения совпадает 
с фазой напряжения на входе ограничителя. 

Поэтому для выходного напряжения можно написать следующее выра- 
жение: 

Ивых (В) 22 О, соѕ [074-0 (10|. (8.40) 


Амплитуда выходного напряжения (/, определяется параметрами не- 
линейного элемента и избирательной нагрузки. Для схемы, изображенной 
на рис. 8.15, 6, О, = /.25к р, где Г — амплитуда первой гармоники, опре- 
деляемая с учетом уплощения вершины импульса, а 2, , — эквивалентное 
резонансное сопротивление контура. 

Для ряда практических задач особый интерес представляет воздействие 
на амплитудный ограничитель двух сигналов с близкими частотами. 

Пусть, например, определяемое выражением (8.39) напряжение е (/) яв- 
ляется суммой двух гармонических колебаний: 


е (1) = Е, соѕ оѓ + Е, соѕ оѓ, Е, < ЕЁ. (8.41) 


Каждое из этих напряжений, действуя отдельно, создает на выходе 
ограничителя простое гармоническое колебание с частотой о; (или о,) и с 


< 
Рис. 8.18. Режим работы огра- 
ничителя амплитуды 


Рис. 8.19. Характерисгика ре- 
зонансного ограничителя 


24) = Е00)сов [оо + 9] 
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Рис. 8.20. Бигармоническое напряжение на входе амплитудного ограничителя 


Е +Ёз 


амплитудой Ио. Иная картина получается при одновременном воздействии 
на ограничитель двух гармонических напряжений. Для определения напря- 
жения на выходе ограничителя входное колебание необходимо привести к 
виду выражения (8.39). 

Для этого обозначим © = о, — ®, и сделаем в (8.41) следующую под- 
становку: 


С0$ 0,2 = с0$ (в, | ©) Ё= соѕ 9Ёс9$ оѓ — ѕіп О ѕіп в Ё 
Тогда 
е (#) = Е, с0$ ®.#-- Е, (соѕ О соѕ о, #— чп О ѕіпо; В = (Е, + 


4+ Е, соѕ ОР) соѕ оу #-— Е, ѕіп ОЈ ям в Ё. 


Рассматривая множители при соѕ о®}ѓи ѕіп оѓ как медленно меняющие- 
ся функции времени (поскольку ® < 1), представим последнее выражение 
в несколько иной форме 

е(0) = (Е, - Е, соз 98} 4- Е? ѕіп? ОЕ соѕ [0,7-9 (0] = Е (0) соѕ [в #-+ 

+-Ө(А], (8.42) 


где огибающая результирующего напряжения Ё (#) определяется выраже- 
нием 


Е) = Е (1+ (Е, Е) соѕ Ч (Е,/Е,)?, (8.43) 
а фаза 
— (Ез/Е1) ѕіл ета 
9 (2) агаа що: ЕЕ) соғ 0 (8.44) 


Суммарное напряжение на входе ограничителя показано на рис. 8.20, 
а векторная диаграмма напряжений — на рис. 8.21. 

Огибающая Ё (№) имеет максимальное значение, равное В: - + Е, (при 
соѕ ©Ё = 1), и минимальное, равное Е, — Е, (при соѕ @ = 

Допустим, что Е, — Е, >> Ешр, так что условие ограничения выпол- 
няется для всех значений, которые может принимать амплитуда входного на- 
пряжения Е (№) (см. рис. 8.20). Тогда напряжение на выходе по аналогии с 
(8.40) можно записать в виде 


Ивых (Ё) = О, с0$ [6 Ё-- Ө (2). (8.45) 


Получается фазомодулированное колебание, которое в отличие от вход- 
ного напряжения е (1) может иметь широкий спектр. 
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20-6 Ф; 0: [7] 


Рис. 8.21. К определению параметров Рис. 8.22. Спектры колебаний на вхо- 

колебания на выходе амплитудного де и выходе резонансного ограничи- 

ограничителя теля при бигармоническом воздейст- 
ВИИ 


Для определения амплитуд отдельных составляющих этого спектра 
можно воспользоваться теорией частотно-модулированных колебаний, из- 
ложенной в гл. 3. 

Не приводя здесь подробного анализа, облегчаем задачу, допустив, что 
Е,« Е:. При этом выражение (8.44) упрощается: 


м Ёз <; д. Ёз а; { 
000) а агоіа( 22 зп) л 22 віп 02 


1 


напряжение на выходе 
Чвых (2) А Ц, с0$ (0, #4 тзт ОВ. (8.46) 
Здесь использовано обозначение 


т = Е.Е, «< 1, (8.47) 


которое подчеркивает, что отношение амплитуд Е›/Е, имеет в данном слу- 
чае смысл индекса фазовой модуляции (см. $3.4). 

Выражение (8.46) полностью совпадает с (3.25’), из чего следует, что 
спектр выходного напряжения при Е,/Е, « 1 состоит из трех составляющих 
с частотами 9, о | © = Ф и ® — © = 2% — 0, (см. рис. 3.15, а). 
Первые две частоты присутствуют на входе ограничителя, а третья (20; — 
— о,) является продуктом взаимодействия входных колебаний в нелинейном 
элементе. Соотношение спектров на входе и выходе ограничителя при 
Е/Е,« 1 показано на рис. 8.22 (без учета знака минус перед спектральной 
составляющей 2%, — ®.). Частота 20 — о, является «зеркальной» по от- 
ношению к частоте 0». 

Колебания с частотами о; + © представляют собой помеху на выходе 
ограничителя, а колебание с частотой о; — полезный сигнал. Суммарная 


(12 
т 0 
мощность помехи 2 — (5)= т?(/2 /4, а полезного сигнала (4/2, следо- 


вательно, отношение сигнал-помеха равно 2/т?. На входе ограничителя ана- 
логичное отношение равно 1/7*. Таким образом, слабое колебание подавля- 
ется более сильным. 

В заключение следует отметить, что приведенные выше рассуждения 
справедливы и для ©, < в; необходимо лишь на рис. 8.22 поменять места- 
ми зеркальные частоты. 
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8.8. НЕЛИНЕЙНАЯ ЦЕПЬ С ФИЛЬТРАЦИЕЙ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА (ВЫПРЯМЛЕНИЕ) 


Рассмотрим нелинейную цепь, изображенную на рис. 8.23. К последо- 
вательному соединению нелинейного элемента УД (диода) с простейшим ЮС- 
фильтром приложена гармоническая ЭДС е (№) = Е соѕо, Ё; требуется най- 
ти токи в ветвях и напряжение изых на выходе схемы (в стационарном режи- 
ме). Такая задача характерна для однополупериодного выпрямления пере- 
менного тока, амплитудного детектирования (в отсутствие модуляции) и 
многих других радиотехнических процессов. Напряжение на выходе изых (д 
представляет собой пульсирующую около среднего значения И, кривую 
(рис. 8.24, а). Это напряжение является отрицательным по отношению к дио- 
ду. Поэтому ток через диод возможен только в течение отрезков периода, 
когда положительная полуволна ЭДС превышает напряжение и, „х (д). 
Иными словами, ток через диод имеет форму импульсов, показанных на 
рис. 8.24, 6. В промежутках между импульсами тока, когда происходит 
разряд конденсатора С через резистор В, напряжение изых (1) убывает. 
В промежутке & < < Ь конденсатор подзаряжается импульсом тока и 
Ивых (1) растет. Если постоянная времени ЮС-цепи велика по сравнению с 
периодом Т == 2л/®,, то амплитуда пульсаций напряжения изых мала и 
в первом приближении можно считать изых А Ио. Учитывая, что по от- 
ношению к диоду напряжение на нагрузке отрицательно, рассмотрим по- 
строение, показанное на рис. 8.25. В левой части этого рисунка сплошной 
линией изображена истинная вольт-амперная характеристика диода в ко- 
ординатах Е, и, а штриховой линией — аппроксимирующая ее линейная 
функция. Диаграмма входной ЭДС е (0) = Ё соѕо,і построена относитель- 
но вертикальной оси ої, смещенной на Их влево от точки и = 0. В правой 
части рис. 8.25 изображены импульсы тока, длительность которых 
равна 20. 

От построения на рис. 8.10 последнее отличается отсутствием фиксиро- 
ванного постоянного напряжения. Следует обратить особое внимание на то, 
что постоянное напряжение (,, создаваемое на нагрузочном резисторе К 
постоянной составляющей тока /,, зависит от амплитуды Ё входного коле- 
бания. Из этого, в частности, вытекает, что угол отсечки Ө не может быть 
более 90°. . 

Для установления связи между амплитудой входного напряжения Е 
и выпрямленным напряжением И, при заданных параметрах цепи восполь- 
зуемся результатами спектрального анализа импульсного тока, проведен- 
ного в $ 8.3. 


Рис. 8.23. Однополупериодный выпрямитель 


Рис. 8.24. Напряжения на входе и выходе од- 
нополупериодного выпрямителя (а) и ток в 
цепи диода (6) > 


Сначала допустим, что ‘угол отсечки тока 6 известен. Тогда можно со- 
ставить следующие соотношения: 


І = а, (0) Гм, (8.48) 
соѕ09 = ИЕ. (8.49) 


Последнее соотношение вытекает непосредственно из рис. 8.25. Далее, 
при заданном внутреннем сопротивлении диода Ю; очевидно равенство 


Г = (Е 0/0, = Е 1 —ИЕ)/В.. (8.50) 


Подставив в это выражение (8.48) и (8.49), получим 


0_ Е(1—с050) _ Ш (1—с050) 
ао (9) В; соѕ Ө В; 
откуда 
в 1 __ 00 (1—с0$ 0) 1. (8 51) 
91) В соѕ 0 Р; | 


и окончательно, учитывая первое равенство (8.26), имеем 


В; ѕіп 0—6 соѕ Ө {2 0—0 8 
— 5 ———— 5 . .5 
В п соѕ Ө л ( 2) 


Итак, задание внутреннего сопротивления диода Ю; и сопротивления на- 
грузки № однозначно определяет угол отсечки 9. При этом предполагается, 
что емкость С, шунтирующая сопротивление Ю, отвечает условию 


оС < Р, (8.53) 


или, что то же самое, постоянная времени ЮС велика по сравнению с перио- 
дом То, так как только в этом случае напряжение на выходе можно считать 
близким к постоянному. 


Рис. 8.25. Режим работы диода в 


т схеме, представлеиной на рис. 8.23 
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у р 
К/А пои! 
-2 р Е = 
14.0 РФ) ВЕЕ (ев || 
1.107} | 
Рис. 8.27. Рис. 8.28. 
-2 
06-0 Рис. 8.26. Характеристика Ю;/ в зависимости от угла 
отсечки Ө 
020? Рис. 8.27. Схема замещения выпрямителя в режиме хо- 


лостого хода (-=оо; 0-0) 


0 о 
10 20 6 Рис. 8.28. Схема замещения выпрямителя при Ю<А,, 
Рис. 8.26. 9—90° 


Уравнение (8.52), связывающее угол отсечки Ө с отношением Ю;/Ю, яв- 
ляется трансцендентным. Поэтому Ө удобно определять по графику, пред- 
ставляющему собой зависимость отношения АЮ;/Ю от Ө (рис. 8.26). Рассмот- 
рим два предельных случая: 1) 0 = 0и 2) Ө = 90°. Первый случай полу- 
чается при А;/Ю — 0, т. е. при бесконечно большом сопротивлении нагрузки 
Ю, когда схема детектора вырождается в схему, представленную на рис. 8.27. 
При этом выпрямленное напряжение на С достигает наибольшего возмож- 
ного значения И, = Е и ток через диод в установившемся режиме, когда 
закончен процесс зарядки конденсатора, равен нулю. Таким образом, слу- 
чай Ө = 0 соответствует режиму холостого хода. Второй случай (0 == 90°) 
соответствует режиму короткого замыкания нагрузки (К —0). При этом 
вся ЭДС оказывается приложенной к диоду и ток последнего принимает 
форму полуволновых импульсов (усеченных в верхней части, если Е больше, 
чем напряжение насыщения диода). 

Если действие емкости не учитывать, что допустимо при малых К, при- 
ходим к схеме, представленной на рис. 8.28. Напряжение на резисторе Ю 
совпадает в этом случае по форме с током Г. 

Итак, для получения на выходе выпрямленного напряжения, близкого к 
амплитуде ЭДС Е, угол отсечки должен быть малым, а отношение Ю/Ю; 
большим. При Ө < 10 — 20° отношение ИЕ = соз@ близко к единице. 
Для получения такого режима требуется сопротивление нагрузки А = 
> 100 А;. После того как найдено №, требуемую емкость конденсатора С 
можно определить в соответствии с ус- 
ловием (8.53). 

В заключение отметим, что усло- 
вие (8.53) может быть истолковано на 
основе спектрального подхода. При 
По С < В все гармоники импульсного 
тока протекающего через диод, замы- 
каюся в основном через конденсатор, 
не создавая на нем заметного падения 
напряжения (по сравнению с ЦИ, = 
= /.Ю). В результате получается рас- 
пределение тока, представленное на 
рис. 8.29. Показанный в нижней части 
рисунка ток, полученный вычитанием 
постоянной составляющей /, из полного 
тока диода 1.(1), является суммой всех рус вод Импульсный ток в цепи 
гармоник этого тока. диода и его составляющие 
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8.9. АМПЛИТУДНОЕ ДЕТЕКТИРОВАНИЕ 


Детектирование колебаний заключается в выделении сигнала, который 
в неявной форме содержится в модулированном высокочастотном колебании. 
Детектирование является процессом, обратным процессу модуляции. В тех 
случаях когда требуется подчеркнуть это, наряду с термином «детектирова- 
ние» (обнаружение) применяют термин «демодуляция». Соответственно ос- 
новным видам модуляции различают амплитудное, частотное и фазовое де- 
тектирование. Последние два вида детектирования из-за тесной связи меж- 
ду частотой и фазой колебаний часто осуществляются мало различающими- 
ся устройствами. 

На вход детектора подается модулированное колебание, содержащее 
только высокочастотные составляющие: несущее колебание и колебания 
боковых частот. На выходе же выделяется напряжение с низкочастотным 
спектром передаваемого сообщения. Следовательно, детектирование сопро- 
вождается трансформацией частотного спектра и не может быть осуществлено 
без применения нелинейных цепей или линейных цепей с переменными пара- 
метрами. В качестве нелинейных элементов в настоящее время чаще всего 
применяются полупроводниковые диоды. 

Принцип действия амплитудного детектора в отсутствие модуляции 
был изложен в предыдущем параграфе при рассмотрении выпрямления. Те- 
перь предстоит рассмотреть некоторые явления в детекторе при модулиро- 
ванном колебании, а также особенности детектирования слабых и сильных 
сигналов. Обратимся сначала к последнему вопросу. Допустим, что ампли- 
туда колебания на входе детектора настолько мала, что обусловленные 
этим колебанием изменения тока укладываются на относительно небольшом 
участке нижнего сгиба характеристики диода или любого другого нели- 
нейного элемента (рис. 8.30). 

В соответствии с выражением (8.10) ток через диод 


(0) = 1 (00) + ае (0) + азе? (2). 


где е (К = ЕЁ (1 соѕо,ѓ — мгновенное значение высокочастотного сигна- 
ла, амплитуда которого Е (і) модулирована по закону передаваемого сооб- 
щения (начальную фазу для краткости опустим, так как на работу ампли- 
тудного детектора фаза не влияет). Таким образом. 


і (0) = 1(0,) +а, Е (1) соѕ оѓ 4-а Е? (№ соб? оѓ =, + а, Е (1) соѕ оѓ + 

+ 1/0, Е? (1) соѕ 20,74 М, а, Е? (0). (8.54) 
Высокочастотные составляющие Фи 20 0 

отфильтровываются в цепи нагрузки. Ин- 


формация содержится в последнем, низко- 
частотном, слагаемом 


на == 1/5 0 Е? (2). (8.55) 


Так как эта составляющая пропорциональна 
квадрату амплитуды входного напряжения, 
то при малых амплитудах детектирование 
является квадратичным. Это положение яв- 


24) 
ляется общим, справедливым для любых ти- 
| пов нелинейных элементов, используемых 
для детектирования. 
ї То обстоятельство, что напряжение 
Рис. 8.30. Режим работы квад- Свых (| на нагрузке, являющейся линейной 
ратичного детектора цепью, пропорционально і, и, следовательно, 
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Рис. 8.31. Напряжение на входе квадратичного детектора (а) постоянная составляю- 
дая тока в цепи диода (6), напряжение на резисторе Ю (в) и приращение напряже- 
ния, обусловленное действием входного сигнала (г) 


квадрату амплитуды входного сигнала Ё (1), не является препятствием 
к правильному воспроизведению формы импульсных (прямоугольных) сиг- 
налов. Пусть, например, напряжение на входе детектора имеет характер 
высокочастотных импульсов с прямоугольной огибающей (рис. 8.31, а). 
В интервалах между импульсами среднее значение тока диода (рис. 8.31, 6) 
совпадает с током покоя &,, а при наличии импульсов отличается на величину 


Лі= 1 „а, Е?, 


где Е — амплитуда высокочастотного напряжения, неизменная в пределах 
‘длительности импульса Ти. 

Напряжение ир (1) на нагрузке детектора показано на рис. 8.31, в. 
В те отрезки времени, когда процесс заряда или разряда конденсатора С 
закончен, напряжение на нагрузке равно ‚А (в интервале между импульса- 
ми) или (4,4 Ді) Ю (при наличии сигнала). На рис. 8.31, г показано отдель- 
но приращение напряжения, создаваемое сигналом. Для отделения этого 
приращения от постоянного напряжения і, можно использовать раздели- 
тельную цепь. составленную из конденсатора и резистора. 

Представленное на рис. 8.31, г выходное напряжение иных (№) по фор- 
ме мало отличается от огибающей высокочастотного напряжения, действую- 
щего на входе детектора. Таким образом, убеждаемся, что квадратичный 
закон детектирования не препятствует воспроизведению формы прямо- 
угольных импульсов. Нелинейность. характеристики детектирования в дан- 
ном случае проявляется лишь в том, что амплитуда импульса на выходе де- 
тектора пропорциональна квадрату амплитуды высокочастотного напря- 
жения на входе детектора. 

Иначе обстоит дело при квадратичном детектировании колебаний, оги- 
бающая которых является непрерывной функцией времени, как это имеет 
место, например, при передаче речи, музыки и т. д. Для упрощения рассуж- 
дений рассмотрим тональную модуляцию. Подставив в выражение (8.55) 

Е (1 = Е, (1 + М что В. 
получим 


Гаи = 2 Е (1-Е М ѕіп = = Е$(1--2М эт ФЕ -- М? зіп? ОР) = 


= Е А ром іо О 25 сок 200). 


\ 
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Заметим, что в отсут- 
ствие модуляции (М == 0), 
т. е. когда на детектор 
действует одно лишь коле- 
бание несущей частоты, 
приращение тока равно 
(а,/2) Ез. Таким образом, 
при возникновении тональ- 
ной модуляции среднее 
значение тока получает по- 
стоянное по величине от- 
Рис. 8.32. Режим детектирова- НОСИТельное приращение, 
ния АМ колебания при боль равное М?/2. Переменная 
ших амплитудах («линейное» часть тока содержит сле- 
детектирование) дующие два слагаемых: 

а) полезное, воспро- 
изводящее сигнал 2Мзш@ф б) вредное, являющееся второй гармони- 
кой сигнала (М?/2) соѕ 261. 

Отсюда следует, что коэффициент гармоник, равный в данном случае 
отношению амплитуды второй гармоники к амплитуде первой, 


Ка = 0,5М:2М = МА. 
При 100 %-ной модуляции 
Кн = 0,25 = 25%. 


При одновременной модуляции двумя частотами ©; и ©, в выходном на- 
пряжении детектора наряду с гармониками 20; и 20, возникают еще комби- 
национные частоты вида ©, + ©, и ©, — 9, с амплитудами, пропорциональ- 
ными произведению парциальных коэффициентов модуляции М, и М.. 
Этот результат нетрудно получить, если в выражение (8.54) подставить 


Е (= Е, (1 4 М, ѕіпо, ~ М, ѕіпо, 2). 


При передаче сложных сигналов, содержащих большое число частот, 
гармоники и комбинационные частоты оказывают при глубокой модуляции 
очень сильное влияние на разборчивость и тембр сигнала. Поэтому приме- 
нение квадратичного детектирования нецелесообразно в тех случаях, когда 
требуется неискаженное воспроизведение сигналов (речь, музыка и т. д.) 

Рассмотрим детектирование сильных сигналов. Как и ранее, применим 
диодный детектор. Не изменяя схемы, представленной на рис. 8.23, до- 
пустим, что амплитуда входного сигнала достаточно велика, а А и С выбра- 
ны таким образом, что угол отсечки тока очень мал и выпрямленное напря- 
жение на А почти не отличается от амплитуды Ё (1) входного сигнала. По- 
добный режим для постоянной амплитуды (выпрямление) был рассмотрен в 
$8.8. При модуляции же получается режим работы диода, изображенный 
на рис. 8.32. Напряжение смещения, создаваемое постоянной составляющей 
тока, изменяется пропорционально амплитуде входного сигнала. Но изме- 
няющееся напряжение смещения диода есть не что иное, как выходное на- 
пряжение детектора. На рис. 8.33, а совмещены входное (высокочастотное ) 
и выходное (выпрямленное) напряжения (зубчатая линия). Так как при 
достаточно большой (по сравнению с периодом высокой частоты Т = 2л/ о) 
постоянной времени ЮС зубцы практически отсутствуют, напряжение на 
выходе воспроизводит огибающую амплитуд входного напряжения, т. е. 
передаваемое сообщение. 

Таким образом, связь между выходным напряжением (выпрямленным) 
Ивых (й) и огибающей входной ЭДС Е (1) получается почти линейной. 
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В этом смысле детектор, работающий в режиме больших амплитуд и с 
нагрузкой, обеспечивающей близкое совпадение напряжений изых (№ и 
Е (1), называется линейным детектором. При этом не следует, 
конечно, упускать из виду, Что детектор, работающий с отсечкой тока, 
является сугубо нелинейным устройством. Эта нелинейность обусловлена 
формой характеристики не только в области и >> 0 (где характеристика мо- 
жет быть близка к линейной), но и на протяжении всей области действующих 
на диоде напряжений. При работе с отсечкой характеристика диода представ- 
ляет собой ломаную линию, состоящую из участка оси абсцисс (при и < 0) 
и наклонной линии (при и > 0), с изломом вблизи точки и == 0. 

Режим модуляции накладывает на выбор элементов нагрузки детектора 
дополнительные ограничения. Необходимо, чтобы постоянная времени цепи 
нагрузки была мала по сравнению с периодом модуляции. В противном 
случае изменение выпрямленного напряжения на нагрузке может отставать 
от изменения огибающей входной ЭДС. Подобный режим представлен на 
рис. 8.33, 6. На участке а—6 из-за чрезмерно большой инерционности 
ЮС-цепи напряжение и, „х отстает в своем росте от огибающей ЭДС. 
В точке б, где изых И амплитуда модулированной ЭДС уравниваются, ток 
через диод и рост и‚ых прекращаются. На участке б—в источник ЭДС и 
диод не оказывают никакого влияния на нагрузочную цепь и в последней 
происходит разряд С через резистор Ю. Таким образом. на участке 
б —в напряжение изменяется по экспоненте. Получается нелинейное иска- 
жение сигнала. Так как эти искажения обусловлены тесным взаимодействи- 
ем нелинейного элемента (диод) с линейной цепью (ЮС) степень нелинейных 
искажений зависит не только от параметров цепи и глубины модуляции, но 
также и от частоты модуляции. Эти искажения возрастают с повышением 
частоты, а также глубины модуляции входной ЭДС. Для устранения 
рассматриваемых искажений необходимо, чтобы ЮС < 2л/®. Однако для 
сглаживания высокочастотных пульсаций требуется выполнение нера- 


венства С » 2л/о, Гем. (8.53)|. Совмещая эти два условия, получаем 
неравенства 


ло, < ВС < 21/9, (8.56) 


Обычно частоты в, и © сильно различаются (© « о,) и условия (8.56) 
выполняются. 


При импульсной модуляции огибающей в правой части неравенства 
(8.56) вместо периода модуляции 2л/@ следует подставлять длительность 


Рис. 8.33. Диаграммы входно- 
го и выходного напряжений в 
«линейном» детекторе при пра- 
вильном (а) и неправильном 
(6) выборе элементов нагру- 
зочной цепи С 
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импульса. При этом преднолагается, что интер- 
валы между импульсами велики по сравнению 
с длительностью импульса. При очень корот- 
ких импульсах, длительность которых всего 
лишь в несколько раз превышает период Т, = 
== 2л/ю, («высокочастотный голод»), возникают 
трудности в разделении огибающей и высоко- 
частотного заполнения. 

0 Е Выяснив механизм выделения огибающей 
Рис. 834. Характеристика МОДУЛИрованного колебания, рассмотрим х а- 
детектирования АМ колеба- Рактеристику детектирования, 
ния т. е. зависимость Изых ({) от амплитуды Ё (1) 

высокочастотного колебания. 

В отсутствие модуляции, когда режим работы детектора ничем не отли- 
чается от выпрямления высокочастотного колебания с постоянной ампли- 
тудой Е, соотношение между Ивых и Е определяется выражением (8.49), 
т. е. И, = Е с030 = сопѕї. В $ 8.8 отмечалось, что утол отсечки Ө в вы- 
прямителе весьма мал, так что (/,/Е мало отличается от единицы. 

В режиме модуляции соотношение между шых (№ и Е (0 не остается 
постоянным. При модуляции вверх угол отсечки еще более уменьшается и 
напряжение и, „х (0) —Е (д. При модуляции вниз расхождение между 
Чвых (2) и Ё (2), наоборот, возрастает. При глубине модуляции близкой к 
100 %, когда амплитуда Е (1) уменьшается почти до нуля (участок а—6 на 
рис. 8.32), выпрямление происходит на нижнем сгибе вольт-амперной харак- 
теристики. На этом участке характеристика близка к параболе и детекти- 
рование является квадратичным. В результате характеристика детектиро- 
вания принимает вид, представленный на рис. 8.34 (сплошная линия). 
При малых амплитудах она квадратична, при больших — линейна, Чем 
больше амплитуда входного колебания, соответствующая пику модуляции, 
тем меньшую роль играет отклонение характеристики детектирования от 
прямой линии (штриховой) вблизи нуля. 

В заключение рассмотрим вопрос о входном сопротивлении диодного 
детектора, т. е. о сопротивлении последовательной цепи диод — нагрузка 
(С). Этот вопрос имеет существенное значение для определения затухания, 
вносимого детектором в колебательный контур источника напряжения 
(рис. 8.35, а). Ограничимся случаем Р У Кь, когда угол Ө настолько мал, 
что можно считать с0$0 ^ 1 и Ё ж Џ,. 

Мощность, забираемая детектором от источника, равна Ё /,/2, где Г, — 
амплитуда первой гармоники тока через диод. Мощность же, выделяемая 
на сопротивлении нагрузки, равна С,/,. При А » №, практически вся мощ- 
ность, потребляемая детектором, выделяется на Ю. Поэтому можно при- 
ближенно считать 

ЕТ2 з 0,1. 


Ес, 


а) 


Рис. 8.35. Подключение диодного детектора к колебательному контуру усилнтеля (а) 
И схема замещения детектора (6), позволяющая определить входное сопротнвление 
последнего при частоте «о 
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Поделив левую и правую части на Е, получим 


ҺЕ = (ИЕ) (1,/Е), 
НО 


ОЕ = 1, ИЕ = ИВ, а ПЕ = 128, 


где Ю.„ — искомое входное сопротивление детектора. 
Отсюда находим 
В.к = 0,5Ю. (8.57) 
Схема замещения цепи детектора для частоты о, первой гармоники 
Г, показана на рис. 8.35, 6. 
Основные принципы амплитудного детектирования с помощью диода 
можно распространить на любые другие нелинейные элементы, обладающие 
односторонней проводимостью (вентильным свойством). 


8.10. ЧАСТОТНОЕ И ФАЗОВОЕ ДЕТЕКТИРОВАНИЕ 


Входной радиосигнал представим в виде 
е (0) = Е (2) соѕ [0,7 + Ө (1. 


Для снятия нежелательной АМ обязательно применение амплитуд- 
ного ограничения. Тогда на входе собственно частотного детектора 
(ЧД) напряжение будет 


е (1) = Е, соѕ [о #--0 (#)1, Е, =сопѕі. (8.58) 
Напряжение на выходе ЧД должно воспроизводить закон измене- 


ния мгновенной частоты радиосигнала. Поэтому для идеального ЧД 
получаем следующие функциональные соотношения: 


Ивых (Й = $41 90/41 = $ „„ Ло (2), (8.59) 
ИЛИ 

Ивых (2) == $42 А (0), (8.60) 
где <чд==сопѕі — крутизна характеристики детектора, выраженная 


в вольтах на единицу угловой частоты [формула (8.59)] или в вольтах 
на герц [формула (8.60) ]. 

редполагается, что Д} (1), а следовательно, и иых (Ё) являются «мед- 
ленными» функциями времени. Для выделения сообщения из ЧМ колебания, 
спектр которого состоит только из высокочастотных составляющих (несу- 
щая частота и боковые частоты модуляции), необходимо нелинейное уст- 
ройство. Следовательно, частотный детектор обязательно должен включать 
в себя нелинейный элемент. Однако в этом случае в отличие от амплитуд- 
ного детектора для образования частот сообщения одного лишь нелинейного 
элемента недостаточно. В $ 8.3 было показано, что при воздействии ЧМ ко- 
лебания на безынерционный нелинейный элемент в спектре тока не возника- 
ют составляющие с частотой модуляции. Иными словами, нелинейность та- 
кого устройства, как диод, проявляется лишь при изменении действующего 
на него напряжения, а не при изменении частоты или в общем случае ско- 
рости изменения фазы сигнала. 

Поэтому для осуществления частотного детектирования требуются до- 
полнительные преобразования. Большое распространение получили, на- 
пример, частотные детекторы, представляющие собой сочетание двух узлов: 
1) избирательной линейной цепи, преобразующей частотную модуляцию в 
ам плитудную; 2) амплитудного детектора. 

В качестве линейной цепи можно использовать любую электрическую 
цепь, обладающую неравномерной частотной характеристикой: цепи АГ, 
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60 +0) 


Рис. 8.36. Одноконтурный частот- 
ный детектор 
— 


| 
Рис. 8.37. К объяснению работы ШИ 
детектора, представленного на 1 
рис. 8.36 


| 


РС, фильтры, колебательные контуры и т. д. В высокочастотной технике 
большое распространение получили колебательные цепи. 

Схема частотного детектора, содёржащего простой колебательный кон- 
тур, представлена на рис. 8.36. Если резонансная частота контура ор от- 
личается, от средней частоты модулированного колебания ®о, то изменение 
амплитуды напряжения на контуре И„ повторяет в известных пределах 
изменение частоты входного напряжения (рис. 8.37). 

Изменение амплитуды И, высокочастотного напряжения с помощью 
диода УЮ преобразуется в низкочастотное напря жение, которое выделя- 
ется на апериодической нагрузке ЮС. Отметим попутно, что при точной 
настройке контура на частоту ор== оу сигнал искажается: частота изме- 
нения огибающей получается вдвое выше частоты полезной модуляции. В ис- 
ходном режиме. т. е. при отсутствии модуляции. рабочая точка должна 
устанавливаться на скате резонансной кривой. 

Недостатком рассмотренной схемы является необходимость настройки 
контура на частоту, отличную от частоты немодулированного колебания. 
Кроме того, резонансная кривая одиночного колебательного контура имеет 
весьма ограниченный линейный участок на скате. 

На рис. 8.38 представлена схема частотного детектора, широко распро- 
страненная в приемниках частотно-модулированных колебаний, а также в 
устройствах для автоматической подстройки частоты генераторов. Она со- 
держит колебательную цепь в виде двух индуктивно связанных контуров, 
настроенных на частоту ®,. Напряжение высокой частоты «©, + Ао пода- 
ется на базу транзистора, а продетектированное напряжение ио выделяется 
на резисторах Р, и Р. Катушка индуктивности [др (дроссель) преграждает 
путь току высокой частоты. Принцип действия данного детектора поясня- 

ется эквивалентной схемой и век- 
торной диаграммой, представлен- 
А Ир; ными на рис. 8.39 и 8.40. 

Пусть 9:, О, — напряжения 

на первом и втором контурах, СО, 
ой О, — напряжения в точках В и 

е; 2 |40 р относительно эмиттера (земли). 
Заметим, что Оз и Ч. представ- 

ляют собой амплитуды высоко- 
частотных напряжений, приложен- 


Рис. 8.38. Двухконтурный: частотный детек- НЫХ, соответственно к диодам УД, 
тор и УД.. В отсутствие модуляции, 
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5+4 «оф ў, 


+оо 


когда частота входного напряжения совпадает с резонансными частотами 
контуров, напряжение Ц, на индуктивности второго контура сдвинуто по 
фазе на 90° относительно резонансного напряжения Ор. 

Действительно, при индуктивной связи двух одинаковых контуров 


(М/О . 
=: 10 == 2 7 Ов (8.61) 


Так как при о=0џ=0р 2 = №, а ®оГ/г, = 0, получаем 
0, = { (Му) 0, 0, (8.62) 


т. е. О, опережает М: на 90°. 

Определим напряжения. Оз и О,. Учитывая, что на схеме замещения 
(см. рис. 8.39) средняя точка второго контура присоединена по высокой 
частоте непосредственно к точке А и, следовательно, напряжение Ш; яв- 
ляется суммой напряжения Ц, и половины напряжения Ы,, получаем 


. М М 
о - 6 = 1 0, 0 (1-7 а). (8.63) 


2 


Аналогично для М, можем написать 
м 9. 
= — . 8.64 
О, = о (1 і—- =) (8.64) 


Модули напряжений Узи О, одинаковы и равны 


0,= нии + (= м т). (8.65) 


а фазы симметричны относительно фазы напряжения ЏО, р. Соответствующая 
этому случаю векторная диаграмма представлена на рис. 8.40, а. Так как 
выпрямленные напряжения С, и О, действующие на резисторах'А; и А, 
пропорциональны амплитудам Ц; и Ц., то результирующее напряжение на 
выходе детектора, равное разности (Им и И», при резонансной частоте бу- 
дет равно нулю. 

Рассмотрим векторную диаграмму напряжений при расстройке. Пусть 
частота на входе детектора отклонится от резонансной частоты ®, на Ло, 
причем До/о, < 1. Тогда вектор ОВ, соответствующий напряжению Ц, 
(см. рис. 8.40, 6), повернется относительно своего резонансного положения 
на угол Ф», который определяется выражением 


Фь = агсіс [ (2Ло/о,) 9,1 = агсіва». (8.66) 
2 ИА 
2 а 2 
Вы р Ӯ 
0 О0О 
4) 0) 
Рис, 8.39. Схема замещения избира- Рис. 8.40, Векторная диаграм- 
тельной цепи частотного детектора ма напряжений (к рис. 8.39) 


(к рис. 8.38) 
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Вместо выражений (8.63) и (8.64) получим 


і (м/21) е). 0, =0, | і (м/21) 9 1. 
1 ѓаз 14 ѓаг 


Первый и второй контуры обычно берутся идентичными, поэтому от- 
ношение М/Ё == ё является коэффициентом связи контуров. Кроме того, 
считаем О, = О, = 0, а = а, = а. 

Вводя обозначение В == (М//) 9 = А0 и переходя к модулям, получаем 


0, Иа 2а)? 0 И40(8 2а)? 
те. 
2 Иа 2 Угра 


При определении напряжения на выходе частотного детектора необ- 
ходимо учитывать, что в процессе частотной модуляции изменяются со- 
противления, вносимые из второго контура в первый. Поэтому при неиз- 
менной амплитуде тока (промежуточной частоты) в цепи коллектора напря- 
жение (/ изменяется по закону 


0, = Ир ИТ-а/И ЧР —а?)? 4- 4а? , (8.67) 


где (/р — резонансное значение напряжения (1. 

Наконец, выпрямленные напряжения на выходах двух амплитудных 
детекторов (см. рис. 8.38) зависят от угла отсечки Ө. Практически можно 
исходить из условия с0$0 — 1. 

С учетом дифференциального включения нагрузок, окончательное вы- 
ражение для напряжения звуковой частоты на выходе частотного детектора 
приводится к виду 


О, = О, |+ 


ча _У 4-20" —У 4008—20): _ ф (а. (8.68) 
Ор о (1--8—а2) + 4а? | 


Зависимость %№ (а) для различных значений параметра В представлена 
на рис. 8.41. Умножая ординаты этих характеристик на (7р, а абсциссы на 
/29, получаем характеристику частотного детектора в виде зависимости 
по В вольтах от А] в герцах. 

При выборе параметров контуров и величины связи основным требова- 
нием является обеспечение линейности характеристики частотного детек- 
тора и максимально возможной ее крутизны. С этой точки зрения наиболее 


Рис. 8.41. Семейство характери- 
стик двухконтурного частотно- 
го детектора: 

а= (29/1) АЕ; В= (МГ) 


предпочтительным является параметр связи В = 1 при использовании ха- 
рактеристики 1 (а) на участке |а| < 0,5—0,8. При этом максимальное зна- 
чение % (а) достигает приблизительно 0,25. 

В качестве примера сопоставим приведенные данные с параметрами час- 
тотного детектора, используемого в звуковом канале телевизионного при- 
емника. Детектор включен на выходе усилителя промежуточной частоты 
(Р = 6,5 МГц, полоса пропускания 2Д/, ах 250 кГц) и рассчитан на девиа- 
цию частоты } == 75 кГц. Можно поэтому считать, что 0 ах /,/2Д/, ^ 26 и 
максимальное значение обобщенной расстройки (на пиках ЧМ) 


атах = 


29 = 2126 75.10° а 0,6, 
ћ 6,5. 106 
а максимальное значение % (а) 2х 0,25. 

Напряжение частоты } на входе частотного детектора обычно близко к 
1 В (с учетом амплитудного ограничения). Следовательно, амплитуда на- 
пряжения звуковой частоты на выходе частотного детектора Оо = Ир х 
х^ (ашах) < 0,25 В. Таким образом, крутизна характеристики детектора 
д А 0,25/75 ғы З мВ/кГц. 

Из проведенного рассмотрения видно, что в схеме, представленной на 
рис. 8.38, осуществляются следующие преобразования: 1) девиация часто- 
ты входного колебания преобразуется в девиацию фазы напряжения (.; 
2) девиация фазы напряжения (И. (относительно фазы И!) преобразуется в 
амплитудную модуляцию напряжений, приложенных к диодам; 3) ампли- 
ту дное детектирование. 

В последнее время стали применяться частотные детекторы, в кото- 
рых преобразование девиации Ло (і) в девиацию фазы (при сохранении 
постоянства амплитуды) осуществляется в одиночном контуре, более 
простом, чем система связанных контуров в схеме на рис. 8.38. Затем 
ЧМ колебание, сдвинутое по фазе на угол фг==Ф: [Ло (і) ], а также ис- 
ходное ЧМ колебание преобразуются в меандровые напряжения, посту- 
пающие на схему совпадения (перемножитель). В результате на выходе 
перемножителя, называемого «детектором произведения», по- 
лучаются прямоугольные импульсы, длительность которых изменяется 
пропорционально углу фз, а следовательно, и девиации ЧМ колебания. 

Дальнейшая миниатюризация ЧД достигается при использовании опор- 
ного гетеродина в виде мультивибратора, вырабатывающего стабильное ме- 
андровое колебание, с которым исходное ЧМ колебание, также преобразо- 
ванное в меандр, сравнивается в фазовом детекторе (перемножителе). В ре- 
зультате достигается такой же эффект, что и в описанном выше ЧД, но без 
колебательного контура. Таким образом, полностью исключаются катушки 
индуктивности и открывается возможность перехода на интегральные мик- 
росхемы. 

Рассмотрим теперь принцип работы фазового детектора. Пусть фаза 
высокочастотного колебания, подлежащего детектированию, изменяется по 
закону Ө (1). Если такое колебание подать на обычный частотный детектор, 
реагирующий на изм енение мгновенной частоты колебания, то напряжение на 
выходе детектора 


40 (2) 
Ивых (7) = ад Ао (1) == 9 ад ЕГИ , (8.69) 
т. е. выходное напряжение будет пропорционально производной фазы вход- 
ного колебания. Отсюда видно, что для осуществления фазового детектиро- 
вания можно использовать обычный частотный детектор. Необходимо лишь 
дополнить его корректирующей цепью, осуществляющей интегрирование 
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выходного напряжения, т. е. цепью. с частотной . характеристикой вида 
К (10) = 1/от,.Простейшие интегрирующие устройства описаны в $ 6.5. 
Подобный прием используется при детектировании колебаний с медленно 
меняющейся фазой, т. е. когда производная фазы конечна (например, при 
передаче речи). В случае же скачкообразного изменения фазы, а также при 
необходимости сравнения фазы принимаемого колебания с фазой опорного 
(эталонного) колебания применяются специальные фазовые детекторы, в 
которых выходное напряжение пропорционально огибающей напряжения, 
получаемого при суммировании колебаний со сравниваемыми фазами. По- 
добные устройства рассматриваются в специальных курсах. 


8.11. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЧАСТОТЫ СИГНАЛА 


В радиотехнике часто требуется осуществить сдвиг спектра сигнала по 
оси частот на определенное постоянное значение при сохранении структ“- 
ры сигнала. Такой сдвиг называется преобразованием часто- 
ты. 

Для выяснения сути процесса преобразования частоты вернемся к во- 
просу о воздействии на нелинейный элемент двух напряжений, кратко рас- 
смотренному в $ 8.4. Однако в данном случае только одно из колебаний, 
именно то, которое создается вспомогательным генератором (гетеродином), 
будем считать гармоническим. Под вторым же колебанием будем подразу- 
мевать сигнал, подлежащий преобразованию, который может представлять 
собой любой сложный, но узкополосный процесс. 

Таким образом, на нелинейный элемент воздействуют два напряжения: 

от гетеродина 


е, = Е, соѕ (®Ё- 6,), (8.70) 
от источника сигнала 
е, = Е, (0) соз[ { о, (0 а? + 0.1. (8.71) 


Амплитуда Е,, частота ®, и начальная фаза 0, гетеродинного колеба- 
ния — постоянные величины. Амплитуда же Е, (1) и мгновенная частота 
©, (Г) сигнала могут быть модулированными, т. е. могут являться медлен- 
ными функциями времени (узкополосный процесс). Начальная фаза сигнала 
9, — постоянная величина. 

Задачей преобразования частоты является получение суммарной или 
разностной частоты о, + Ф,. Как вытекает из выражения (8.30), для 
этого необходимо использовать квадратичную нелинейность, 

В качестве нелинейного элемента возьмем, как и в $ 8.9, диод, однако 
характеристику его для более полного выявления продуктов взаимодейст- 
вия сигнала и гетеродинного колебания аппроксимируем полиномом чет- 
вертой степени (а не второй, как в $ 8.4): 


=, Ба (6, е) + а (е,-е,)* + аз (е, 4-е) + а (е, 1-е) = 


= 1 ае, -- @ е, |а» ез | 20е, г. |+ 04 её 4-аз ез + 


-- 


Заз ез е, 


+ [Заз е,е? -- аз её а. ез + |ба, ё 4140, е,е? а, е*. (8.72) 


+4 ебе. 


Слагаемые, содержащие различные степени только е, или только е,, 
интереса не представляют. С точки зрения преобразования (сдвига) часто- 
ты основное значение имеют члены, представляющие собой произведения 


252 


вида еле" |в правой части выражения (8.72) обведены рамками.| Подстав- 


ляя в эти произведения (8.70) и (8.71) и отбрасывая все составляющие, час- 
тоты которых не являются суммой о, + о; или разностью в; — о, после 
несложных тригонометрических выкладок приходим к следующему окон- 
чательному результату: 


Го о, (0 = @ Е, (0) Е, 1еоѕ 10 о, (К) 47 + о, 1) о, 6, + 
+ со | (| о, (0) ао, 0-6, —6, || 4 > а Е, (НЕЕ (И + 


4 ЕН'соз (о, (0) 4 +, 1] +8. + 8, | + со 


(1 о. (0 4—0, +6, —6. | 


(8.73) 
Из этого результата видно, что интересующие нас частоты о, + о, 
возникают лишь благодаря четным степеням полинома, аппроксимирующе- 
го характеристику нелинейного элемента. Однако один лишь квадратич- 
ный член полинома (с коэффициентом а›) образует составляющие, аплитуды 
которых пропорциональны только первой степени Е, (1). Более высокие чет- 
ные степени (четвертая, шестая и т. д.) нарушают эту пропорциональность, 
так как амплитуды привносимых ими колебаний содержат также степени 
Е, (#) выше первой. 
Отсюда видно, что амплитуды Ё, и Е, должны выбираться с таким рас- 
четом, чтобы в разложении (8.72) преобладающее значение имели слагаемые 
не выше второй степени. Для этого требуется выполнение неравенств 


Е « а,/( 04), Е? < а,/(8'а4). 
Тогда выражение (8.73) переходит в следующее: 


око, (0 а @ В. (0 Е, |608 |( | в, (0) 41 + о, ) 4.0, + 6, | + 
+ соѕ | (е, (1) 1-0. 0) +9, ө, || (8.74) 


В радиоприемных и многих других устройствах, в которых задача 
преобразования частоты тесно связана с задачей усиления сигнала, обычно 
Е. < Е,. 

Первое слагаемое в фигурных скобках с частотой о, (#) + о, (произ- 
водная от аргумента косинуса) соответствует сдвигу спектра сигнала в 0б- 
ласть высоких частот, а второе с частотой о, (1) — «єю. — в область низких 
частот. Для выделения одной из этих частот — разностной или суммарной — 
нужно применять соответствующую нагрузку на выходе преобразователя. 
Пусть, например, частоты о, и о, очень близки и требуется выделить низ- 
кую частоту, расположенную около нуля. Такая задача часто встречается 
в измерительной технике (метод «нулевых биений»). В этом случае нагрузка 
должна быть такой же, как при амплитудном детектировании, т. е. состоять 
из параллельного соединения Ё и С, обеспечивающего отфильтровывание 
(подавление) высоких частот о, и о. и выделение разностной частоты |®ю. — 
— 0]. Если разностная частота |0, — ®.| лежит в диапазоне высоких час- 
тот, то для ее выделения следует применить резонансную колебательную 
цепь (рие. 8.42). Если полезной, подлежащей выделению является суммар- 
ная частота ®. + о., то контур соответственно должен быть настроен на 
частоту ор = ою, + 0. 

Обычно полоса пропускания колебательной цепи, являющейся на- 
грузкой преобразователя, рассчитана на ширину спектра модулированного 
колебания. При этом все составляющие тока с частотами, близкими к |о, + 
+ «,.], проходят через контур равномерно и структура сигнала на выходе 
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о-о ып Өр-ог+ тах Өг 99+ піп 60+ Опа 


Е а) | 
о 
Өг-Ф©тот ©г- Өтіп 5) ти тах г 
Рис. 8.42. Схема заме- Рис. 8.43. Спектр сигнала на входе и выходе 
щения преобразователя преобразователя: 
частоты а) при @я№ юг; б) при юз ог 


совпадает со структурой сигнала на входе. Единственное отличие заключа- 
ется в том, что частота на выходе равна о, (1) -- Фо, или о, () — о,, смот- 
ря по тому какова резонансная частота нагрузочной цепи. 

Итак, при преобразовании частоты законы изменения амплитуды 
Е, (#), частоты о, (Ў) и фазы { о, (7) 4Ё входного колебания переносятся на 
выходное колебание. В этом смысле рассматриваемое преобразование сигнала 
является линейным, а устройство — линейным преобразователем или «сме- 
сителем». 

В заключение следует отметить, что при выделении разностной часто- 
ты структура сигнала сохраняется лишь в том случае, когда о, (1 > о,. 
Если же в, (Й < о, то спектр сигнала «переворачивается». 

На рис. 8.43, а изображена спектральная диаграмма сигнала на входе 
и выходе преобразователя для случая, когда все частоты, входящие в спектр 
входного колебания, выше частоты гетеродина Фр. Преобразованный спектр, 
сдвинутый на величину о, влево, имеет такую же структуру, что и исход: 
ный спектр. В преобразованном спектре при о, > о, (1) (рис. 8.43, 6) 
«тах И Оһ Меняются местами. 

При преобразовании частоты обычного АМ колебания, спектр которого 
состоит из двух симметричных относительно о, боковых полос, переворачи- 
вание спектра внешне никак не проявляется; просто верхняя и нижняя боко- 
вые полосы меняются местами. Преобразование же ЧМ колебания, мгно- 
венная частота которого о; = о, + Ао (1, при о. 2 о, (№ приводит к 
изменению мгновенной частоты выходного сигнала по закону |о, (і) — 
— ©, | == о. — о, — Ао (0), т. е. к изменению знака перед отклонением 
частоты Ах (В. 

Из приведенных примеров ясно, что переворачивание спектра при пре- 
образовании частоты необходимо принимать во внимание только в тех слу- 
чаях, когда спектр сигнала несимметричен относительно своей центральной 
частоты (при ЧМ асимметрия заключается в том, что знаки перед нижними 
боковыми частотами 0, — 152 при нечетных я отрицательны, см. $ 36). 

При преобразовании частоты сигнала с несимметричным спектром для 
сохранения структуры спектра частота гетеродина должна быть ниже час- 
тот сигнала. 


8.12. СИНХРОННОЕ ДЕТЕКТИРОВАНИЕ 


Рассмотрим особый вид преобразования, который получается при часто- 
те гетеродина, равной частоте сигнала. Полагая в выражении (8.74) о, = 
= фо, и рассматривая сначала немодулированное входное колебание (Е, = 


Ео), получаем 
Г(И =а Е, Е, [с0$ (2%, 7+ 0, + Ө.) + соз (0, —6,)1. (8.75) 


254 


Как видим, в частном случае ®, = ю, колебание с нижней комбинаци - 
онной частотой вырождается в постоянный ток 


0 = а Е, соѕ (0, — 0,) Ех. (8.76) 


При Ө, — 0, == 0 или л ток || достигает максимума, при Ө, — 0, = 
== л/2 ток {у = 0. 

При включении на выходе преобразователя фильтра нижних частот ко- 
лебание с частотой 20, подавляется и на выходе фильтра остается одно лишь 
постоянное напряжение, пропорциональное току {,. 

При наличии АМ, когда е, (1) = Е, (1) соѕ (0, -- 0,), колебание на вы- 
ходе будет пропорционально току: 


0 (0) =а, Е. соѕ (0, —0,) Ё, (0), (8.77) 


т. е. будет совпадать по форме с законом модуляции аплитуды высокочастот- 
ного колебания е, (1). 

Иными словами, на выходе преобразователя выделяется передаваемое 
сообщение, причем по отношению к входному колебанию при Е, (1 < Е, об- 
работка по существу является линейной. 

Основным преимуществом такого способа обработки, называемого си н- 
хронным детектированием, является повышенная избира- 
тельность радиоприема слабых сигналов на фоне шума (устраняется взаи- 
модействие сигнала с помехой в нелинейном устройстве, каковым является 
обычный амплитудный детектор). 

Следует, однако, отметить, что реализация принципа синхронного 
детектирования связана со значительными трудностями, так как обеспе- 
чение синхронизма частоты гетеродина с частотой принимаемого сигнала 
является сложной задачей, особенно при приеме слабых сигналов на фоне 
помех. 


8.13. ПОЛУЧЕНИЕ АМПЛИТУДНО- 
МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЙ 


В $8.4 указывалось, что при воздействии на нелинейный резистивный 
элемент с квадратичной характеристикой двух гармонических колебаний с 
частотами ® и ®,, отвечающими условию ®, < ®., в спектре тока среди 
других спектральных составляющих можно выделить три частоты о, о, + 
+ оу и оз — 0, образующие спектр АМ колебания. 

В генераторах и передатчиках серьезным требованием является полу- 
чение большой мощности колебания при хорошем КПД. Ясно, что квадра- 
тичный режим работы нелинейного элемента этому требованию не отвечает. 
Для улучшения энергетических показателей модуляции резистивный нели- 
нейный элемент должен работать в существенно нелинейном режиме, с от- 
сечкой тока. Поэтому модуляция амплитуды высокочастотного колебания 
сводится к воздействию модулирующим напряжением на нелинейный резо- 
нансный усилитель. Структурная схема устройства для получения АМ коле- 
баний представлена на рис. 8.44. 

На вход нелинейного резонансного усилителя, работающего с отсечкой 
тока, подается несущее колебание с частотой оо от независимого источника 
(автогенератора). Модулирующее колебание (сообщение) $ (1), спектр кото- 
рого расположен в области частот, низких по сравнению с о,, изменяет по- 
ложение рабочей точки на вольт-амперной характеристике нелинейного 
элемента и в результате изменяется амплитуда на выходе. 

Одна из возможных схем подачи модулирующего колебания $ (#) на резо- 
нансный (транзисторный) усилитель показана на рис. 8.45. Конденсатор С; 
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колебание 
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Рис. 8.44. Структурная схема устройст- 
ва для получения АМ колебания 


Рис. 8.45. Принципиальная схема к . 
рис. 8.44 -> $, Ед 


в цепи база — эмиттер защищает низкочастотную цепь от токов высокой 
частоты. 

Режим работы нелинейного усилителя при модуляции поясняется 
рис. 8.46, а, построенным для тональной АМ (5 (7) — гармоническая функ- 
ция с частотой ©). 

Так как ток коллектора ѓ, = Ві, то амплитуда напряжения на колеба- 
тельном контуре, создаваемого первой гармоникой коллекторного тока, 


О, == Г л Ск р я ВГ ол 2 акр: 


От рассмотренного в $ 8.3 рис. 8.10 отличие заключается в зависимости 
амплитуды импульсов тока /„ (рис. 8.46, 6) от модулирую щего напряжения 
ёо (1). Это приводит к изменению амплитуды первой гармон ики коллектор- 
ного тока и, следовательно, к изменению амплитуды напряжения на коле- 
бательном контуре усилителя. Модулированный по амплитуде ток основной 
частоты в, показан на рис. 8.46, в. Штриховой линией обозначено изменение 
Га — амплитуды первой гармоники тока. 

При правильном выборе амплитуды модулирующего напряжения изме- 
нение амплитуды импульсов А/м„ относительно исходного значения /то 
связано с ер линейным соотношением 


АГ и =Рам е9, 
где Рам — постоянный коэффициент. 
Поэтому огибающая импульсов изменяется по закону 


Ги = Гло + Кам во (1), 


Рис. 8.46. Режим работы нелинейного резонансного усилителя при АМ 


256 


а змплнтуда первой гармоники коллекторного тока — по закону 
Га = од (0) Ги = оц (0) [Г то + Кам ёо (2)]. 


Так как изменение ед (№ во времени (при постоянной амплитуде Е высо- 
кочастотного колебания) сопровождается изменением угла отсечки 6 и со- 
ответственно коэффициента ©, (9), то форма функции Г»: (й) отличается от 
формы ер (Ё}. Отсюда видно, что при модуляции смещением неизбежны иска- 
жения передаваемого сообщения. Искажения могут быть достаточно малыми 
при правильном выборе пределов изменения угла отсечки и работе с не слиш- 
ком глубокой АМ (40—50 %). 


8.14. РЕЗОНАНС В КОЛЕБАТЕЛЬНОМ КОНТУРЕ 
С НЕЛИНЕЙНОЙ ЕМКОСТЬЮ 


Широкое распространение получили электронные способы управления 
резонансной частотой колебательной системы с помощью варикапа, подклю- 
чаемого к основной емкости контура. 

Рассмотрим некоторые особенности резонансных явлений в контуре, у 
которого ги Г, линейные (и постоянные) элементы, а С = С (ис) — нелиней- 
ная, зависящая от напряжения емкость. В контур включен источник гармо- 
нической ЭДС е (#) = Е соѕоѓ; амплитуда Е поддерживается неизменной, а 
частота ® медленно изменяется, как это обычно делается при снятии резо- 
нансной характеристики контура. 

Исходим из дифференциального уравнения 


1 2. и-+щ =Е со @Ё. (8.78) 


Переходя от тока { к заряду 4 и учитывая, что { = 44/4, а напряжение 
на емкости ис = 4 /С (ис), переписываем уравнение (8.78) в форме 


429 1 ; 
та г г ее 1С(ис) 9 р 69% 9. 


Заметим, что нелинейная емкость С (ис) является функцией ид. Поэтому 


слагаемое 2) Я можно представить в виде нелинейной функции / (9), а 


105 
диРреренциальное Уравнение можно записать в виде 
2 49а 29. =: а = = соз оѓ, (8.79) 
где @ == //91.. 


1 
ГС т 
= 069, где С, = 1/01. Поэтому функцию } (4) удобно аппроксимировать 
выражением 


Р (9) = 94-53 9, (8.80) 


где фз — параметр, учитывающий нелинейность вольт-кулонной характери- 
стики конденсатора при больших амплитудах. 

Выбор такой аппроксимации, значительно упрощающей анализ нелиней- 
ного уравнения, не снижает существенно общности выводов (по крайней 
мере, качественных). 

Подставляя С 80) в (8.79), приходим к уравнению 


ла оны = Роны, ва) 


В отсутствие нелинейности функция } (4) должна обращаться в 
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Нас интересует амплитуда заряда д (1) при заданной частоте о в уста- 
новившемся режиме. Поэтому задача сводится к отысканию периодического 
решения уравнения (8.81). Следует, однако, иметь в виду, что благодаря не- 
линейному характеру этого уравнения возможны периодические решения как 
с частотой внешней силы @, так и с частотами по (гармоники) или о/л 
(субгармоники); п — любое целое положительное число. 

Если затухание контура © мало (добротность велика), а резонансная час- 
тота Ф, близка к частоте внешней силы, то в первом приближении решение 
уравнения (8.81) можно искать в виде гармонического колебания 


(0) = Асоѕ (0 — $), (8.82) 


где А и ф — подлежащие определению амплитуда и фаза (постоянные) заря- 
да. 
Подстановка (8.82) в (8.81) приводит к следующим двум уравнениям: 
(—0 А + ® А- 3/4 6: АЗ) соѕ ф-+ 2а0А ѕіп ф=ЕШ, (8.83) 
(—0? А+ 98 А + 3/46: 43) ѕіп ф — 200 А соѕ ф= 0. (8.84) 


Слагаемое с частотой Зо было отброшено вследствие высокой избира- 
тельности контура. 

Исключая далее из уравнений (8.83), (8.84) фазу [поскольку нас интере- 
сует зависимость А (о), приходим к выражению 


(—0 А + 06 А + 3/4 В А3)? - 402 о? А2 = ЕЗ/[л. (8.85) 


содержащему искомую зависимость между амплитудой А и частотой ® при 
заданных @о о и Ё. 

Прямое решение этого уравнения относительно А затруднительно, так 
как искомая амплитуда входит в него в шестой степени. Поэтому можно 
поступить следующим образом: задаваясь амплитудой А, находим соответ- 
ствующую частоту внешней силы о, после чего строим график функции А (о), 
откладывая о на оси абсцисс, а А на оси ординат. 

Имея в виду такую последовательность вычислений, решаем уравнение 
(8.85) относительно в: 


60? = 08 — (2? --3/. 6. А?) ИЕА? [2 —4а? о? + 202 (202— 3/,6, АЗ), 
(8.86) 


Заметим, что при 6; 0, а также при очень малых А, т. е. когда нелиней- 
ность контура не проявляется, уравнение (8.85) приводит к обычному реше- 
нию для амплитуды 4А: 


А= ЕҚІ (02 — 0%) - 402 в). (8.87) 


С увеличением |р ;| характер резонансных кривых А (о) изменяется. В 
зависимости от амплитуды внешней ЭДС Е уравнение (8.86) определяет се- 
мейство кривых, изображенных на рис. 8.47. Амплитудные кривые «запро- 
кидываются», и тем сильнее, чем больше Е. 

Это явление можно объяснить изменением среднего значения нелинейной 
емкости в зависимости от А. Действительно, из аппроксимации (8.80) вы- 
текает следующее выражение: 


_ _ МБ —_ Бзд? 
С) ья т (+ 


Подставив (8.82), получим (при ф=0 и || 42/05 < 1) 
С (ис) = Со (1 — в созо), 


00 
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Ех>Е, ЁргЕ; 
Е 
0 60 7) 
Рис. 8.47. Резонансные кривые контура Рис. 8.48. Двузначность АЧХ колеба- 
с нелинейной емкостью (при ёз2>0) тельного контура с нелинейной емко- 


Стью 


В результате усреднения правой части по времени 


— Ь.А? 
Сид) =, | 2). 
о 


С увеличением А средняя емкость уменьшается (при бз >> 0) и соот- 
ветственно увеличивается резонансная частота контура. При постепенном 
повышении частоты ЭДС, при приближении ® к ©. (участок 1—2 на 
рис. 8.48) из-за увеличения А резонансная частота «уходит» от о, чем и 
объясняется сдвиг максимума вправо. В точке /, в которой касательная к 
кривой А (о) вертикальна, А (®) скачком переходит на нижнюю ветвь кри- 
вой. При понижении частоты ® наблюдается аналогичная картина, только 
в обратном порядке: скачок в сторону увеличения амплитуды наблюдается в 
точке 11 после монотонного изменения амплитуды на участке 4. 

Таким образом, в области о >> о, (для 6 >> 0) имеется участок 2—3, на 
котором функция А (о) двузначна. Это указывает на существование не- 
устойчивости одного из состояний системы. Явление, подобное описанному, 
имеет место и при других формах нелинейной зависимости С (ис). Различие, 
лишь в количественных соотношениях. 

Для варикапа 6. <0 и С (ис) > С,. Поэтому резонансные кривые 
в отличие от рис. 8.47 наклонены в сторону нижних частот. Если 
контур настроен на частоту, близкую к оо = о/п, где п — целое число, то 
создаются условия, благоприятные для выделения субгармоник. Подобный 
прием иногда используется для осуществления деления частоты. 

В тех случаях, когда требуется по возможности точно определить ампли- 
туду и фазу периодического решения нелинейного уравнения (8.82) с учетом 
гармоник и субгармоник, применяются различные методы анализа, основан- 
ные на принципе последовательного приближения. 


8.15. ВОЗДЕЙСТВИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО 
СИГНАЛА НА НЕЛИНЕЙНУЮ ЕМКОСТЬ. 
УМНОЖИТЕЛЬ ЧАСТОТЫ НА ВАРАКТОРЕ 


Некоторые преобразования сигналов, рассмотренные в $ 8.3—8.6, можно 
осуществить с помощью реактивных нелинейных элементов, ` например осно- 
ванных на нелинейной емкости р—п-перехода полупроводникового диода. 
Общее название подобных приборов —варикап. Варикап, предназна- 
ченный для работы в диапазоне СВЧ, называют варактором. Он вы- 
деляет значительную мощность в режиме умножения частоты. 

При гармоническом воздействии е (#) в цепи с емкостью Съ, возникает 
ток ід (2, содержащий гармоники с частотами п®:, что позволяет осущест- 
влять умножение частоты. 


259 


Метод анализа спектра тока і, ({) аналогичен методу, использованному 
в $8.3. В данном случае в основу анализа можно положить нелинейную 
вольт-кулонную характеристику варактора 


9 = 9,4-6, е6, е? +... 4-0, е, (8.88) 
где р, = С, определяется выражением (8.4); 
1. р] 9 1. 4 д 
= = (0 9140), в, == | ).-. (8.89) 


Применяя выражение (8.2) к ряду (8.88), находим ток через нелинейную 
емкость 


. = 09 949 4 р „де ор. е 
ід (0 а а а РР 1406 аі т 
ае В 1 ае 
1 365е2——— +... + Ае =. (8.90) 


Рассмотрим структуру первых трех слагаемых этого ряда при е (1) = 
== Е соѕ (017 4-0) = ЕЁ со, (2). 
Первое слагаемое 


1 = == — С, 0] Е ѕіП Ф, (2) = —(С5 ©. Е іп (ө; #4 9) 


соответствует току частоты ®, через обычную линейную емкость Съ. 
Второе слагаемое 


2,52. =, Е соѕ ф (0) [— в, Е ѕіп 4, (0) = —6, ® Ез ѕіп (2 0,7 4-20.) 
(8.91) 
вносит в спектр тока і, (7) составляющую с частотой 20; и амплитудой 
Гоз == р. Е*. 
Третье слагаемое 


ЗВ, в = — 35, Ез соз? р, (0) [—в, Е ѕіп тр, (21 


приводится к виду 


Заа [іп (0, #4 9,) —ѕіп (Зо, 14-303). (8.92) 


Из приведенных соотношений видна закономерность образования спек- 
тра тока і. (2) при гармоническом воздействии. Как и для цепи с безынерци- 
онным резистивным элементом, слагаемые ряда (8.90) с четными степенями 
привносят четные гармоники, а слагаемые с нечетными степенями — нечет- 
ные гармоники. Наивысший порядок гармоник равен степени полинома К, 
аппроксимирующего вольт-кулонную характеристику. Постоянная состав- 
ляющая в спектре тока отсутствует. 

Функциональная схема умножителя частоты на варакторе представле- 
на на рис. 8.49, а. Сопротивление полупроводникового материала и актив- 
ная проводимость, шунтирующая нелинейную емкость варактора, этой схе- 
мой не учитываются, 

Для частоты п-й гармоники тока д (1) сопротивление нагрузки равно 
К, а для всех остальных частот сопротивление можно считать пренебрежи- 
мо малым (при достаточно высокой добротности контура). 
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Рис. 8.49. Умножение частоты с помощью варактора: 
а) последовательная, б) параллельная схемы замещения 


Напряжение на контуре в соответствии с (8.91), (8.92) можно записать в 


форме 
иһ (0) =1, В ѕіп (по, Е пб,) = (О, ѕіп (по, Е пб,), (8.93) 


где /, — амплитуда п-й гармоники тока Її, (1. 

Введение нагрузочного контура, поглощающего мощность, изменяет 
структуру спектра тока Г; (1), определяемого в холостом режиме выраже- 
нием (8.90). Для определения структуры спектра в режиме нагрузки необ- 
ходимо учесть взаимодействие на нелинейной емкости двух напряжений: 
е (1) и и, (2). С этой целью в исходном выражении (8.90) е ({) должно быть 
дополнено слагаемым и, (#). Выполнив затем преобразования, аналогичные 
(8.91), (8.92), найдем все спектральные составляющие тока і, (В. 

‘Для дальнейшего анализа последовательную схему замещения 
(см. рис. 8.49, а) целесообразно преобразовать в параллельную схему 
(см. рис. 8.49, 6). В параллельной схеме замещения для каждой из спек- 
тральных составляющих тока іһ, (#) предусмотрена отдельная ветвь с филь- 
тром, пропускающим (без ослабления) только одну из гармоник. Напряже- 
ние генератора е (2), как и в схеме рис. 8.49, а, оказывается приложенным не- 
посредственно к Сил, а токи с частотами 20}, Зо}, ..., обусловленные нелиней- 
ностью Съ, замыкаются во внешней цепи, не создавая никакой нагрузки 
для генератора с частотой оу. Исключение составляет лишь ветвь, содержа- 
щая нагрузочный контур. Падение напряжения, создаваемое и-й гармони- 
кой тока на контуре, прикладывается к С, последовательно с е (2). 

Проиллюстрируем определение спектральных составляющих тока и 
энергетических соотношений в схеме умножителя на примере удвоения ча- 
стоты. Для выявления принципиальной стороны вопроса облегчим задачу 
допущением, что вольт-кулонная характеристика варактора в пределах ис- 
пользуемого участка удовлетворительно аппроксимируется полиномом вто- 
рой степени. Тогда амплитуда тока второй гармоники /, определяется лишь 
квадратичным членом ряда (8.88). , | 

Подставив в (8.91) вместо е (?) суммуе (7) - и, (1 = Е соѕ \, (0) + О, х 
х ѕіп Ф (1, после несложных григонометрических преобразований получим 


20, [е (р + и, (01е (Ви, (09| = -— 6 о Е эт (20; #+ 20) + 
-- 6, ®, ЕЦ, соѕ (о; Е 0,) 36. о, ЕЦ, соз (Зо, Е 30,) — 
—9Ь, о, 08 ѕіп (40; #-- 40). (8.94) 


Токи с частотами Зо; и 40;, замыкающиеся через «пустые» ветви схемы 
замещения, не выделяют мощности и могут не приниматься во внимание. 
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Первое слагаемое в правой части (8.94), совпадающее с (8.91), определяет 
ток в ветви, содержащей нагрузочный контур с резонансной частотой ®р == 
= 20;. Амплитуда этого тока 


Гоо = 6. в: Е?, (8.95) 
а мощность, выделяемая в сопротивлении Ю, 
1%, Р 2 
Рз = 62 = 01 рар, (8.96) 


Второе слагаемое в правой части (8.94) определяет ток основной частоты 
‚ нагружающий генератор е (1). Амплитуда этого тока с учетом (8.95) 


Гы == 6, в, ЕО, =, ®, ЕГ В = 68 ої? Ез Р. (8.97 


©. 


Следовательно, мощность, отбираемая от генератора е (д), 


Е Ьо? Е* 
2 2 


Сопоставление выражений (8.96) и (8.98) показывает, что Р, = Р. 

Легко убедиться, что при увеличении амплитуды Ё входного колебания 
и связанном с этим возрастанием влияния членов ряда (8.88) с более высо- 
кими степенями структура спектра тока {,„ ({) усложнится, но соотношение 
между Ри и Ро. останется прежним. 

В равенстве Ре, = Ри, заключается принципиальное отличие умно- 
жителя частоты с энергоемким элементом С, от безынерционного умно- 
жителя на транзисторе, рассмотренного в $ 8.6. В транзисторном 
умножителе источник входного сигнала с частотой о; лишь управляет то- 
ком коллектора, энергия же колебания с частотой по; поставляется источ- 
ником постоянного тока в цепи коллектора. В варакторном умножителе 
единственным источником энергии является генератор частоты ®., который 
поставляет энергию в нелинейную емкость Снл, играющую роль накопителя, 
откуда энергия «перекачивается» в колебание с частотой по. При пренебре- 
жении потерями в варакторе КПД умножителя равен единице. В реальном 
устройстве с учетом потерь в сопротивлении самого варактора и в согласую- 
щих цепях КПД достигает 60—70 %. 

Различные варианты построения варакторных СВЧ умножителей ча- 
стоты, а также различные режимы их работы изучаются в курсе «Радиопере- 
дающие устройства». 


8.16. ВОЗДЕЙСТВИЕ ДВУХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
КОЛЕБАНИЙ НА ЦЕПЬ С НЕЛИНЕЙНЫМ 
ЭНЕРГОЕМКИМ ЭЛЕМЕНТОМ 


Рассмотрим энергетические соотношения в цепи, содержащей нелиней- 
ную емкость и колебательный контур, при входном воздействии в виде 


е (В + е (0) = Е; соѕ (о; + 0,) - Е, соѕ (®оё + 0,). 


Взаимодействие е (#} и е, (8) в нелинейной емкости Снл создает ток 
інд (Ё), спектр которого, как и при резистивном нелинейном элементе, со- 
держит частоты вида те, + по, (кроме постоянной составляющей). 

В данном параграфе нас будет интересовать выделение разностной ком- 
бинационной нцастоты ©з = ®, — ®,: при ®, >> ®;. Для выделения указан- 
ной частоты в схему включен колебательный контур с резонансной частотой 
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Рис. 8.50. Бигармоническое воздействие на цепь с нелинейной емкостью: 
а} последовательная, 6) параллельная схемы замещения 


®р = @0 — @1. Последовательная схема замещения цепи представлена на 
рис. 8.50, а, а параллельная — на рис. 8.50, 6. 

При достаточно высокой добротности на контуре создается падение на- 
пряжения 


из (0) = Оз соѕ (0, + Ө) = Г,2, (05) соѕ (оз + 0»), (8.99) 
где амплитуды тока Г, и напряжения (., а также фаза 9, подлежат опреде- 


лению. 
Резу льтирующее напряжение, приложенное к Сил, 


е (В = е, () + е (1 + е, (0) = Е, соѕ Ф, (В + Е, соѕ р, (0) + Е, х 
х соѕ №, (0), (8.100) 
где е, (1) = —и, (?) имеет смысл ЭДС, компенсирующей падение напряжения 
из (#1). Подставив (8.100) в выражение (8.90), придем к следующему результа- 
ту: ` 
Тл (В = — 6. [0 Е, ѕіп (0,24 0,) + ®, Е, ѕіп (о? -- 0,) + 
+ о Ёз зщ (в -- 05)|1— 6. {о Е, Е чп [®, Ё- (0; + 0. -- 
- ®, Е, Ё, зп [®, Ё- (6, —6,)] | ®. Е’ Е; ѕіп[о, Ё- (0, —0,)}}. (8.101) 


При выводе этого выражения токи с частотами, отличными от @,, @1, 
И ®, = @0 — ©, которые замыкаются через пустые ветви (не содержащие 
нагрузочного контура), были опущены. 

Первые три тока (слагаемые с коэффициентом Ё;), сдвинутые по фазе на 
90° относительно соответствующих напряжений е; (№), ез (#1) и е, (#), не созда- 
ют расхода энергии (как и в обычном линейном конденсаторе без потерь). 

Токи же частот ®:, Ф; и Фо, обусловленные нелинейностью вольт-ку- 
лонной харатеристики реактивного элемента, создают мощности Ри, Роз 
и Р.о, которые нетрудно определить следующими! выражениями: 


1 При прохождении тока йо (2) = —6,0,Е,Е, ѕіп [в -- (0, — 6,)], определяе- 
мого последним слагаемым выражения (5:101), через контур г. (&.) получается падение 
напряжения и, (#) = —Р,0,Ё,Е,г, (о,) ѕіп [Ф.Ё- (6, — 0) + $... 

Сопоставление этого выражения с (8.99) приводит к равенству 0, == 0, — 0, — 
— 71/2 + ф;, откуда вытекают следующие формулы для токов: 


іол (1) = — 6 © Въ Е, соѕ (04-0, —Ф,), 
оо (0) == — 65 ©з Ес Е, соѕ (оз 0 — Ф), 
іо (0 = 0 оо Ё, Ез соз (00-0 Ф). 


Все три тока сдвинуты относительно соответствующих ЭДС е (#), ез (#) н ец (#) на угол 
Ф, что и определяет средиие мощности. 
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Рь, — — 1/5 0, 6 Е, Е, Е,соѕ Ф, Ро, = —1/. р, > Е; Е, Е, сОоѕ Ф,, 
(8.102) 
Роу = 1/5690, Е, Е.Е, соѕ ф,. 


В этих выражениях ф, — аргумент комплексного сопротивления 2, (ѓо,). 
При малых расстройках контура соѕ ф, близок е единице. 

Смысл отрицательных мощностей Ре и Рз заключается в том, что со- 
ответствующие источники на частотах &, и Ф, не отдают, а потребляют энер- 
гию. Положительное же значение Ре. указывает на то, что источник е, (й) 
отдает энергию во внешнюю цепь. 

Суммарная мощность, выделяемая в нелинейном реактивном элементе, 


Р.о -Рь + Рог = 1/5 (о 0 — о) Е; Е, Ес соѕ Фф, = 0, (8.103) 


поскольку ®, == ®, -- ®›. Этот результат находится в полном соответствии 
с принятым допущением отсутствия потерь в емкости. 

Итак, в цепи, содержащей энергоемкий нелинейный элемент, возможна 
перекачка энергии от одного генератора к другому. Это указывает на воз- 
можность осуществления пребразования частоты сигнала одновременно с 
«накачкой» энергией от вспомогательного генератора. 

Из выражений (8.102) вытекают следующие пропорции: 


Ще 290. (8.104) 


8.17. ТЕОРЕМА МЭНЛИ—РОУ 


Важные соотношения (8.104), выведенные для квадратичной вольт- 
кулонной характеристики, можно распространить и на более сильную нели- 
нейность, когда в спектре тока, протекающего через нелинейную емкость 
Сыл, существует большее число составляющих с частотами вида Ф, „ = 
= то, | по, (т и п — целые числа, которые в отличие от $ 8.4 могут при- 
нимать как положительные, так и отрицательные значения. При этом со- 
храняется условие |т|- |п| <А, где Ё — степень полинома, аппроксими- 
рующего нелинейную характеристику). 

Известна теорема Мэнли-—-Роу, устанавливающая энергетические со: 
отношения в спектре колебания в цепи, содержащей реактивную нелиней- 
ность (емкость или индуктивность) при произвольном порядке нелинейности 
и произвольном числе генераторов. 

Модель цепи, используемая при выводе теоремы Мэнли—Роу, представ- 
лена на рис. 8.50, 6 (для двух генераторов). Число параллельных ветвей рав- 
но числу составляющих в спектре тока, протекающего через Сьл. Каждая 
ветвь содержит идеальный фильтр, пропускающий только колебание с соот- 
ветствующей частотой. Идеальный фильтр можно представлять в виде после- 


довательного соединения элементов 1, и С, отвечающих условию 1// ГС = 
= то; | поо. «Пустые» ветви, не содержащие сопротивлений 2, замыка- 
ют накоротко внешнюю цепь конденсатора Съ, для токов соответствующей 
частоты. Таким образом, на Снл воздействуют помимо напряжений генера- 
торов только напряжения, создаваемые токами комбинационных частот в со: 
ответствующих нагруженных ветвях. 

Замечаем, что при включении 2 только в одну ветвь, соответствующую 
частоте &, — в, = ®, (при т = —1, п = 1), получается модель цепи, эк- 
вивалентная ранее рассмотренной последовательной схеме с двумя генера- 
торами и одним сопротивлением 2, (1%,) (см. рис. 8.50, а). 
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Прежде чем давать общую формулировку теоремы, выведем уравнения 
Мэнли—Роу для случая, когда нагружена всего лишь одна ветвь, содержа- 
щая фильтр, пропускающий частоту {ип = тр - п. 

Основываясь на законе сохранения энергии, исходим из условия, что 
сумма средних мощностей, поступающих в элемент Съ, и отбираемых от не- 
го, равна нулю (конденсатор С„„ свободен от потерь): 


Р + Р.-+ Ри =0. (8.105) 
Приведенное ранее выражение (8.103) иллюстрирует это равенство. 


Выразим мощности Ро, Р; и Ри через энергию, выделяемую за один пе- 
риод соответственно То, Ту и Т, „: 


Э Э Эт, п 
Р = = |» Ру= = = 91}, И Рт.п = =. = Э„ п (тһ + пр). 


0 1 т, П 


Тогда равенство (8.105) можно записать в форме 
Зо [о +3, +9,,һ (тр и) = (Э; + т, һ) +} (93-19, ,һ) = 0 


Поскольку частоты ў, и р, могут принимать любые значения, то это ра- 
венство возможно, только если каждое слагаемое равно нулю по отдельно- 
сти: 


Д + т, =0, 9, +л9,.,п = 0. 


Переходя от энергии к мощности, получаем 


_Рь. ТРт,п Рі. тРт п 
| т} 4 по Ф то +- По 
Ро, арыт _ Ро пРан 0 
ро тһ + п Ор то поо | 


В общем-случае при произвольном числе нагруженных ветвей приведен- 
ные уравнения должны быть просуммированы по всем возможным при задан- 
ной нелинейности значениям т и п, что приводит к общей формулировке тео- 
ремы Мэнли—Роу: 

оо ос 
У У _"РЁтп__ ХУ У "тп 0, (8.106) 

„а 0н тө) — Ло о і = та: поо 
где ®у и Фо — частоты генераторов, возбуждающих систему; Рип — мощ- 
ность колебания частоты то, -- по,; целые числа т и п определяют порядок 
комбинационного колебания. 

Выражения (8.106) можно распространить на любые реактивности — 
емкостные и индуктивные — при условии отсутствия гистерезиса. 

При рассмотрении систем с нелинейностью второго порядка вычисле- 
ние сумм в (8.106) не связано с какими-либо трудностями. 

Поясним применение выражений (8.106) на примере рассмотренной ра- 
нее цепи (см. рис. 8.50, а), возбуждаемой двумя генераторами на частотах 
Фу И Фо. Кроме этих частот на пассивном элементе 4, (0,) создается одно 
комбинационное колебание с резонасной частотой ®. == @„ — ®. 

В соответствии с обозначениями выражений (8.106) частоту о; следует 
рассматривать как значение знаменателя то; + по, при т = 1 ип = 0, 


а мощность на этой частоте Рь, = Р, о. Частоте о, соответствуют индексы 
суммирования т = 0, и = 1 и мощность Ре, = Роз. Наконец, частоте 
05 = ®, — в, соответствуют индексы т = —1, л = | и мощность Ро, = 
= Ро, == Р_1 1. 
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Тогда внутреняя сумма в первом равенстве (8.106) дает 


1 
р> __тРт,п п тРт, 1 + тР п, о тРад 
4 тоу то, поо. то — Фо то, 0:00 то: 00 


и, + Рт,о + ТРт,1 
то: — Оу 1 то Фе 


Суммируя полученное выражение по т, получаем первое равенство 
(8.106) 


У ее фто р "Рта = (0—23 0) 


о 10—90 ©} тој | о 07 


+( Р:,-—1 + Р.о + Ру, )= Ру, + Р.о = 0), 


©, — 00 0} оу -- © 
(Слагаемые, содержащие Р, о и Р; ; отброшены.) Таким образом, 
Рә, /[— (@® —061)] + Ре, /®. = 0 
или 
Ро, —в, /(@, — ®1) = Ро,/® = Ро, /@. 
Аналогичным образом второе равенство в (8.106) дает 
Ро, /®. = — Ри, 100. 
Итак, получаем пропорции 
Ре, / 1 = Ро,/®. = — Ро,/®, 


совпадающие с выражением (8.104). 

Из проведенного анализа видно, что с помощью нелинейной емкости 
можно осуществить преобразование спектра, сопровождающееся перекач- 
кой энергии из одного источника в другой. Так, если о; — частота прини- 
маемого сигнала, а о, — частота гетеродина, то можно выделить комбина- 
ционную частоту 0, = ®, — ®; с одновременным усилением мощности ко- 
лебания на этой частоте. Напомним, что при использовании резистивного 
нелинейного элемента преобразование частоты сигнала (см. 58.1) не со- 
провождается перекачкой энергии от гетеродина. 

Приведенные выше соотношения будут использованы в $ 10.7 при ана- 
лизе работы параметрического усилителя. 


8.18. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ ПО ЗАДАННОМУ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ 


В предыдущих параграфах настоящей главы изучалось воздействие 
сигналов на нелинейные элементы — безынерционные или энергоемкие — 
с последующим выделением полезных спектральных составляющих с по- 
мощью избирательной линейной цепи (см. функциональные схемы на 
рис. 8.13 и 8.14). В ряде задач желательно проведение прямого анализа, 
основанного на интегрировании уравнения цепи, содержащей нелинейный 
элемент. 

Математическое уравнение, описывающее систему, моделируется на 
ЭВМ — аналоговой или цифровой. Сначала строится аналоговая структур- 
ная схема моделирования. Дискретизацией сигнала и дифференциального 
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Га 
Рис. 8.51. Линейный че- Рис. 8.52. Структурная схема моделирования уравне- 
тырехполюсник ния (8.109) 


уравнения системы результаты аналогового моделирования нетрудно за- 
тем преобразовать в алгоритм моделирования на цифровой ЭВМ. 

Моделирование дифференциального уравнения проиллюстрируем сна- 
чала на примере линейной цепи, показанной на рис. 8.51. Напряжение (в опе- 
раторной форме) на выходе цепи 


а Ср _ Е (р) , 
Оф) = Е (р) І1р+ + Ср Ср? 4-еСр 4 1 


Перепишем это выражение в форме 
Е (р) = Ср?О (р) + СрО (р) НИ (р). (8.107) 


Учитывая, что умножение С (р) на р эквивалентно дифференцированию 
и (1, а умножение на р? эквивалентно двухкратному дифференцированию, 
приходим к следующему дифференциальному уравнению: 


еси +В ки (0) = _Си гии. (8.108) 


Решим это уравнение относительно наивысшей производной: 
Си =е—гСи—и. (8.109) 


Уравнению (8.109) соответствует схема на рис. 8.52. Основными эле“ 
ментами этой схемы являются интеграторы на операционных усилителях, 


сумматоры и умножители на число. Выходы интеграторов и и и характери- 
зуют состояние системы в рассматриваемый момент времени Ёс учетом на- 
чальных условий, т. е. состояния в момент времени &, а также с учетом дей- 
ствия входного сигнала на интервале от {, до {. В этом смысле выходы интег- 


раторов и и и называют переменными состояния, а основанный 
на них способ интегрирования дифференциальных уравнений называют 
методом переменных состояния! (МПС). 

По существу, представленное на рис. 8.52 устройство, основанное на 
применении интеграторов, решает заданное дифференциальное уравнение 
(8.108) и определяет реакцию цепи (см. рис. 8.51) на воздействие е (№. 

Принцип построения схемы, описанный выше, можно применить и для 
моделирования нелинейной системы. В качестве иллюстрации построим 


1 Этот метод получил особенно широкое распространение при анализе линейных 
систем со многими входами и выходами, когда эффективно применение матричного ис- 
числения и векторного анализа для операций с большим числом переменных, входя- 
щих в исследуемые задачи [8]. 

В данном случае нас будет интересовать применение МПС к нелинейным задачам. 
[См. Деруссо П., Рой Р., Клоуз Ч. Пространство состояний в теории управления: 
Пер. с англ. — М.: Наука, 1970.] 


267 


схему, соответствующую нелинейному дифференциальному уравнению 
(8.81), которое запишем в форме 


(= соѕ оѓ — 2000 — 0$ 9 4 6, 9°. (8.110) 


Схема представлена на рис. 8.53. Дополнительно к двум интеграторам 
и сумматору потребовался функциональный блок. осуществляющий опера- 
цию возведения в куб функции д (2). 

Определение реакции нелинейных цепей на заданное воздействие реше- 
нием дифференциального уравнения требует, как правило, больших вычис- 
лительных затрат. Задача упрощается, если рассматриваемая нелинейная 
система допускает дискретное представление процессов, происходящих 
в отдельных ее элементах, как линейных, так и нелинейных. Такое положе- 
ние имеет место, в частности, если нелинейные элементы являются безынер- 
ционными. В подобных случаях открывается путь к эффективному цифрово- 
му моделированию. 

Покажем это на примере моделирования простого амплитудного детек- 
тора (см. рис. 8.24). Вольт-амперную характеристику диода представим в ви- 
де нелинейной функции 


і = (и) = | (е —ивых), (8.111) 


где Ир = ё — изых — напряжение, действующее на диоде. 
Соотношение между токами в линейной части схемы определяется вы- 


ражениями 


Ёр (Ё) + іс (0) = і, (0), (0) = — аах). іс (0) = С зы» (1) 


откуда вытекает следующее нелинейное уравнение: 


Саа и (0 = е0) — Швых (0 


ИЛИ 


И | 
Сивых =} (е —Ивых) в Ивых: (8.112) 


Это уравнение моделируется аналоговой структурной схемой, представ- 
ленной на рис. 8.54. На выходе сумматора І образуется разность е--- Ивых, 
которая после нелинейного преобразования в диоде дает ток і, т. е. первое 
слагаемое в правой части (8.112). 

Нелинейное безынерционное преобразование (8.111) легко реализуется 
в ЭВМ. Функция # (из) может быть задана либо в виде таблицы (например, 
по экспериментальным данным), либо аналитически. В первом случае табли- 
ца должна храниться в памяти ЭВМ, во втором случае вычисление значений 

ід производится по программе, со- 
` ответствующей аналитическому вы- 
ражению. 

Переходя к дискретному мо- 
делированию, задаем шаг Т исходя 
из наивысшей частоты в спектре 
входного сигнала е (і), руковод- 
ствуясь правилами, изложенными 
в $ 2.17. 


Рис. 8.53. Структурная схема моделирова- Таким образом, входящие в 
ния уравнеиия (8.112) уравнение (8.112) величины е (1, 


Ёсове? 
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Ивых (Й и ід (1) должны быть заме- е-и, С 
нены соответственно, на е (тТ), „р Д / Г Д “вы 
Ивых (тТ) и і, (тТ). 

Для перехода от дифференци- 
ального уравнения (8.112) к экви- 
валентному ему разностному урав- 
нению воспользуемся соответствием 


Интегратор 
х 


Ивых (2) 


Чивых (0) _ вых (тТ) —ивых (77 —Т) Рис. 8.54. Структурная схема моделирова- 
а; Т '’ ния уравнения (8.112) 
(8.113) 


которое имеет смысл при условии достаточной малости 7. 
Тогда уравнение (8.112) принимает вид 


= ных (Т) шъ (т Т) = НебтТ)—и,ыз(тТ — 


| 


— — Ивых (тТ) 
К 
ИЛИ 
Т т 
Ивых (тТ) = ЕТ Кү [е (тТ) — Ивых (Т) + т И вых (тТ—Т) = 
= а КР е (тТ) —цвых (ТТУ + Б; ивых (тТ— Т), (8.114) 


где т = ВС", а, = Т/ (+ Т); № = т (т + Т). 


Уравнению (8.114) соответствует схема, представленная на рис. 8.55, а, 
а общая аналоговая схема (см. рис. 8.54) после перехода к дискретной обра- 
ботке принимает вид, показанный на рис. 8.55, 6. 

Из сопоставления аналоговой и дискретной схем следует, что звено с за- 
держкой Т в кольце обратной связи для разностного уравнения аналогично 
интегратору для дифференциального уравнения. Характеристики и свойства 
подобных устройств обсуждаются в $ 12.8. 

Моделирование рассматриваемой цепи целесообразно в тех случаях, 
когда аналитическое решение затруднительно или даже невозможно. По- 
добная ситуация имеет место, например, при детектировании относительно 
коротких радиоимпульсов, когда в пределах длительности импульса укла- 
дывается всего лишь несколько периодов высокочастотного заполнения 
и условие (8.56) оказывается невыполнимым (см. $ 8.9). 

Пусть, например, средняя частота заполнения ў, = 1/7, = 465 кГц 
(промежуточная частота в обычном радиоприемнике), а длительность им- 


Т е(т7) У (т7) іп?) І 


ћ|ейп7) ~ 
-Ивых (77) 


0) 


Рис. 8.55. Дискретный вариант схемы, представлениой иа рис. 8.54 


1 Постояниая времени т== РС, как правило, значительно больше периода высоко: 
частотного заполнения входного сигиала е (№), так что спектр выходного напряжения 
Ивых (Е) много уже спектра сигнала е (#). Следовательно, при значении 7, обеспечиваю- 
щем сохраиение информации, которая содержится как ве (1), так ив [е (/)], наверня- 
ка выполняется (8.113). 
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пульса ти == 10 мкс. Постоянная врем ени нагрузки детектора РС приравне- 
на длительности импульса: т == ти. 

Режим детектирования близок квадратичному (отсечка тока отсутствует), 
так что спектр тока і, приблизительно вдвое шире спектра входного сигнала 
е (#. Шаг дискретизации зададим Т == Т,/8 = 0,25 мкс (восемь отсчетов на 
один период Т, = 2 мкс). 

При указанных данных параметр т/7 == 10/0,25 == 40 и коэффициенты 
@ и Бу в выражении (8.114) будут: 


= Т/ (т Т) = 0,095, в, =“ (т 4 Т) = 0,975. 


Вычисление на ЭВМ по алгоритму (8.114) позволяет выявить форму сиг- 
нала на выходе детектора при любой форме огибающей импульса на входе, 
а также при любом законе угловой модуляции заполнения импульса. 


Глава 9. ГЕНЕРИРОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
КОЛЕБАНИЙ 


9.1. АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА 


Любой автогенератор представляет собой нелинейное устройство, преобра- 
зующее энергию питания в энергию колебаний. Независимо от схемы и наз- 
начения автогенератор должен иметь источник питания, усилитель и цепь 
обратной связи. Из приведенных в гл. 5 сведений следует, что обратная связь 
должна быть положительной. 

Настоящая глава в основном посвящена изучению явлений в автогене- 
раторах, используемых для получения высокочастотных гармонических 
колебаний. В качестве усилительных элементов в подобных генераторах 
используются транзисторы, электронные лампы и другие аналогичные при- 
боры, а в качестве цепей нагрузки — колебательные цепи с сосредоточен- 
ными или распределенными параметрами. 

Автогенератор, находящийся в стационарном режиме, представляет 
собой обычный нелинейный усилитель, для возбуждения которого исполь- 
зуются колебания, вырабатываемые в самом генераторе; колебания с выхода 
усилителя подаются на его вход по цепи обратной связи. Если амплитуда и 
фаза возбуждения отвечают определенным условиям, то в энергетическом 
отношении автогенератор ведет себя так же, как и генератор с внешним 
возбуждением. Однако генератор с самовозбуждением имеет существенные 
особенности. Частота и амплитуда автоколебания в стационарном режиме 
определяются только параметрами самого. генератора, между тем как в ге- 
нераторе с внешним возбуждением частота и амплитуда колебаний навязы- 
ваются возбудителем. Кроме того, в случае самовозбуждения большое зна- 
чение имеет механизм возникновения колебаний при запуске автогенератора. 

Все эти особенности можно выявить, рассматривая поведение автогене- 
ратора в процессе нарастания колебаний от момента запуска до 'полного ус- 
тановления стационарного состояния. Можно наметить следующую картину. 
В момент запуска в колебательной цепи автогенератора возникают свобод- 
ные колебания, обусловленные включением источни ков питания, замыканием 
цепей, электрическими флуктуациями и т. д. Благодаря положительной об- 
ратной связи эти первоначальные колебания усиливаются, причем на первом 
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Усилитель с ограничением амплитуды 


Рис. 9.1. Структурная схема автогенератора 


этапе, пока амплитуда мала, усиление практически линейно и цепь можно 
рассматривать как линейную. Энергетически процесс нарастания амплитуд 
объясняется тем, что за один период колебания усилитель передает в нагруз- 
ку энергию, большую той, которая расходуется в ней за это время. С ростом 
амплитуд начинает проявляться нелинейность устройства (кривизна вольт- 
амперной характеристики усилительного элемента) и усиление уменьшается. 
Нарастание амплитуд прекращается, когда усиление уменьшается до уровня, 
при котором только компенсируется затухание колебаний в нагрузке. При` 
этом энергия, отдаваемая усилителем за один период, оказывается равной 
энергии, расходуемой за это же время в нагрузке. 

Таким образом, на последнем этапе установления колебаний основную 
роль играет нелинейность цепи, без учета которой нельзя определить пара- 
метры стационарного режима автогенератора. 

Любой автогенератор высокочастотных колебаний в стационарном режи- 
ме можно представить в виде схемы, показанной на рис. 9.1 (о, обозначает 
частоту генерации). На этой схеме автогенератор изображен в виде сочетания 
трех четырехполюсников: одного нелинейного, безынерционного, и двух 
линейных. Нелинейный четырехполюсник соответствует усилительному эле- 
менту (транзистор, туннельный диод и т. д.), первый из линейных четырех- 
полюсников — колебательной цепи автогенератора, а второй — цепи об- 
ратной связи. Подобное представление автогенератора справедливо для 
систем с внешней обратной связью. 

В $ 9.8 будут рассмотрены примеры автогенераторов, механизм работы 
которых приводит к внутренней обратной связи, требующей несколько иной 
трактовки обобщенной схемы. 

Усилительный элемент совместно с избирательным четырехполюсником, 
обеспечивающим фильтрацию (подавление) высших гармоник, представляет 
собой обычный нелинейный усилитель, развивающий на выходе гармони- 
ческое напряжение. В общем случае усиление зависит как от частоты о, (из- 
за избирательности четырехполюсника), так и от амплитуды И, (из-за 
нелинейности усилительного элемента). Коэффициент усиления этого уст- 
ройства обозначим через К, (ѓо,, (1). Очевидно, что 


При фиксированной частоте о, К, является функцией только амплиту- 
ды 0}. 
Коэффициент передачи линейного четырехполюсника обратной связи, 


который в дальнейшем будем называть просто коэффициентом обратной 
связи, можно выразить через амплитуды О, и О,: 


Кос (іо) = 0/0. 
271 


Но напряжение Ф., снимаемое с выхода четырехполюсника обратнбй 
связи, есть’ одновременно напряжение О;, действующее на входе усилителя. 
Следовательно, 


Кос (іо) = 0/03. (9.1') 


Сравнивая это выражение с (9.1), приходим к выводу, что в стационар- 
ном режиме автогенератора (когда только и можно польздваться методом 
комплексных амплитуд) коэффициенты К, (1, 01) и К» (іо) являются 
взаимно обратными величинами: 


К, (г, №) Кое (ор) =1. 

Представим комплексные функции К, (іо, Л) и К» (і®,) в форме 
КУ (о, 0) = К, (о, (л) 9), Кое (йоз) = Кос (ор) ео). 

Тогда последнее равенство распадается на два условия: 

К, (о, 0.) Къ (0) = 1, (9.2) 
фу (0) + Фо (9) = 2ли. (9.3) 


Условие (9.2) называют условием баланса амплитуд: из него следует, 
что в стационарном режиме полное усиление на генерируемой частоте при 
обходе кольца обратной связи равно единице. 

Так как коэффициент передачи линейного четырехполюсника К» не 
зависит от амплитуды колебаний, то выражение (9.2) можно использовать 
для определения установившейся амплитуды колебания при заданном 
Кос. Именно когда Ку, уменьшаясь с ростом амплитуды (из-за нелинейности 
вольт-амперной характеристики усилительного элемента), достигает значе- 
ния 1/Ко, дальнейший рост амплитуды, как указывалось ранее, прекра- 
щается. Это поясняется рис. 9.2. Стационарная амплитуда Илет определяется 
как абсцисса точки пересечения графика Ку с горизонталью, проведенной 
на уровне 1|/К»ж. Кроме того, выражение "9. 2) можно использовать для 
определения коэффициента обратной связи, требуемого для поддержания 
определенной амплитуды Ист при заданной функции К, (0). 

Условие (9.3) называют Условием баланса фаз. Из него следует, что в ста- 
ционарном режиме автоколебаний полный фазовый сдвиг при обходе кольца 
ОС равен (или кратен) 2л. Условие баланса фаз позволяет определить 
частоту генерируемых колебаний ®,. 

Для установления перечисленных общих свойств автогенератора нам не 
требовалось уточнять ни тип усилительного элемента, ни вид схемы автоге- 
нератора. Это объясняется тем, что мы ограничились рассмотрением ста- 

ционарного режима автогенератора. Для вы- 

А7 яснения же механизма возникновения коле- 
баний, а также механизма установления ста- 
ционарного режима необходимо исходить из 
конкретного электронного прибора и конк- 
ретной схемы автогенератора. 

Отметим одно важное требование, предъяв- 
ляемое к автогенератору, предназначенному 
р для устройств передачи информации: выра- 

ст й батываемое им колебание должно быть стро- 

го монохроматическим (в отсутствие модуля- 

и А. К определению ста ции). Любое нарушение монохроматичности, 
лебания проявляющееся в паразитном изменении 


Кос 
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амплитуды, частоты или фазы колебания, может служить причиной 
возникновения помех в канале радиосвязи. Требование монохроматичности 
включает в себя также и требование стабильности частоты автоколебания. 


9.2. ВОЗНИКНОВЕНИЕ КОЛЕБАНИЯ 
В АВТОГЕНЕРАТОРЕ 


Механизм возникновения и нарастания колебания удобнее всего рас- 
смотреть с помощью схемы лампового автогенератора (рис. 9.3, а). 

Допустим, что запуск автогенератора осуществляется включением 
в момент { = 0 постоянного напряжения Ё „о. Бросок анодного тока {„ (0) 
(рис. 9.3, 6) возбуждает в контуре [„, С, свободное колебание, параметры 
которого определяются параметрами контура, лампы и обратной связи. На 
начальном этапе запуска, пока амплитуда колебания мала, представленную 
на рис. 9.3, а цепь можно рассматривать как линейную. Составим для этой 
цепи дифференциальное уравнение, учитывающее лишь переменные состав- 
ляющие токов и напряжений. 

Колебательное напряжение на контуре иа, и токи Ёс, Ёр, и 
(см. рис. 9.3, а) связаны между собой очевидными соотношениями 


| = (с -+ в Г, (9.4) 
А Ч А . 1 
іс С, 588, іа =н, 1 = г а. (9.5) 


В качестве искомой функции выберем, например, напряжение на конту- 
ре иак. Подставляя (9.5) в уравнение (9.4), получаем 


Чан | | 
С, са {аа (9.6) 


Теперь необходимо ток ѓа выразить через напряжения, действующие на 
электродах лампы. В линейном режиме для этого можно использовать вы- 
ражение вида (5.40) 


ѓа = Зик Чак) @;. (9.7) 


В рассматриваемой схеме напряжение и, является напряжением об- 
ратной связи, причем иск == и, = (М/Ён) и.к, следовательно, 


іа = (8 МЈ, ИВ, инк. (9.7') 


Рис. 9.3, Одноконтурный ламповый автогенератор (а) и режим работы при запуске (6) 
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Приравнивая правые части уравнений ` (9.6)и(9.7’), после группировки 
слагаемых получаем следующее дифференциальное уравнение: · 


4? иак 1 | 1 | $М Чиак 1 
м ——- Изк = 0. . 
аі? + Ск \ Р + Р, [к аі т Ік Ск К 0 (9.8) 


Величина ( — 8/М/1.,) в коэффициенте при первой производной имеет 
смысл отрицательной проводимости, шунтирующей колебательный контур. 
Эта проводимость обусловлена усилителем с положительной обратной 


СВЯЗЬЮ. 
Вводя обозначение 


1 (п 377). (9.9) 


записываеваем (9.8) в виде 


4? пақ 9 Чиак 1 р 
—— 4-24 ——— и, = 0. 
да антар РТ с. ак (9.8 ) 


Общее решение уравнения (9.8) имеет вид 


иа (1) = Оа (0) е эк“ соѕ (о, + Ө), (9.10) 


где амплитуда (Чак (0) и фаза Ө, — постоянные величины, зависящие от 
начальных условий, а частота свободного колебания 


сь = 1/[С— 4%. (9.11) 
Предполагается заведомо колебательный режим, когда 
ПС > @ к. 


Характер изменения амплитуды свободного колебания (9.10) зависит 
от знака о.к, т. е. от знака коэффициента при первой производной в урав- 
нении (9.8). Если о. > 0, то колебание затухает (рис. 9.4, а), если мк < 0, 
то амплитуда колебания растет (рис. 9.4, 6). 

Учитывая выражение (9.9), приходим к следующему условию возникно- 
вения и нарастания колебания: 


ИЛИ 
М/И > ШВА В. (9.12) 


Выполнение этих неравенств обеспечивает рост амплитуды колебания 
при сколь угодно малых начальных значениях амплитуды. 


“ок | Ск Фет “зк? иок 


Рис. 9.4. Изменение амплитуды свободного колебания в зависимости от знака затуха- 
НИЯ 
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Неравенству (9.12) можно придать болыцую наглядность, если перепи - 
сать его: в форме 
М 1 | 1 
>10.) 
Ёк 5 К і! 
Учитывая, что отношение М/Ё„, равное отношению напряжения 


Ис К напряжению и. „к, является коэффициентом обратной связи К, а так- 
же что 1/5Ю; = Р, получаем 


Кое > 1788 }Р. (9.13) 


Это неравенство является основным условием самовозбуждения автогене- 
ратора. Оно позволяет легко объяснить влияние основных параметров уси- 
лительного прибора и схемы на возникновение колебаний. Чем больше кру- 
тизна вольт-амперной характеристики $, тем меньше требуемое значение 
Кос, т. е. тем легче возникают автоколебания. Увеличение же параметра 
р, отображающего обратную реакцию анодного напряжения на входную 
цепь, наоборот, требует увеличения К ,„. Очевидно также, что уменьшение 
нагрузочного сопротивления требует увеличения обратной связи. 

Заметим, что правая часть неравенства (9.13). 


рр еВ 
56 56 


есть не что иное, как величина, обратная коэффициенту усиления в линейном 
режиме [см. (5.37). 
Таким образом, неравенство (9.13) можно записать еще и в такой форме: 


К > МК, (9.13') 


К полученному результату можно также прийти, рассматривая автоге- 
нератор на начальном этапе запуска как линейный усилитель с положитель- 
ной обратной связью. При КК, > 1 такой усилитель является неустой- 
чивой цепью (см. $ 5.10). 

В процессе нарастания амплитуды колебания коэффициент Ку умень- 
шается из-за отрицательного напряжения смещения Изо == А с/со, Создавае- 
мого постоянной составляющей тока сетки Г. на резисторе А, (см. рис. 
9.3, а). Явления в цепи сетки полностью совпадают с явлениями в однополу- 
периодном выпрямителе (см. $ 8.8), в котором роль диода играет промежуток 
сетка—катод лампы, а нагрузки — цепь Ю.С... При постоянной времени 
б.С,, намного превышающей период высокочастотного колебания шос (1), 
выпрямленное напряжение растет пропорционально амплитуде напряжения 
обратной связи и, (1). В результате рабочая точка на характеристике лам- 
пы с ростом амплитуды колебания постепенно смещается влево, что приво- 
дит к отсечке анодного тока и уменьшению крутизны 5, (см. $ 8.5). 

Стационарный режим автоколебаний наступает, когда неравенство 
(9.13') обращается в равенство. 

Таким образом, цепь Ю.С. автоматически обеспечивает изменение на- 
пряжения смещения, благодаря чему удается сочетать благоприятные для 
запуска условия (Иско == 0) с выгодным энергетическим режимом работы 
тенератора (отсечка анодного тока) в стационарном режиме. 

Неравенство К, > 1/ Ку можно рассматривать как условие самовоз- 
буждения автогенератора любого типа. Однако механизм ограничения ампли- 
туды колебания зависит от особенностей усилительного прибора. Так, в тран- 
зисторном автогенераторе с общим эмиттером (рис. 9.5, а) рабочая точка на 
вольт-амперной характеристике в момент запуска расположена не в нача- 
ле координат, а при положительном значении Изо (рис. 9.5, 6). Это не- 
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Рис. 9.5. Одноконтурный транзисторный автоге- 
нератор (а) и режим работы при запуске (6) + 5) 


обходимо ввиду того, что в транзисторе токи коллектора и базы связаны со- 
отношением #, = Ві; и требование достаточно большой крутизны характе- 
ристики (для облегчения условия самовозбуждения) заставляет располагать 
рабочую точку на линейном участке характеристики {5 (исз). Поэтому на 
начальном этапе запуска нарастание амплитуды колебания не сопровож- 
дается увеличением напряжения смещения (отрицательного). Рабочая точка 
сдвигается влево лишь при заходе амплитуды колебания на нижний сгиб 
характеристики, когда проявляется эффект выпрямления напряжения 
Ис (Г) в цепи база—эмиттер. 

В схеме на рис. 9.5, а в отличие от схемы на рис. 9.3, а показан независи- 
мый источник постоянного напряжения ЁЕбо, включенный последовательно 
с цепью Ё, Су автоматического смещения. 

В транзисторных автогенераторах напряжения ЕЁ; и Ё,о обычно пода- 
ют от общего источника. 


9.3. СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ АВТОГЕНЕРАТОРА 


Выяснив условия возникновения колебаний, определим амплитуду и 
частоту автоколебания в стационарном режиме. Для определения амплитуды 
можно воспользоваться соотношением (9.2), пригодным для любого автогене- 
ратора. Неравенство (9.13) обращается в равенство (9.2) только при умень- 
шении средней крутизны 5 „, до значения, отвечающего условию 


Кос =1/5.рЮ +Рр или 5.р-= 1/(Кос-- 2) К. (9.14) 


Так как 5‹, зависит от амплитуды колебания, второе равенство 
(9.14) позволяет найти стационарную амплитуду. Более наглядно определе- 
ние стационарной амплитуды, основанное на методе колебательной характе- 
ристики 1... (Ех), Где Г, — амплитуда тока в колебательном контуре 
усилителя, получающегося из автогенератора при устранении обратной свя- 
Зи. 

Задавая на входе усилителя амплитуду Ё, высокочастотного колебания 

2 = ГАР С 
с частотой ® == өр = МИ „С, находят (расчетом или экспериментально) 
амплитуду тока в контуре Г„„.. Типичный вид колебательной характери- 
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стики показан на рис. 9.6 (кривая 1). При малых амплитудах Ё, эта харак- 
теристика линейна, так как рабочая точка по условию расположена на ли- 
нейном участке вольт-амперной характеристики. Ограничение колебатель- 
ной характеристики усилителя при больших амплитудах Ё,, обусловлено 
ростом напряжения смещения (при использовании цепи автоматического 
смещения, см. предыдущий параграф). 

Для определения амплитуды тока, которая установилась бы в автоге- 
нераторе (после введения обратной связи), необходимо найти зависимость 
между /[ннт и напряжением И... Так как И’ = Гь Хов, Где Хе, — @0- 
противление связи, то Гь, = Ос/Х в. Эта зависимость, определяемая ли- 
нейной цепью автогенератора, показана на рис. 9.6 в виде линии 11, накло- 
ненной к оси абцисс под углом ү = агсё (1/х,.). Эта линия называется л и- 
нией обратной связи. 5 

Ордината точки пересечения линий І и 11 определяет стационарную ам- 
плитуду тока Гь; ст› а абсцисса — стационарную амплитуду напряжения 
ос ст: Действительно, в точке пересечения значение тока /Г„„„ в контуре 
усилительного прибора (линия 1) как раз совпадает со значением тока (ли- 
ния 11), необходимым для создания исходного напряжения И... 

С увеличением связи наклон линии 1 уменьшается и стационарная ам- 
плитуда тока растет. При очень сильной обратной связи /нт ст МОжет даже 
уменьшиться из-за спада колебательной характеристики усилителя, связан- 
ного с заходом в область насыщения вольт-амперной характеристики усили- 
тельного прибора. Такой режим получается при связи, соответствующей ли- 
нии ОД (см. рис. 9.6). 

Нетрудно показать, что точка С пересечения линий Ги 11 является 
устойчивой. Это означает, что при случайных отклонениях амплитуды тока 
от стационарного значения автогенератор возвращается в исходное состояние. 
Это свойство автогенератора поясняется рис. 9.7. Допустим, что амплитуда 
тока в контуре увеличивалась на А/. Это вызовет увеличение напряжения 
обратной связи на АИ. Но при напряжении на входе (И, с + АЦ уси- 
лительный прибор способен поддерживать в контуре лишь ток /кнт, меньший 
тока [ннт ст + АЈ. Следовательно, ток в контуре не может удержаться на 
уровне /„гст-- АГ и должен убывать, т. е. возвращаться к исходному зна- 
чению Гк, ст: Го же будет и при случайном уменьшении тока в контуре. 

Определим частоту автоколебаний. В первом приближении эта частота 
совпадает с резонансной частотой контура Г„С„, шунтированного внутрен- 
ним сопротивлением электронного прибора и резистором Ю. При ли- 
нейном рассмотрении (на начальном этапе нарастания амплитуды) влия- 
ние указанных факторов учитывалось параметром о, входящим в фор- 


мулу (9.11). 


[кнт 


Гент 


0 
Рис. 9.6, Колебательная характеристика Рис. 9.7. К доказательству устойчиво- 
нелинейного усилителя с автоматиче- сти стационарного режима автогенера- 
ским смещением тора 
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В стационарном режиме, когда внутреннее сопротивление электронно-- 
го прибора 2;, приведенное к току первой гармоники, зависит от угла от- 
сечки (см. $ 8.4), частота генерации несколько отличается от ®р. Эту по- 
правку к частоте приходится учитывать при оценке нестабильности частоты, 
обусловленной влиянием непостоянства режима работы усилительного при- 
бора. Однако при выполнении расчетов частоту автоколебаний обычно счи- 
тают совпадающей с резонансной частотой. колебательного контура. 

Имеются, однако, еще и другие факторы, которые влияют на частоту 
генератора существеннее, чем Ю;. Для выявления этих факторов рассмотрим 
фазовые соотношения в замкнутом кольце обратной связи автогенератора. 
Сумма всех фазовых сдвигов в кольце должна равняться п2л, где п — целое 
число [см. (9.3)]. 

Для простого одноконтурного автогенератора это условие можно запи- 
сать в форме 


Фу Фое =2л, (9.15) 


где ф, — аргумент комплексного коэффициента усиления Ку; Фо. — ар- 
гумент комплексного коэффициента обратной связи К,,„. 
Исходя из уравнения для коэффициента усиления 


Ку л — р 2, (0), (9.16) 


где 8, — в общем случае комплексная крутизна, получаем для фу сле- 
дующее выражение: 


фу = Ф5 -Ф, л. (9.17) 


Здесь ф; — аргумент 8,,; Ф, — аргумент сопротивления параллельного ко- 
лебательного контура. Слагаемое л учитывает знак минус в правой части 
(9.16). 

Итак, уравнение баланса фаз (9.16) для одноконтурного генератора при- 
нимает · вид 


$5 НФ: Фое л =27. (9.18) 
ИЛИ 


$5 Е Ф: + Фос = Л. (9.19) 


Из условия (9.19) следует, что все факторы, влияющие на фазовые сдви- 
ги в отдельных звеньях автогенератора, влияют и на частоту генерируемых 
колебаний. Так, включение фазос двигающей цепи в четырехполюсник обрат- 
ной связи сдвигает частоту генерации относительно резонансной частоты ко- 
лебательной цепи автогенератора. Работа подобного автогенератора, в ко- 
тором в качестве фазосдвигающего устройства используется линия задержки, 
рассматривается в $9.10. 

В практике часто приходится считаться с влиянием и угла Фф, на часто- 
ту автоколебаний. Во всех предыдущих параграфах данной главы, а также 
гл. 8 средняя крутизна характеристики усилительного прибора считалась 
действительной величиной (ф. = 0). Между тем следует отметить по крайней 
мере два фактора, придающих средней крутизне комплексный характер: 
неполное отфильтровывание высших гармоник импульсного тока, инерция 
электронов. 

Механизм влияния токов высших гармоник на частоту генерации за- 
ключается в следующем. При прохождении через колебательную цепь эти 
токи создают некоторое, хотя и очень малое, падение напряжения, благодаря 
чему результирущее напряжение на колебательном контуре, а следователь- 
но, и на выходе цепи обратной связи становится негармоническим. Это при- 
водит к тому, что положительная полуволна возбуждающего напряжения, 
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определяющая форму импульса тока, деформируется, становясь несимметрич- 
ной относительно своего максимального значения. Асимметрия объясняет- 
ся тем, что для высших гармоник тока колебательная цепь представляет собой 
почти чисто реактивное, а для первой гармоники — активное сопротивления; 
добавочные напряжения от высших гармоник имеют начальную фазу 90° 
(при нулевой начальной фазе напряжения от первой гармоники). 

Асимметрия импульса электронного тока, в свою очередь; приводит к 
некоторому сдвигу фазы первой гармоники тока относительно первой гар- 
моники возбуждающего напряжения. В результате отношение Л к Ё, т. е. 
средняя крутизна 5,,, становится комплексной величиной. Ясно, что чем 
выше добротность колебательной цепи, тем ближе напряжения к гармониче- 
ским и тем слабее влияние высших гармоник на частоту генерации. 

В автогенераторах с обычными колебательными контурами относитель- 
ная поправка к частоте, обусловленная влиянием высших гармоник, поряд- 
ка 10—4“—10-5. 

Инерция электронов существенно влияет только в автогенераторах, 
работающих на очень высоких частотах, когда время пролета электроном 
междуэлектродных промежутков оказывается соизмеримым с периодом коле- 
бания. В результате получается значительный фазовый сдвиг между первой 
гармоникой тока и напряжением на входе электронного прибора, который 
следует учитывать при построении цепи обратной связи. 


9.4. МЯГКИЙ И ЖЕСТКИЙ РЕЖИМЫ 
САМОВОЗБУЖДЕНИЯ 


Вернемся к рис. 9.6 и выясним поведение автогенератора при изменении 
коэффициента обратной связи. При ослаблении связи наклон линии 11 ра- 
стет, и при накотором критическом значении ХК „„, обращающем неравенство 
(9.13) в равенство возникновение колебаний невозможно. Линия связи, соот- 
ветствующая критической обратной связи, занимает положение ОВ. 

Если в автогенераторе с индуктивной обратной связью и колебательной 
характеристикой, показанной на рис. 9.6, плавно увеличивать М, то начиная 
с критического значения /М „р амплитуда стационарного колебания будет 
плавно возрастать, как показано на рис. 9.8. Такой режим самовозбуждения 
называется мягким. Из сказанного следует, что для получения мягкого 
режима необходимо, чтобы колебательная характеристика выходила из ну- 
левой точки и имела достаточно большой наклон в области малых амплитуд. 
Все эти требования выполняются при использовании автоматического смеще- 
ния. 

При использовании принудительного (внешнего) смещения колебатель- 
ная характеристика принимает вид, показанный на рис. 9.9. Для возникнове- 


Ант 

О Мкр М 

Рис. 9.8. Зависимость Рис. 9.9. Колебательная Рис. 9.10. Зависимость 
стационарной амплитуды характеристика, соот- стационарной амплитуды 
от обратной связи при ветствующая жесткому от обратной связи при 
мягком режиме режиму жестком режиме 
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ния колебаний в данном случае требуется 
очень сильная обратная связь (линия ОА, 
взаимоиндукция М,). После того как ко- 
лебания установились, связь можно осла- 
бить до значения М,, при котором линия 
связи занимает положение ОВ. При даль- 
нейшем ослаблении связи колебания сры- 

0 Ах ваются. Для восстановления колебаний М 
Рис. 9.11. К вопросу об устойчи- НУЖНО увеличить до значения М}, соот- 
вости генерации при жестком ре- Ветствующего линии связи ОА. Такой 
жиме режим самовозбуждения называется же- 

стким. 

Зависимость стационарной амплитуды /.нтст ОТ М при жестком режи- 
ме показана на рис. 9.10, причем стрелками обозначено направление измене- 
ния М. | 

Если принудительное напряжение смещения настолько велико, что ко- 
лебательная характеристика начинается не с нуля (рис. 9.11), то никакое 
увеличение обратной связи не способно вызвать автоколебания. Если же 
вызвать колебания с помощью внешнего воздействия, то при достаточно 
сильной обратной связи колебания могут существовать и после прекращения 
воздействия. Из двух точек пересечения линий Ги 11 точка С является устой- 
чивой, а точка Э — неустойчивой (имеется в виду динамическая устойчи- 
вость, т. е. устойчивость генерации). Это означает, что при небольших слу- 
чайных отклонениях амплитуды тока в контуре около точки С система воз- 
вращается в исходное состояние, сколь же угодно малое отклонение ампли- 
туды в районе точки В прогрессивно возрастает и переводит амплитуду Тит 
либо в устойчивую точку С, либо в точку 0 (соответствующую статической 
устойчивости). Доказательство неустойчивости точки В аналогично доказа- 
тельству устойчивости точки С, приведенному в предыдущем параграфе. 


9.5. ПРИМЕРЫ СХЕМ АВТОГЕНЕРАТОРОВ 


На рис. 9.12—9.14 представлены три разновидности схем одноконтур- 
ных автогенераторов, различающихся лишь цепями обратной связи. Схема 
с индуктивной (трансформаторной) обратной связью (рис. 9.12) уже рассма- 
тривалась в $ 9.2 (см. рис. 9.3, а). Схему с кондуктивной (автотрансформатор- 
ной) обратной связью (рис. 9.13) и схему с емкостной обратной связью 
(рис. 9.14) часто называют трехточечными: усилительный прибор подклю- 
чается к трем точкам контура к, эи б. 

В схемах на рис. 9.12 и 9.13 емкости С;„ блокировочных конденсаторов 
обычно настолько велики, что по высокой частоте точку э практически можно 
считать соединенной с эмиттером накоротко. Так как эмиттеры заземлены, то 
точки э являются точками нулевого потенциала. 

Избирательный четырехполюсник и четырехполюсник обратной связи, 
показанные на рис. 9.1, в рассматриваемых простейших генераторах совмеще- 
ны в одном колебательном контуре. Входными зажимами этого четырехпо- 
люсника являются точки ки э, к которым подключены коллектор и эмиттер 
а выходными — точки б и э подключения базы и эмиттера. Таким образом, 
показанные на рис. 9.12—9.14 схемы можно заменить одной схемой (рис. 9.15). 
Источники энергии на этой схеме не показаны. 

В рассматриваемых простейших схемах частота генерации близка к ре- 
зонансной частоте контура. На этой частоте падение напряжения на контуре 
Ч». совпадает (или почти совпадает) по фазе с током [ „1, а последний — сна- 
пряжением Мс». Замечаем, что напряжение Ц». направлено, как и ток 1, 
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Рис. 9.12. Автогенератор Рис. 9.13. Автогенератор Рис. 9.14. Автогенератор 
с трансформаторной об- с автотрансформатор- с емкостной обратной 
ратной связью ной обратной связью связью 


во внешней цепи, от эмиттера к коллектору. Если напряжение на выходе 
четырехполюсника обратной связи будет в фазе с О,.„, то оно окажется в про- 
тивофазе с исходным напряжением Ц». Из этого следует, что аргумент ко- 
эффициента обратной связи Кс (ѓо), т. е. фазовый сдвиг в четырехполюсни- 
ке обратной связи, должен быть близок к 180°. К этому результату можно 
также прийти с помощью следующих рассуждений: одноконтурный резо- 
нансный усилитель поворачивает фазу усиливаемого колебания на 180°, 
следовательно, для поддержания автоколебания напряжение, подаваемое по 
цепи обратной связи с выхода на вход, должно получить дополнительный 
сдвиг на 180°. Нетрудно проследить, как обеспечивается это требование 
в схемах на рис. 9.12 и 9.13: в схеме с трансформаторной обратной связью 
(см. рис. 9.12) сдвиг фазы на 180° получается при правильном подключении 
катушки [у к зажимам база—эмиттер. Модуль коэффициента обратной 
связи 


Кок = МИ... (9.20) 


В автотрансформаторной схеме (см. рис. 9.13) требуемая фазировка до- 
стигается съемом напряжения обратной связи с катушки индуктивности Г», 
входящей в емкостную ветвь контура. При резонансе токи в индуктивной и 
емкостной ветвях контура равны по амплитуде и противоположны по на- 
правлению. Следовательно, индуктивности Г. и Г, обтекаются одним и 
тем же контурным током и образуют делитель напряжений. По отношению 
к эмиттеру, подключенному к промежуточной точке контура, напряжения, 
снимаемые с катушек Г» и Го, находятся в противофазе. 

Модуль коэффициента обратной связи 


Кос == Гбо/ ло. (9.21) 


Резонансная частота колебательного 
контура в автогенераторе с кондуктивной 
трехточечной схемой 


вр = 17И (Гнь- 1) Са. (9.22) 
Наконец, для схемы с емкостной об- 
ратной связью (см. рис. 9.14) Рис. 9.15. Схема замещения 
одноконтурного автогенера- 
Кос = С/С, (9.23) тора 
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а резонансная частота кон- 
тура 
өр= ИІ, С, (9.24) 
где 
Сок = С, Свь/(Сьо + Со). 
(9.25) 


При рассмотрении всех 
перечисленных схем не учи- 
тывались паразитные пара- 

Рис. 9.16. Автогенератор на транзисторе с об- метры — межэлектронные ем- 
щей базой кости, индуктивности  вво- 
дов, фазовый сдвиг коллек- 
торного тока из-за влияния инерции электронов и Т. д. Поэтому ко- 
эффициент обратной связи в одноконтурных автогенераторах оказался не- 
зависимым от частоты. Этот вывод справедлив при относительно невысоких 
частотах. С повышением рабочей частоты схема замещения автогенератора 
усложняется и коэффициент обратной связи должен рассматриваться 
с учетом перечисленных факторов. Частотная зависимость К, (ѓо) особенно 
сильно выражена для транзисторных автогенераторов, работающих на ча- 
стотах, близких к граничной частоте транзистора. Аргумент ф, комплексной 
крутизны $, (см. $ 8.3) достигает в этих генераторах 90° и более. Аргу- 
мент Фф, цепи обратной связи отличается при этом от 180”. 

На высоких частотах большое распространение получили транзисторные 
автогенераторы, работающие по схеме с ОБ и обладающие конструктивными 
преимуществами по сравнению со схемой с ОЭ. Типичная схема гетеродинов 
радиоприемников представлена на рис. 9.16. Резистор Ю» автосмещения 
включен в цепь эмиттера. 


9.6. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 
АВТОГЕНЕРАТОРА 


В предыдущих параграфах данной главы изучались условия возникнове- 
ния колебаний и определялась устойчивость стационарного режима автогене- 
ратора. Необходимо рассмотреть весь процесс установления автоколебаний: 
от включения до установления стационарного режима. Это важно для ряда 
приложений, когда приходится иметь дело с формированием коротких радио- 
импульсов (например, в импульсных радиосистемах). Для полного описания 
работы автогенератора, охватывающего все стадии процесса установления, 
необходимо отказаться от условия малости амплитуд, лежащего в основе 
линейного дифференциального уравнения (9.8’). 

Использованное при составлении этого уравнения линейное соотноше- 
ние (9.7), которое можно привести к виду 


іа = $ (ик — Дин), (9.26) 
необходимо заменить нелинейной функцией 
[а — Ф (Иск Пима), (9.27) 


определяющей ток і, при любых значениях Исн И Иак. 
Запишем аргумент нелинейной функции ф в форме 


Иск ДИан == (Иск/Иак-— О) Иак = (Кос Р) Иан = Кос (Иаь), (9.28) 
где Кос = К,Р. 
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Тогда 


а = Фф (иок — Чак) = Ф (Кос Чак). (9.29) 
Подстановка (9.5) и (9.29) в (9.4) приводит к уравнению 
а 1 , 
С к. ин 1 | ин Е = (Кс ман). (9.30) 
Дифференцируя 39 по #, получаем 
4? иак ‚1 ак. Яцак 1 аф (Кос Иак) у 
ав СЕ а ттс Чак = с аі (9.31) 
или 
й? цак 21 Пак __ 1 , . 1 — 
[а $ (Ко шин) | о Шан 0. (9.32) 


Как и следовало ожидать, получилось нелинейное уравнение. Даль- 
нейший путь заключается в подстановке в уравнение (9.32) какой-либо под- 
ходящей аппроксимации функции № (Косак). 

Наиболее удобной является аппроксимация с помощью степенного по- 
линома. Чтобы не слишком усложнять задачу, обычно исходят из неполно- 
го полинома третьей степени [см. (8.13)] 


іа = (Кос Иан) == @ Кос Иан + @з (Кос Чак)? = а Кос Иан— 
— | а, | (Кос Иак). (9.33) 


Входящее в выражение (8.13) слагаемое { (И,) опущено, так как оно не 
влияет. на поведение функции изн. Знак минус перед кубическим членом 
взят в соответствии с формулой (8.14). 

Аппроксимация (9. 33) пригодна при фиксированном положении рабочей 
точки на вольт-амперной характеристике (в точке перегиба, см. рис. 8.5). 
Следовательно, при этом не учитывается изменение напряжения смещения 
И. в процессе нарастания амплитуды колебания (при автоматическом смеще- 
нии). Тем не менее, как показывает опыт, аппроксимация (9.33) все же по-` 
зволяет выявить основные черты процесса установления колебаний в гене- 
раторе, работающем в мягком режиме. 

Подставляя (9.33) в (8.32), получаем 


м 0 Коа) инк |4 Кә Изк | Ета кто. 
или 
@ пак —(2 | ок | — к к) апан Но} ик = 0 (9.34) 
а? 9 9н 4! к 


где использованы обозначения 
док = (118 — Кос) С; Рн = 3\ а | К/С; © = 1/1С. (9.35) 


Заметим, что в самовозбуждающемся генераторе а, < 0 (см. $ 9.2). 
Разделив (9.34) на &8 и введя малый параметр 


8 =2 | к |/0%0, (9.36) 
получим , 
1 а?иақ Уэк 2 1 = 
АА 08|] 188 = (0), 
оф а? :( јок “ и 1 Ман — 
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Переходя, наконец, к безразмерному времени т = ®оЁи к безразмерному 
напряжению 


и= пак И Хн [о \, (9.37) 


получаем уравнение, известное под названием уравнения Ван дер Поля: 


2 
ие) 2 ри 0. (9.38) 
ал? ат 

При малых напряжениях, когда и? < 1, уравнение (9.38) переходит 
в линейное уравнение, совпадающее с (9.8'). С увеличением напряжения 
и все сильнее проявляется нелинейность устройства, обусловленная величи- 
ной и’. 

Методов, позволяющих получить точное решение нелинейного уравнения 
(9.38), не существует. Имеется, однако, возможность получения очень про- 
стого приближенного решения, обеспечивающего вполне достаточную для 
практики точность при использовании высокодобротного колебательного 
контура. Известно, что для существенного изменения амплитуды и, следова- 
тельно, запасенной в таком контуре энергии требуется время, измеряемое 
значительным числом периодов колебания. Поэтому можно исходить из до- 
пущения о медленном изменении амплитуды при запуске генератора. Это дает 
основание отыскивать решение нелинейного уравнения (9.38) в форме высоко- 
частотного колебания 


и (т) = О (т) созт. (9.39) 


Итак, для отыскания приближенного решения уравнения (9.38) остает- 
ся найти только функцию 0 (т), т. е. огибающую амплитуд колебания. Ча- 


стота колебания просто приравнивается о, = 1/И ГС, а начальная фаза, 
которая в решении (9.39) опущена, может быть принята любой в зависимости 
от начальных условий запуска генератора". 

После подстановки (9.39) в (9.38) делается ряд упрощений, основанных 
на отбрасывании слагаемых высших порядков малости. Во-первых, условие 
медленности функции И (1) позволяет пренебречь второй производной этой 
функции. Во-вторых, высокая избирательность контура позволяет прене- 
бречь слагаемыми вида соѕ Зт == соѕ З®.р, получающимися при возведении 
в куб соѕ т. В результате имеем следующее уравнение для квадрата огибаю- 
щей ОП (т): 

40 0а 


2 —е (о _ —) =0. (9.40) 


Стационарная амплитуда (/,„ определяется сразу, достаточно прирав- 
нять нулю производную от (?. Таким образом, 


«—Ист/4 =0, (9.41) 


откуда Из = 2. 

Решив уравнение (9.40) и совершив переход отт и и к первоначальным 
переменным ѓи иак, придем к окончательному выражению для мгновенного 
значения напряжения: 


инк (0) = и соз (0,4 9,), (9.49) 
у 1002/02, (0) 1) (кі 


1 В действительности фаза, а следовательно, и частота колебания в процессе уста- 
новления являются функцией времени. Для определения поправки к частоте необхо- 
димо находить второе или даже более высокие приближения. 
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Ик ()/Иак(0) 


М 
ВАР 
БРАВ 


8 |6 5к| # 
Рис. 9.17. Процесс установления коле- Рис. 9.18. Нарастание огибающей авто- 
бания в автогенераторе колебания при различных начальных ус- 
ловиях 


где (ак (0) и Ө, — начальные амплитуда и фаза напряжения на контуре, 
зависящие от условий запуска автогенератора. 

Как правило, (И „к „„/ ак (0) » 1. Поэтому при малых значениях 2, |о:| 
знаменатель 


Г / 2 
ү 1 + к ст __ ') е 21%акі! Р О ак ст е 1%әкі' 
02, (0) Чак (0) 


и выражение (9.42) принимает вид 
инк (0) = О, (0) е!®әкі соѕ (во + 0%), (9.43) 


совпадающий с видом выражения (9.10), выведенного для линейного режима 
(при малых амплитудах). 
При ѓ ~ оо (стационарный режим) выражение (9.42) переходит в 


Шак (0) == Чак ст 60$ (04+ 60%). (9.44) 


Ограничение амплитуд, обусловленное введением кубического члена в 
аппроксимацию вольт-амперной характеристики (9.33), иллюстрируется 
рис. 9.17. 

Характер изменения огибающей Иан (8 / Сак ст При нескольких зна- 
чениях параметра п = Ианс/Сак (0) показан на рис. 9.18. 

Из выражения (9.42) и рис. 9.18 видно, что время установления стацио- 
нарной амплитуды существенно зависит от начальной амплитуды, т. е. от 
начальных условий запуска. Это имеет важное значение для генераторов, 
работающих в импульсном режиме. 

В заключение отметим, что для удовлетворительного описания процес- 
са установления колебаний при жестком режиме самовозбуждения требует- 
ся использование полинома (8.8) с учетом по крайней мере еще и пятой сте- 
пени. 


9.7. МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ 


Под фазовой плоскостью подразумевается плоскость, каждая точка ко- 
торой однозначно определяет состояние (фазу) системы. Так как плоскость 
обладает двумя измерениями, то ясно, что метод фазовой плоскости приме- 
ним к анализу систем, описываемых дифференциальным уравнением второго 
порядка. Состояние механической системы полностью определяется заданием 
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координаты (перемещение) и скорости движения. Для электрической систе- 
мы должны быть заданы две аналогичные переменные, например заряд ем- 
кости (или напряжение) и ток. Основным достоинством метода фазовой 
плоскости является пригодность его для анализа как линейных, так и нели- 
нейных систем. Некоторые важные свойства нелинейных систем, которые 
невозможно или затруднительно исследовать аналитически, поддаются ис- 
толкованию и качественному исследованию с помощью графоаналитического 
построения на фазовой плоскости. 

Суть этого метода проще всего объяснить на примере линейной систе- 
мы (обычного колебательного контура), описываемой уравнением 


х-- дах ох 0, (9.45) 


в которой под х можно подразумевать, например, заряд конденсатора. 
Уравнение (9.45) может быть записано в виде системы двух уравнений 
первого порядка 


х= = 0, х= 02 = — (2ау-+ 08 х). (9.46) 


Таким образом, если х — заряд то у — ток в контуре. 
Разделив второе из этих уравнений на первое, получим уравнение не 
содержащее в явной форме время #: 


Чу __ 2-е х (9.47) 
ах у 


Входящие в уравнение (9.47) две переменные х и у == х можно рассмат- 
ривать как координаты изображающей (или представляющей) точки на плос- 
кости х, у. Тогда уравнение (9.47) является дифференциальным уравнением 
движения изображающей точки на фазовой плоскости х, у. Если найти ре- 
шение уравнения (9.47) у == } (х, А), где А — произвольная постоянная, оп- 
ределяемая начальными условиями хо, Ио, то получим семейство кривых, яв- 
ляющихся интегральными по отношению к исходному уравнению (9.45). 
Функцию у == 1 (х, А) иногда называют первым интегралом уравнения (9.45), 


так как у = 

На фазовой плоскости решение у = } (х, А) образует ‹ семейство фазо- 
вых траекторий изображающей точки, соответствующих различным 
фиксированным значениям А, т. е. различным начальным условиям Хо, 
Уо. Так как при заданных начальных условиях уравнение (9.45), и соответ- 
ственно (9.47) имеют единственное решение, то каждой паре координат х, 
у отвечает одна, и только одна, интегральная кривая. Иными словами, вся 
фазовая плоскость покрыта семейством непересекающихся интегральных 
кривых (фазовых траекторий). Исключение из этого правила составляют 
точки, соответствующие состоянию равновесия системы — устойчивого или 
неустойчивого. В случае линейного уравнения фазовая траектория легко 
определяется с помощью уравнения типа (9.47). В более сложном случае 
нелинейного уравнения это построение выполняется с помощью метода 
изоклин. Термин «изоклина» эквивалентен понятию «кривая равного 
наклона». Изоклина представляет собой геометрическое место точек фазовой 
плоскости, в которых фазовые траектории имеют касательные с заданным 
(фиксированным) угловым коэффициентом А. 

В частности, в уравнении (9.47) левая часть есть ь угловой коэффициент 
Ё. Приравнивая эту часть заданному значению А, получаем 


Е = —(2ау + 6 х)/у, 
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откуда приходим к следующему уравнению изоклин: 


у= Әу, (9.48) 
2а - К 

При постоянных значениях Ё это уравнение определяет пучок прямых, 
проходящих через начало координат. 

Можно отметить следующие свойства фазовых траекторий: 

а) в верхней полуплоскости (у >> 0) изображающая точка движется толь- 
ко вправо, а в нижней — только влево. Действительно, поскольку и == 4х/4Ё, 
а время Ё только возрастает, то положительность у означает возрастание и 
абсциссы х. Соответственно, если у < 0 (нижняя полуплоскость), то измене- 
ние х должно быть отрицательным, т. е. изображающая точка движется 
влево (рис. 9.19): 

б) интегральные кривые пересекают ось абсцисс (у == 0) только под 
прямым углом. Действительно, из уравнения (9.47), представляющего собой 
уравнение углового коэффициента касательной к интегральной кривой в 
точке х, у, следует, что при у = 0 


29. 
ах 


Основываясь на указанных свойствах фазовых траекторий, можно по- 
строить фазовые портреты системы, описываемой уравнением (9.45), при 
различных соотношениях между @ и 0. 

Предварительно полезно выяснить, нет ли среди семейства изоклин, 
определяемых выражением (9.48), такой прямой, которая является одновре- 
менно и интегральной кривой исходного уравнения (9.45), Такая прямая 
(если она имеется) должна удовлетворять уравнению (9.48) и, кроме того, 
условию у == ёх -- С. Отбрасывая постоянную С, приходим к двум условиям 


у й д и у = х, 


20 4-5 
из которых вытекает равенство А == —0/(29 + А) и формула 


1 а= —а + Ия 0, (9.49) 


Но А не может быть комплексной или мнимой величиной. Следова- 
тельно, искомая изоклина существует только при о >> ®., т. е. в случае 
апериодического контура; при этом в пучке изоклин, определяемых выраже- 
нием (9.48), имеются две интегральные кривые (рис. 9.20): 


= 0 (4- оо при х< 0 и — оо при х> 0). 


у = №,х — прямая С, у = Вх — прямая О. 


Кроме того, известна изоклина горизонтальных касательных, соответ- 
ствующая ё == 0 [см. (9.48). 


у= 5 х— прямая А на рис. 9.20. (9.50) 
“ 


Эти прямые, образующие «каркас» фазового портрета, в сочетании 
с условиями непересекаемости фазовых траекторий полностью определя- 
ют структуру фазового портрета, изображенного на рис. 9.20. Главной осо- 
бенностью этого портрела является то, что при любых начальных условиях 
изображающая точка движется к началу координат. Таким образом, в рас- 
сматриваемом случае (а/о, >> 1) точка х == 0, у = 0 является точкой устой- 
чивого равновесия системы. Эта точка называется особой точкой типа 
устойчивого узла. 
| (Обратимся к случаю 0 < а/о, < 1 (колебательная система с затуха- 
нием). 
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В соответствии с условием (9.49) изоклины Сир отсутствуют. Каркас 
фазового портрета определяется только прямой А и условием пересечения 
оси х под прямыми углами. При а/о , >> 0 угловой коэффициент этой прямой 
в соответствии с уравнением (9.50) отрицателен. Соответствующий этому слу- 
чаю фазовый портрет, представляющий собой скручивающуюся к началу ко- 
ординат спираль, изображен на рис. 9.21. Из любого начального положения 
изображающая точка с течением времени приближается к началу координат, 
являющемуся точкой устойчивого равновесия. Эта точка называется особой 
точкой типа устойчивого фокуса. 

Рассмотрим случай —1 < а/оџ < 0 (колебательная система с инкремен- 
том). Фазовый портрет отличается от показанного на рис. 9.21 лишь тем, что 
спираль раскручивается и изображающая точка удаляется от начала коор- 
динат. Точка х = 0, у = 0 является особой точкой типа не устойчи- 
вогофокуса. 

Применительно к рассматриваемому в следующем параграфе фазовому 
портрету автогенератора особый интерес приобретает случай а = 0, когда 
уравнение (9.45) вырождается в уравнение гармонического колебания 


хх = 0), (9.51) 
решение которого, как известно, имеет вид 
х= О ѕіп (0,29), у= х = 0, 0 соѕ (юу 4- Ф). (9.52) 


Здесь @ — амплитуда заряда конденсатора контура. 


Уравнение фазовой траектории (9.47) при о = 0 
09 — 


ах у 
— уравнение с разделяющимися переменными, которое легко интегрирует- 
5". уйу 4-08 хах == 0, у? в х? = соѕпі = С. (9.53) 
Подставляя вместо х и у выражения (9.52), получаем 
08 О? соѕ? (907+ Ф) 1-08 О? ѕіп? (о, 1 4 ф) = 0 0° С. 
Разделив обе части уравнения (9.54) на С, придем к выражению 
1/06 02 + х2/02 = 1, (9.54) 


представляющему собой уравнение эллипса с горизонтальной полуосью 0 
и вертикальной полуосью о,0 (рис. 9.22). 


Рие. 9.19. К построению фазового порт- Рис. 9.20. Фазовый портрет апериодиче 
рета по методу изоклнн ской системы при а/о 1 
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Рис. 9.21. Фазовый портрет системы с Рис. 9.22. Фазовый портрет системы, 
затуханием при 0<а/оо<1 описываемой уравнением (9.54) при 
а= 0 


Итак, при о = 0 фазовые траектории представляют собой семейство 
эллипсов с общим центром в начале координат, причем размеры осей эллипса 
определяются амплитудой гармонического колебания, т. е. в конечном счете 
энергией, запасенной в системе. Эта энергия может быть выражена в виде 
0,560? (максимальная энергия в емкости) или в виде (1/2) (0,0)? (в индуктив- 
ности). Так как потери отсутствуют, то запас энергии остается неизменным 
(«консервативная» система) и каждому значению запаса энергии соответст- 
вует свой эллипс. 


9.8. ФАЗОВЫЕ ПОРТРЕТЫ АВТОГЕНЕРАТОРА 


Итак, гармоническому движению системы соответствует замкнутая фа- 
зовая траектория на фазовой плоскости (эллипс). В более общем случае 
сложного периодического движения (не обязательно гармонического) фазо- 
вая траектория может иметь сложную форму, но она обязательно является 
замкнутой. 

Автоколебательной системе с устойчивым стационарным состоянием на 
фазовой плоскости соответствует замкнутая кривая, к которой приближаются 
соседние фазовые траектории. Для выявления формы этой замкнутой 
интегральной кривой, а также характера этого приближения рассмотрим на 
фазовой плоскости всю картину установления автоколебаний, от запуска 
генератора до установления стационарного состояния. 

В начале процесса система является линейной и описывается уравнением 
(9.8'), совпадающим с уравнением (9.45). Для удобства вместо (9.9') будем 
исходить из уравнения | 


и —в -08. + и == 0, (9.55) 


получающегося из нелинейного уравнения (9.38) при замене иак на ии 
пренебрежении величиной и? по сравнению сединицей. Напомним, что в этом 
уравнении е == 20,,/00, ат = в. 

Так как при выполнении условия самовозбуждения = положительно [см. 
(9.36)], соответствующая начальному этапу фазовая траектория имеет вид 
раскручивающейся логарифмической спирали (особая точка типа неустойчи- 
вого фокуса). 

Когда с ростом амплитуды колебаний начинает проявляться нелиней- 
ность системы, увеличение радиуса спирали замедляется и в пределе (теоре- 
тически при { — оо) фазовая траектория превращается в окружность с ради- 
усом О‹., равным стационарной амплитуде колебания. 
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Если начальное положение изображаю- 
щей точки задать вне окружности радиуса Ист 
(точка В на рис. 9.23), то движение изобра- 
жающей точки будет происходить по скручи- 
вающейся спирали (так как при О > Из, = 
отрицательно) до перехода на окружность 
радиуса Ил. 

В силу устойчивости стационарного со- 
стояния автогенератора (в данном случае с 
мягким самовозбуждением) при любых на- 
чальных условиях изображающая точка пе- 
реходит на окружность радиуса (О,,. 

Изолированная замкнутая кривая на 
ия трет, ањ фазовой плоскости, к которой с возрастанием 
ме возбуждения приближаются (по спирали) с внутренней и 

внешней стороны соседние фазовые траекто- 

рии, называется предельным цик- 
ло м. Устойчивость предельного цикла носит название орбитной 
или орбитальной устойчивости. 

Легко представить себе, что в случае автогенератора с жестким режимом 
самовозбуждения к предельному циклу будут стягиваться только фазовые 
траектории, радиус которых больше некоторого критического значения, 
соответствующего амплитуде в точке Д на рис. 9.11. Если начальные условия 
запуска автогенератора таковы, что начальная амплитуда меньше этого зна- 
чения Оп, ТО изображающая точка на фазовой плоскости будет двигаться 
по скручивающейся спирали, постепенно приближаясь к началу коорди- 
нат, являющемуся в данном случае точкой устойчивого фокуса (рис. 9.24). 

Допустим, что после установления стационарного режима в колебатель- 
ный контур автогенератора каким-либо образом была введена дополнитель- 
най энергия, в результате чего амплитуда и фаза колебания получили мгно- 
венные приращения: первая на величину АО, а вторая на угол фо. Отклонение 
изображающей точки от предельного цикла, соответствующее этому возмуще- 
нию, выразится в переходе на спираль с радиусом (О, -- АЦи в изме- 
нение фазы колебания на Ф, (рис. 9.25). 

Через некоторое время изображающая точка перейдет по скручиваю- 
щейся спирали (штриховая линия на рис. 9.25) на предельный цикл, соот- 
ветствующий стационарной амплитуде. Фазовый же сдвиг Фо не компенси- 
руется, так как в автогенераторе отсутствуют факторы, которые фиксиро- 
вали бы начальную фазу колебания. 


Рис. 9.24. Фазовый портрет автоколеба- Рис. 9.25. К вопросу об орбитальной 
ния при жестком режиме возбуждения устойчивости предельного цикла 
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В заключение отметим, что предельный цикл имеет форму круга при 
строго гармонической форме генерируемых колебаний. В действительности 
эта форма искажается наложением высших гармоник. В автогенераторах, 
близких к консервативным (с высокодобротной колебательной системой), 
влиянием гармоник можно пренебречь. В случае же генераторов релаксаци- 
онного типа предельный цикл может иметь весьма сложную форму (например, 
близкую к прямоугольной). 

Как отмечалось в предыдущем параграфе, для нелинейных систем фазо- 
вые траектории строятся с помощью графоаналитических методов (например, 
метода изоклин). 


9.9. АВТОГЕНЕРАТОРЫ С ВНУТРЕННЕЙ 
ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


При рассмотрении механизма возникновения колебаний в автогенераторе 
(см. 99.2) мы встретились с понятием отрицательного сопротивления, 
вносимого в колебательный контур при надлежащем выборе фазы обратной 
связи. При этом в соответствии с обобщенной схемой автоколебательной сис- 
темы (см. рис. 9.1) имелась в виду внешняя обратная связь. 

Существуют, однако, некоторые электронные приборы, которые позво- 
ляют получить отрицательное сопротивление за счет падающих участков 
вольт-амперной характеристики без введения в схему специальных элемен- 
тов обратной связи. К таким приборам относятся, например, туннельный 
диод и обычные тетроды и пентоды при соответствующем подборе напряже- 
ний на электродах. 

Нарис. 9.26 показана вольт-амперная характеристика туннельного 
диода, представляющая зависимость прямого тока диода от положительного 
напряжения смещения. На падающем участке а—б дифференциальное со- 
противление диода отрицательно: 


К_ = аиа = сіб ү, 


где ү — угол наклона касательной к кривой і, = ѓ (и) в рабочей точке Ио. 

При подключении электронного прибора с подобной вольт-амперной ха- 
рактеристикой к колебательной цепи можно осуществить генерацию высо- 
кочастотных колебаний. При этом получается автогенератор с внутрен- 
ней обратной связью. 

На рис. 9.27 изображена схема генератора на туннельном диоде. В ка- 
честве емкости контура в генераторах СВЧ обычно используется собственная 
емкость диода С,. Блокировочные дроссель Г.5; и конденсатор Сол (Сол » Со) 
защищают цепь постоянного тока от тока высокой частоты; г, — сопро- 
тивление потерь в кристалле и в элементах контура. 

Схема замещения контура, шунтированного отрицательным сопротив- 
лением Ю_, изображена на рис. 9.28. По отношению к этому сопротивлению 


Рис. 9.26. Вольт-ампер- Рис. 9.27. Автогенератор Рис. 9.28. Схема замеще- 
ная характеристика тун- на туннельном диоде ния автогенератора на 
нельного диода туннельном диоде 
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Рис. 9.29. К’ определению стационар- 
ной амплитуды автоколебания в ге- 
нераторе с внутренней обратной свя- 
зью 


0 Ист к 


напряжение иь, действующее на колебательном контуре, рассматривается 
как ЭДС, так что ток через диод {з = —и„/Ю-. 

Колебательное напряжение на контуре и, и токи ѓу, іс, і. связаны меж- 
ду собой соотношениями 


і 2:1 іс іс == С йик Ик==Гк і фр . (9.56) 
х аб’ 4 | 


В качестве искомой функции выберем, например, ток #1. в индуктивной 
ветви контура. Исключая из первого уравнения (9.56) іс (#) с помощью вто- 
рого и третьего уравнений, получаем 


і ==1 Г 
д г к ЧЕ 
Однако 
. 1 1 . ай, 
= = Цр = ——— | пй 4 1 . 
д Р к в_ (^ 1+ 1 


Приравнивая правые части приведенных выражений, после группиров - 
ки слагаемых получаем следующее дифференциальное уравнение: 


а? { аі 
1. т | ГА 1--ик/Ю—. 
[Е Ар 0, 
ар СЮ_ аі ІС 

Для того чтобы амплитуда колебаний нарастала, коэффициент при пер- 
вой производной должен быть отрицательным. Отсюда получается условие 
возникновения колебаний 


гк 1 1 0 
| |< 
или 
[А 25р = — -00 = == (9.57) 
Фр 2. 
где |Ю_| — абсолютная величина отрицательного сопротивления; эк р — 


эквивалентное резонансное сопротивление контура; @ — добротность; р = 


= У Г/С — характеристическое сопротивление контура. 
Когда сопротивление |Ю_|, зависящее от амплитуды колебания (при 
переходе на нелинейную часть характеристики), увеличится до 


К- (07) | — Ик р’ 


в автогенераторе установится стационарная амплитуда колебаний. Режим 
устойчив, если в точке пересечения горизонтали 23, р кривая |®_ (И„)| 
имеет положительный наклон (рис. 9.29). Все, что в предыдущих параграфах 
было сказано о характере нелинейной зависимости средней крутизны от 
амплитуды управляющего напряжения, в данном случае можно распростра- 
нить на характер зависимости величины, обратной |®_|, от напряжения (О, 
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Преимуществом туннельного диода является весьма малое по абсо- 
лютной величине отрицательное сопротивление (~ 10—100 Ом). Несмотря 
на относительно большую собственную емкость диода (несколько десятков 
пикофарад), условие самовозбуждения (9.57) выполняется в весьма широком 
диапазоне частот, вплоть до СВЧ. Так, при добротности контура © = 50, 
собственной емкости диода С, = 50 пФ и |Ю_| = 50 Ом предельная часто- 
та генерации [„.х = О'2л |Ю_|С, = 3: 10% Гц. 3000 МГц. 


9.10. АВТОГЕНЕРАТОР С ЛИНИЕЙ ЗАДЕРЖКИ 
В ЦЕПИ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


Пусть имеелся автогенератор с избирательной нагрузкой и линией 
задержки в кольце обратной связи. Подобный генератор можно представить 
в виде обобщенной схемы (рис. 9.30), аналогичной схеме на рис. 9.1. Рас- 
сматривая линию задержки как идеальный четырех полюсник с передаточной 
функцией е-^/, можно представить линейную часть схемы, состоящую из 
колебательного контура и линии задежки Т. в виде одного четырех полюсника 
обратной связи с передаточной функцией 


А | Е: 14 
К... | (о =) К (© 0) екет. Кос ё <, 


где К. — модуль передаточной функции колебательного контура с резонанс- 
ной частотой 0}; Фк — ФХЧ контура. В полосе прозрачности контура мож- 
но считать. что ф, ж - (о — ®,)т,, где т, — постоянная времени конту- 
ра. 

Введение в схему линии Задержки не изменяет модуля передаточной 
функции, но существенно влияет на результирующую ФЧХ 


фо (о 0) т, --0Т. 


При достаточно большой задержке Т наклон результирующей ФЧХ 
определяется в основном слагаемым «ТГ, причем может оказаться, что в по- 
лосе прозрачности колебательной цепи изменение ф; достигает большого 
значения, превышающего несколько полных оборотов 2л. Подобный слу- 
чай изображен на рис. 9.31, на котором о_,, ®_1, о, о, ... — частоты, лежа- 
щие в полосе прозрачности контура, при которых ординаты ФЧХ Ф» равны 
пл, где п — целое число. Так как при указанных частотах выполняется ба- 
ланс фаз и амплитуд (см. 59.3), каждая из них может являться частотой 
автогенерации. Введение в кольцо обратной связи достаточно большой за- 
держки придает системе многочастотный характер. Роль колебательного 
контура при этом сводится лишь к ограничению числа частот, на которых 
обеспечивается усиление, необходимое для автогенерации. 

Возникает вопрос, могут ли одновременно устойчиво существовать не- 
сколько автоколебаний с различными частотами. Это зависит от таких факто- 


Нелинейный 
элемент 


Рис. 9.30. Автогенератор с линией задержки в цепи обратной связи 
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ров, как число частот в полосе прозрачности контура, при которых 
выполняется фазовый баланс, форма АЧХ избирательной нагрузки, режим 
самовозбуждения (мягкий или жесткий), и некоторых других. 

Рассмотрим сначала случай, когда в полосе прозрачности одиночного 
колебательного контура имеется всего лишь две частоты, на которых возможна 
генерация: оу и 1». Это означает, что в полосе 210 - 2/т, (т, ~ по- 
стоянная времени контура) набег фазы в линии задержки Т близок к 2л, т. е. 
2А оТ = хх Эл или Т = Л.А, = ЛТ. 

Примерное расположение в, и ш, на оси частот показано на рис. 9.32. 
Через Е; и Е, обозначены амилитуды колебаний с указанными частотами в 
какой-то момент времени после запуска генератора с мягким режимом воз- 
буждения. При циклическом обходе замкнутого кольца обратной связи при 
каждом прохождении через нелинейный элемент соотношение между ампли- 
тудами Е, и Е. будет изменяться в пользу Е\. С аналогичной ситуацией мы 
имели дело при рассмотрении подавления слабого сигнала в амплитудном 
ограничителе в $ 8.7. В итоге колебание с частотой о, полностью подавля- 
ется и в системе остается всего лишь одно колебание с частотой о}, для кото- 
рого начальные условия при запуске более благоприятны. 

Иначе обстоит дело в автогенераторе с жестким режимом самовозбуж- 
дения, когда при запуске для установления автоколебаний требуется внеш- 
ний источник колебаний. В зависимости от выбора запускающей частоты 
в генераторе может быть установлен стационарный режим на любой из частот 
и: или оз. Отсюда видно, что «жесткий» автогенератор с запаздывающей об- 
ратной связью можно использовать как устройство, запоминающее одну из 
нескольких частот, подаваемых в момент запуска. 

Вернемся к автогенератору с мягким режимом самовозбуждения и до- 
пустим, что в полосе прозрачности колебательной цепи имеется значительное 
число частот возможной генерации. Та ккак эти частоты расположены на 
оси ө эквидистантно (рис. 9.33), то можно допустить существование сово- 
купности колебаний с частотами о, о,, оз, ... при амплитудных и фазовых 
соотнощениях, характерных для угловой модуляции. Подобное сложное ко- 
лебание с постоянной амплитудой проходит через нелинейность (амплитуд- 
ный ограничитель) без изменения соотношения между отдельными составляю- 
щими спектра. Это означает, что нелинейная часть автогенератора не 
препятствует одновременной генерации сетки частот. Этого, однако, еще не- 
достаточно для устойчивой генерации. Необходимо, чтобы передаточная 
функция избирательной цепи обеспечивала сохранение внутриспектральных 
соотношений. Амплитудно-частотная характеристика избирательной цепи, 
представленная на рис. 9.33, не отвечает этому требованию. Более подробное 


9, Өр 62 
Рис. 9.31. Расположение возможных Рис. 9.32. К вопросу о подавленин 
частот генерации при введении за- слабого колебания в автогенераторе 
держки в цепь обратной связи с залержкой в цепи обратной связи 
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(6) 
„бр 


0. (5 о. 0 
ы 260, 0; 25 
Рис. 9.33. Форма АЧХ избирательной це Рис. 9.34. Форма АЧХ избирательной це- 
пи, неблагоприятная для одновременно- пи, допускающей устойчивую генерацию 
го генерирования нескольких частот нескольких частот одновременно 


рассмотрение! показывает, что для устойчивой генерации спектра часгот 
АЧХ колебательной системы должна иметь неравномерность типа седлови - 
ны (рис. 9.34). 

Генератор с запаздывающей обратной связью обладает некоторыми дру- 
гими интересными свойствами, обусловленными большой крутизной ФЧХ, 
например повышенной стабильностью генерируемой частоты. 


9.11. АС- ГЕНЕРАТОРЫ 


Генераторы с колебательным [С-контуром эффективны для получения 
высокочастотных колебаний. Для генерирования же низких (звуковых час- 
тот) они неудобны из-за конструктивных недостатков (колебательный кон- 
тур получается слишком громоздким и трудно перестраиваемым). В связи 
с этим для получения гармонических колебаний в диапазоне от нескольких 
герц до нескольких десятков килогерц широко распространены, особенно в 
измерительной технике, ЮС-генераторы. 

Один из возможных вариантов схемы ЮС-генератора представлен на 
рис. 9.35. Отличие ЮС-генератора от [.С-генератора заключается в том, что 
вместо усилителя с колебательным контуром здесь применен резистивный 
усилитель, а обратная связь осуществляется при помощи специального че- 
тырехполюсника, составленного из резисторов и конденсаторов. · 

Схема на рис. 9.35 соответствует усилителю с фазовым сдвигом напряже- 
ния Ц, на 180 относительно Ц, (например, однокаскадному транзисторному 
усилителю с ОЭ). Для генерации на заданной частоте необходимо, чтобы сум- 
ма фазовых сдвигов при обходе замкнутого кольца обратной связи равнялась 
2л и, кроме того, чтобы коэффициент усиления К., являлся величиной, об- 
ратной К, (см. (9.3)1. Следовательно, обведенный на рис. 9.35 штриховой 
линией четырехполюсник обратной связи должен обеспечивать дополни- 
тельный фазовый сдвиг на 180“. 

Нетрудно выявить требования, предъявляемые к элементам этого четы- 
рехполюсника. Придерживаясь обозначений рис. 9.35, составляем систему 
уравнений 


(гос) - (ЕС) х 
х 1, == Ц,, — (1 ТоС) ПА + 
- (К 2С) Ь —(1 оС) В = 
-0, —(ГюС)Ь : (Р + 
‚- 24юС) 1, = (). 


' См.` Гоноровский И. С. К 
вопросу об установлении автоко- 
лебаний в высокочастотном гене- 
раторе с запаздывающей обрат- 
НОЙ связью. — Радиотехника, Рис. 9.35. Однокаскадный вариант ЮС-генерато- 
1958. № 5. ра 
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01 22455 4 Феб Решая эту систему, находим 
| 2. == О, С 
-10 15 (0С) 1] (о РС)з—6о ӘС| 
-20 Так как напряжение на выходе 
четырехполюсника обратной связи 
-50 (отсчитываемое по направлению тока 
— 40 13) равно 1,//%С, то коэффициент об- 
ратной связи 
-5/) К ({ оС 
(бо) 2 
А ОС 
06.48 9с о, 
| 
Рис, 9.36. Амплитудно- и фазо-частотная ^^ 1: "ү? н = 
характеристики четырехполюсника об- [5 (ЕС) — АС)? 60А] 
ратной связи в схеме на рис. 9 35 | К е! ос“. (9.58) 


Аргумент и модуль функции К. (ѓо) представлены на рис. 9.36. 
Из выражения (9.58) следует, что фазовый сдвиг 180 получается при 
частоте, отвечающей условию 


«ВС [(®ЮС)? — 61 = 0. 
Следовательно, генерация возможна на частоте 
о: Иб. ЕС. 


Между модулем и аргументом передаточной функции рассматриваемого 
четырехполюсника существует однозначная связь. Подставляя найденное 
значение о, в выражение (9.58), находим модуль 


| | 
а олыс ———.-. 2 ——. 
Кое ( ?) 15 (о, в — 1 59 


Итак, произведение РС определяет частоту генерации и одновременно 
коэффициент обратной связи. Это означает, что показанный на рис. 9.35 уси- 
литель должен обеспечивать усиление 


К,> ИК: 99. 


При разбиении произведения ЮС на множители имеется значительная 
свобода, облегчающая выбор удобных величин К и С. Необходимо лишь обес- 
печивать условие Ю»Юн, где Ю„ — резистор нагрузки усилителя, так как 
только при этом условии усиление Ку не зависит от К. 

Ступенчатое изменение частоты генератора в широком диапазоне осу- 
ществляется с помощью набора переключаемых резисторов и конденсаторов. 
а плавная настройка в каждом из поддиапазонов — с помощью конденсато- 
ров переменной емкости. 

На рис. 9.37 изображена схема иного варианта ЮС-генератора, в котором 
необходимый для генерации баланс фаз обеспечивается в самом усилителе, 
например, применением двух каскадов, каждый из которых поворачивает 
фазу на 180°. Назначение же вспомогательной цепи г}, Су, гь, С заключается 
в том, чтобы по возможности сузить полосу частот. в которой обеспечивается 
баланс фаз. 
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Для определения соотношений между г}, Су, Г», С; исходим из передаточ- 
ной функции четырехполюсника обратной связи: 


Горіо Сә 


С 7 4- 1/оС,; 
Кос (іо) =: 2 : — 


> Е ЕюС го [іо С» 
(7; іәСу) -- т 1 /9С 


| 
1 + и, / го + С/С. 4-і (Сут — об, т) ° 


В данном случае частота, на которой возможна генерация, определяет- 
ся условием 


(9.59) 


оС — о Су = 0, 
откуда 


р г Ит Су Сз = тт, 


где т, и т, — постоянные времени цепей соответственно л}С; и Г, С,. 

Обычно применяются одинаковые резисторы (г, == г») и конденсаторы 
(С, = С,). При этом т = т, = т, частота генерации о, = 1/т и выраже- 
ние (9.59) принимает вид 


Кос (10) — х 


и К © е‘Фо‹ (о) , 
З (о/о ор/о) ос (9) 


где 
К 
У (оог юр/о) 


Графики модуля и аргумента функции Ку (ѓо) при выбранных парамет- 
рах представлены на рис. 9.38. Существенно, что на любой частоте генера- 
ции Кос (%,) = 1/3 = сопѕі. Независимость К. от частоты о,, обеспечива- 
ющая неизменность режима работы генератора во всем частотном диапазо- 
не, подтверждает целесообразность выбора г, = ғ,, С, = С,. При С, = С, 
упрощается, кроме того, конструкция спаренного конденсатора переменной 
емкости, используемого для плавной перестройки генератора. 

Преимуществом рассматриваемой схемы перед схемой, показанной на 
рис. 9.35, является также меньшее число перестраиваемых элементов. 

Существуют и другие разновидности схем РС-генераторов, однако при- 
веденных примеров достаточно для уяснения принципа построения авто- 
генераторов с апериодическими цепями нагрузки и обратной связи. 


Кос («0) = ; Фос (60) == — агсёв (1/3) («о/о —01/%). 


Рис. 9.37. Двухкаскадный вариант ЮС-гене- 
ратора 


Рис. 9.38. Амплитудно- н фазо-частотная 
характеристики четырехполюсника обрат- 
ной связи в схеме на рис. 9.37 
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К качеству конденсаторов и резисторов, входящих в четырехполюсник 
обратной связи любого ЮС-генератора, необходимо предъявлять жесткие 
требования, так как нестабильность А или С при изменении температуры при- 
водит к изменению частоты генератора. Кондёнсаторы должны иметь высо- 
кое сопротивление изоляции (малую утечку), так как в противном случае в 
области очень низких частот шунтирующее действие утечки будет влиять 
на фазовые соотношения в четырехполюснике. 


Остановимся на некоторых особенностях механизма ограничения ампли- 
туды автоколебания в ЮС-генераторе. Этот вопрос тесно связан с вопросом о 
форме генерируемых колебаний. 


В рассмотренных ранее [С-автогенераторах ограничение обусловлено 
уменьшением крутизны $, при увеличении амплитуды колебаний; стацио- 
нарный режим наступает, когда коэффициент усиления уменьшается до зна- 
чения Ку = 1/Къс. Однако в данном случае нельзя допускать установления 
значительной амплитуды, так как это неизбежно приведет к искажению фор- 
мы генерируемых колебаний за счет появления гармоник тока. В отличие от 
генераторов с колебательным контуром в РС-генераторах отсутствует доста- 
точно сильная фильтрация высших гармоник. Таким образом, получается 
противоречие между требованием неискаженной формы колебаний (малые 
амплитуды) и требованием надежного ограничения (большие амплитуды). 
Для устранения этого противоречия в ЮС-генераторы обычно вводят инер- 
ционную нелинейность в виде терморезистора, сопротивление которого изме- 
няется в зависимости от степени нагрева проходящим через него током. 
В качестве терморезистора может быть использована обыкновенная лампа 
накаливания. 


Включение терморезистора показано на рис. 9.35 и 9.37. Подразумева- 
ется, что обратная связь, обусловленная введением в схему К,, отрицатель- 
на. Например, в транзисторном усилителе с ОЭ резистор Ё, включается 
в цепь эмиттера. 


Отрицательная обратная связь (по току) частично компенсирует положи- 
тельную обратную связь, осуществляемую с помощью четырехполюсника 
Кос (іо). Действительно, в рассматриваемом примере напряжение, создавае- 
мое на №, переменной составляющей коллекторного тока, направлено от 
эмиттера к заземленной шине, а напряжение положительной обратной свя- 
зи — от базы к этой шине (см. рис. 9.35). Следовательно, результирующая 
разность потенциалов база — эмиттер является разностью между вторым и 
первым напряжениями. Коэффициент обратной связи Кос, понимаемый как 
отношение результирующего напряжения база — эмиттер к напряжению 
коллектор — эмиттер, зависит от Ю,. При увеличении амплитуды колебания 
и соответственно тока через терморезистор его сопротивление К, уве- 
личивается и Кос уменьшается. При уменьшении амплитуды колебания, 
наоборот, №, уменьшается и Кос возрастает. 


Таким образом, ограничение обусловлено не уменьшением средней 
крутизны $,р и коэффициента усиления К, при увеличении амплитуды коле- 
бания, а уменьшением Кос. Стационарный режим устанавливается, когда 
наступает равенство Кос = 1/Ку. Получается автоматическое регулирова- 
ние амплитуды колебания на определенном уровне, зависящем в основном 
от нелинейности характеристики термосопротивления. Так как при измене- 
нии тока А, из-за тепловой инерции изменяется относительно медленно, то 
в пределах одного периода генерируемых колебаний КЮ, практически постоян- 
но. Это означает, что изменение К; не вносит нелинейных искажений и не на- 
рушает синусоидальной формы колебаний. Аналогично действие КЮ, в схеме, 
показанной на рис. 9.37. 


298 


ЮС-генератор является маломощным. Для получения значительной 
мощности ЮС-генератор обычно дополняют одной или двумя ступенями 
усиления. 


9.12. ДЕЙСТВИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ЭДС 
НА ЦЕПИ С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ 
СВЯЗЬЮ. РЕГЕНЕРАЦИЯ 


В радиотехнике под регенерацией подразумевается компенсация потерь 
в колебательной цепи с помощью положительной обратной связи. Явление ре- 
генерации можно использовать для усиления колебаний. Схема регенератив- 
ного усилителя, изображенная на рис. 9.39, не отличается от схемы автоге- 
нератора. Однако в регенеративном усилителе обратная связь не доводится 
до значения, соответствующего порогу генерации. При этом получается 
лишь частичная компенсация потерь в контуре и действие обратной связи 
сводится только к повышению добротности регенерированного контура. 

В схеме на рис. 9.39 усиливаемое колебание с амплитудой Е и часто- 
той о вводится в колебательный контур [., С, г, а обратная связь осуществля- 
ется с помощью катушки [„, обтекаемой переменной составляющей коллек- 
торного тока /, и индуктивно связанной с катушкой контура Ё. Нетрудно вы- 
явить влияние параметров транзистора и обратной связи на эквивалентные 
параметры колебательного контура. Рассмотрим сначала более простой слу- 
чай малых амплитуд, когда используется небольшой участок характеристи- 
ки транзистора и средняя крутизна $, может быть приравнена крутизне 5. 

При гармонической ЭДС на входе с комплексной амплитудой Е и часто- 
той ® амплитуду тока в контуре (в стационарном режиме) можно определить 
с ломощью следующего выражения: 


= (Ее) г (01 — об), (9.60) 


где О, — комплексная амплитуда напряжения обратной связи, вводимого 
в контур. Так как цепь предполагается линейной (при малых амплитудах), 
то это напряжение совпадает по частоте с ЭДС Е и может отличаться от по- 
следней лишь фазой. 

Очевидно, что 


Це = МІ, 


а амплитуда переменной составляющей коллекторного тока 1, если пренеб- 
речь реакцией выходной цепи, 


г. = 80 = 5 /юС, 


где Че — амплитуда напряжения на конденсаторе контура. 
Таким образом, можно написать 


Це = юМ5/юС = МИС. 


Подставляя это выражение в уравнение 
(9.60) и решая его относительно 1, получаем 


Е 


1 . 
г— М8/С4-і (ө -- 1/00) ` (9.61) 


Как и следовало ожидать (см. $ 9.2), рис. 9.39. Регенеративный 
влияние положительной обратной связи сво усилитель 
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дится к уменьшению сопротивления потерь в контуре на величину отри- 
цательного сопротивления 


Готр = М/С. (9.62) 


Таким образом, эквивалентное активное сопротивление регенерирован- 
ного контура 


Гок =" —Готр == 7 — М /С, 


а добротность 


р р __ р/т 
Ок = —— 7 ЫЬ=—=—— ~ 


Отношение 


Ф/9= 1 (1 56) 1 /(:- са) 


где ©, = р/7 — добротность нерегенерированного контура, можно рассмат- 
ривать как усиление схемы на резонансной частоте ® = ор, когда ®Ё — 
— ЏоС = 0. 

Увеличением М можно добиться существенного увеличения Оьк и, сле- 
довательно, повышения усиления. Следует, однако, иметь в виду, что уве- 
личение (әк при заданной и неизменной резонансной частоте контура ор 
приводит к сужению полосы пропускания контура. Кроме того, возникает 
проблема устойчивости цепи. При 

"отр. М5 _ 1 

г С’ 
цепь теряет устойчивость, а при М/С > | возникают автоколебания, 
т. е. усилитель превращается в генератор. 

Иначе обстоит дело при больших амплитудах напряжения на входе 
усилителя. Увеличение амплитуды на зажимах база — эмиттер приводит 
к уменьшению средней ‚крутизны Зср И В соответствии с (9.62) к уменьшению 
Готр- Зависимость 5,5 И Готр ОТ амплитуды приводит к нелинейным искаже- 
ниям усиливаемого ср гна 

Подставляя 5, вместо $ в выражение (9.61), получаем 

Е Е 


а, (9.617) 
г— Мер Сі (оГ — 1/06) Гок 4- (01 — оС) 


а при резонансе 
Ттах == Е/Гок» (9.61”) 
где гок =-Г— М$ср/С. (9.63) 


Из выражения (9.61') следует, что при усилении 
АМ сигнала, когда Е = Е (1), амплитуда тока Л (1) 
будет изменяться по закону, отличному от закона мо- 
дуляции ЕЁ {1) (из-за зависимости $, от амплитуды 
Рис. 9.40. Резонанс- Колебания). Возникает нелинейное искажение усили- 
ные характеристики ваемого сигнала, сопровождающееся образованием 
регенерагивного кон- новых частот. 

ТУРА малых: М при Нелинейный характер рассматриваемой цепи 


больших ‘ амплитудах: (при больших амплитудах Е) влияет также и на 


ототствие регенезации Форму резонансной характеристики регенерирован- 
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1 Юр 


чого контура. Действительно,. при отклонении частоты входного сигнала 
о от резонансной частоты ор возрастает реактивное сопротивление х = ®[— 
— оС в (9.61'), что приводит к уменьшению амплитуды тока /. Но умень- 

шение / в свою очередь приводит к уменьшению и г., из-за возрастания 9 ар 
[см. (9.63)1, что в некоторой степени компенсирует влияние возрастания х. 
В результате резонансная характеристика в верхней части уплощается, и 
тем сильнее, чем болыше амплитуда внешней ЭДС, действующей на контур. 
При значительных расстройках преобладающее влияние на амплитуду ока- 
зывает реактивное сопротивление и резонансная характеристика быстро 
спадает почти до нуля (рис. 9.40). 

Из всего сказанного следует, что регенерацию можно эффективно ис- 
пользовать только для усиления слабых сигналов. 

С явлением регенерации часто приходится встречаться в радиотехнике. 
Иногда регенерация возникает в усилительных устройствах из-за наличия 
паразитных обратных связей, что может приводить к искажению сигналов. 


9.13. ДЕЙСТВИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ЭДС 
НА АВТОГЕНЕРАТОР. ЗАХВАТЫВАНИЕ ЧАСТОТЫ 


Поведение автогенератора, находящегося под действием внешней силы. 
существенно зависит от амплитуды и частоты этой силы. 

Если амплитуда возбуждения очень мала по сравнению с амплитудой ав- 
токолебания и одновременно частота о значительно отличается от частоты 
о. = юр свободного автогенератора (0 — резонансная частота контура ав- 
тогенератора), то действие внешней ЭДС сводится к эффекту модуляции, ко- 
торый проявляется в изменении фазы и амплитуды автоколебания по весьма 
сложному закону. С приближением частоты ® к ор картина меняется. Часто- 
та генерации о. «подтягивается» к частоте о внешней ЭДС, и при некотором 
значении Ло = о — ор, зависящем от соотношения амплитуд, автогенера- 
тор начинает работать точно на частоте о. >: о без каких-либо признаков 
модуляции. Частота генератора оказывается «захваченной» частотой вынуж- 
дающей силы. 

Явление захватывания частоты используется в ряде радиотехнических 
устройств, когда требуется осуществить принудительную синхронизацию ав- 
тогенератора с помощью маломощного источника колебаний. В некоторых 
случаях, например при наличии паразитных связей между двумя автогенера- 
торами. захватыванне возникает произвольно и препятствует независимой их 
работе на близких частотах. 

Рассмотрим механизм явления захватывания частоты в простейшем од- 
ноконтурном автогенераторе с трансформаторной обратной связью при по- 
следовательном включении внешнего источника ЭДС в цепь база — эмит- 
тер (рис. 9.41). Следует подчеркнуть, что такая схема выбрана только для 
определенности рассуждений. С точки зрения установления общих соотноше- 
ний вид схемы автогенератора и способ введения вынуждающей ЭДС 
принципиального значения не имеют. Частоту генерации (в отсутствие внеш- 
ней ЭДС) приравняем резонансной частоте контура ор = УТС. 

Рассмотрим сначала баланс фаз в автогенераторе, находящемся под дей- 
ствием внешней ЭДС е (2) = Е соз (оѓ -- Ө,), в предположении, что имеет 
место стационарный режим захватывания, т. е. генерируемая частота о. 
равна частоте о, отличной от резонансной частоты контура ор. При этом ам- 
плитуду Е будем считать настолько малой, что все основные параметры авто- 
колебания — амплитуда первой гармоники коллекторного тока /,, амплиту- 
да напряжения на контуре (О, и амплитуда напряжения обратной связи 
О..-— останутся такими же, как и в отсутствие внешнего воздействия. 
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М «ал» «ал. 
Оос - 
= +. 
Е. > —5к0 
60 Ее 
Рис. 9.41. Автогенератор с синхронизи- Рис. 9.42. Векторные диаграммы нанря 
рующим источником ЭДС в цепи база — жений и тока в автогенераторе: 
эмиттер а) без внешнего воздействия: 0) в режнме 


захватывания частоты 


Иными словами, влияние внешнего воздействия проявляется только в измене- 
нии фазовых соотношений в автогенераторе. 

До включения источника внешней ЭДС эти соотношения характеризу- 
ются векторной диаграммой, показанной на рис. 9.42, а. Ток |, — в фазе с 
напряжением Уз, :: Ч, а напряжение О, в фазе с током І, (напряжение 
на контуре отсчитывается от эмиттера к коллектору). 

Исходная фаза тока 1, выбрана произвольно, так как в автогенераторе 
фаза автоколебания зависит от начальных условий запуска. После включе- 
ния внешней ЭДС е (4 = Е соѕ оѓ (начальная фаза Ө, приравнена нулю) и 
установления стационарного режима диаграмма примет вид, показанный на 
рис. 9.42, 6. При построении этой диаграммы учтены следующие условия: 

а) между током 1, и напряжением ЏО, имеется фазовый сдвиг ф,, зави- 
сящий от расстройки контура по отношению к генерируемой частоте о. 
Принимая для определенности, что о < ою}, приходим к выводу, что век- 
тор Ч, должен опережать вектор І, на угол 


15 


Чур 


{= ага | (9.64) 
где @ — добротность контура; 
б) ток 1, находится в фазе с результирующим напряжением Чь.,: 

в) напряжение обратной связи Ч.., связанное с напряжением контура 
О, соотношением Ч. = МОУ»/Ё, не зависит от частоты. Поэтому направ- 
ления векторов Ч ‹ и О, совпадают. 

Из диаграммы видно, что нарушение фазового баланса автогенератора 
в коллекторной цепи на угол Фф, (в сторону опережения) из-за расстройки ко- 
лебательного контура (при о < ор) компенсируется тем, что в цепи база — 
эмиттер результирующее напряжение Ш. сдвинуто на угол Фф, в сторону от- 
ставания относительно Мос 

Когда о >> ®р, фазовый сдвиг в коллекторной цепи является запазды 
вающим, а в цепи база — эмиттер — опережающим. 

Из условий б) и в), а также непосредственно из диаграммы ' на 
рис. 9.42, б вытекает следующее равенство: 


Уи, = Е т Фик, Го» (9.65) 
где Ф, — фазовый сдвиг между Е и О,. 
! Эту диаграмму удобно строить исходя из произвольно выбранного положения 


вектора |, после чего вся диаграмма должна быть повернута на угол, при котором по- 
ложение вектора Е соответствует заданной начальной фазе Ө, внешней ЭДС. 
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Итак, если режим захватывания действительно существует, то одновре- 
менно выполняются равенства (9.64) и (9.65). 

Используя оговоренное условие малости Е по сравнению с И,,, мож- 
но считать Ив, А ос, 


зіп, = Ф, < (Е/ О) Эт Фь а (Е/И ве) ЗИ фк. 


Малость угла ф, позволяет также и в выражении (9.64) заменить тангенс 
его аргументом: 


Каф, аф, =2(® 0р) бер. 


Приравнивая правые части последних двух выражений, приходим к сле- 
дующему соотношению: 


2 (®-- юр) ор = (Ее) т Ф, (1 0). (9.66) 


Из этого соотношения следует, что при заданной разности частот о и ор 
фазовый сдвиг напряжения О, относительно синхронизирующего колебания 


фу = аге ѕіп 2 (0 — 0р) бор (9.67) 

Е/2ое 

Соотношения (9.66) и (9.67) имеют смысл при условии, что абсолютная 
величина расстройки [о — өр | не превышает некоторого предельного значе- 
ния, при котором |ѕіп фь| -= 1. Из физических соображений очевидно, что 
это предельное значение |® — юр |х Соответствует границам полосы за- 
хватывания. Подставляя в уравнение (9.66) ѕіп ф» -- 1, находим полную 
относительную ширину полосы захватывания 


23а. 219 орша "(т <) (2) (9.68) 
ар Юр Ге 9 (ос 

Итак, полоса захватывания пропорциональна отношению амилитуды 
внешней ЭДС к амплитуде колебаний свободного автогенератора и затуха- 
нию контура 4= 1/9. 

В тех случаях, когда внешняя ЭДС вводится непосредственно в колеба- 
тельный контур автогенератора, выражению для полосы захватывания мож- 
но придать несколько иной вид. Рассмотрим в качестве примера схему гене- 
ратора с контуром в цепи база — эмиттер (рис. 9.43). Схема эквивалентного 
контура, в котором действие обратной связи учтено генератором ЭДС О ое» 
изображена на рис. 9.44. В отсутствие постороннего воздействия амплиту- 
да Из, связана с И,, соотношением Ив, = Ис ©. . 

Подставляя это соотношение в формулу (9.68), получаем 


2А тах, в, а Е/ О. | (9.69) 


Рис, 9.43. Включение синхронизирующе- Рис. 9.44. Схема замещения контура к 
го источника ЭДС в колебательный кон- рис. 9.43 
тур автогенератора 
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Аналогично можно пока- 
зать, что при введении вынуж- 
дающей ЭДС в коллекторный 
колебательный контур полу: 
чится соотношение 


2Лоах/ер а ЕЛИ», (9.70) 


где И„-- амплитуда напря- 
жения на контуре свободно- 
Рис. 9.45. Зависимости |ог—-0| (а) и генерируе- ГО автогенератора. 
мой частоты г (6) от частоты  синхронизирую- Нетрудно заметить, что 
щего источника отсутствие в формулах (9.69) 
и (9.70) величины О объяс- 
няется тем, что внешнее воздействие оценивается ЭДС, вводимой по- 
следовательно в контур, а режим свободного автогенератора — напряже- 
нием, действующим на реактивном элементе контура. Если же оба напряже- 
ния определять одинаково: либо на реактивном элементе, либо как ЭДС, 
вводимую в контур последовательно, то независимо от схемы полосы захва- 
тывания будут определяться выражением вида (9.68). 

Связь между генерируемой частотой о, и частотой ою вынуждающей 
ЭДС иллюстрируется рис. 9.45. Штриховая линия на рис. 9.45, а соответст: 
вует свободному генератору, когда «©, = юр = сопѕі. При введении в генера- 
тор источника внешней ЭДС частота о, «подтягивается» к частоте о и сплош- 
ная линия |9, — о | отрывается от штриховой [оро |. Отрезок оси абсцисс, 
на котором |0, — о | == 0 и, следовательно. частота генератора совпадает 
с частотой о, и есть полоса захвата. 

График зависимости генерируемой частоты о, от частоты о вынуждаю- 
щей ЭДС представлен (в ином масштабе частот) на рис. 9.45, 6. 


9.14. УГЛОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ В АВТОГЕНЕРАТОРЕ 


В автогенераторах, работающих на частотах не выше нескольких десят- 
ков мегагерц, широко используются методы угловой модуляции, основан- 
ные на прямом изменении резонансной частоты колебательной цепи генера- 
тора изменением емкости или индуктивности контура. Так как резонансная 
частота колебательного контура непосредственно определяет частоту генера- 
ции, то под угловой модуляцией в автогенераторе будем подразумевать час- 
тотную. 

Существует ряд способов управления резонансной частотой колебатель- 
ной цепи: электронные, электромагнитные и др. Выбор того или иного спосо- 
ба зависит от основных параметров модуляции: относительного изменения 
Частоты А®/®р и скорости изменения частоты. Последний параметр харак- 
теризуется спектром модулирующего сигнала. При медленной модуляции 
(низкие частоты) широко применяются такие способы, как изменение индук- 
тивности катушки изменением тока, подмагничивающего сердечник катушки, 
и др. Если спектр сообщения содержит относительно высокие частоты, то 
приходится прибегать к безынерционным способам управления емкостью или 
индуктивностью контура. 

Широко распространенным способом электронного управления резо- 
нансной частотой колебательного контура является подключение к контуру 
варикапа — полупроводникового диода (р — п-переход), емкость которого 
зависит от напряжения, приложенного в направлении запирания перехода. 
Упрощенная схема автогенератора с варикапом изображена на рис. 9.46, а. 
Разделительный конденсатор С преграждает путь в контур постоянному то - 
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ку от источника ЭДС ВБ, используемого для установления рабочей точки на 
вольт-фарадной характеристике варикапа. Конденсатор Ср необходим также 
для устранения короткого замыкания источника модулирующего сигнала 
ео (2 на относительно небольшую индуктивность Г, контура. Блокировоч- 
ный дроссель Г.„, преграждает путь высокочастотному току от автогенерато- 
ра в источник Э ЭДС ео (2). 

На схеме замещения колебательной цепи автогенератора (рис. 9.46,6) 
С, обозначает среднюю емкость варикапа [в отсутствие модулирующего на- 
пряжения ео (01, а АС (1) — вариацию емкости, пропорциональную напря- 
жению ео (1. Сопротивление перехода обозначено Ю, а объемное сопротив- 
ление толщи полупроводника г. 

При заданных значениях средней частоты о, и частотного отклонения 
А о требуемое изменение емкости АС нетрудно найти с помощью очевидных 
соотношений 


00 = ШИГ, Со, 0 + А® = 
КИ ГО 
ИТЕ АС/бь ' 


где Со = С, + С, — средняя емкость контура. 
Разделив последнее выражение на о, получим 


1 + Ао/в, = ГИУ ТАСС, о, 


1 1 
УТ» (Сью АС) У, С ИАС Ско 


откуда 
АС нн 240 /оо (Долоо) (9.71) 
Ско (1-- Ао гоо)? 


В общем случае требуемое относительное изменение емкости связано с 
заданным относительным изменением частоты нелинейной зависимостью 
(9.71). Однако необходимость использования этого соотношения возникает 
лишь при очень глубокой частотной модуляции. В ряде применений ЧМ от- 
носительное изменение частоты весьма невелико. Например, при передаче 
речи и музыки на УКВ величина А в/в, не превышает нескольких долей про- 
цента. В подобных случаях выражение (9.71) можно упростить, если пренеб- 
регать величиной А о/о, по сравнению с единицей: 


`АС/С = — 2Ло/о (. 


Таким образом, при малых относительных изменениях Ао и АС связа- 
ны линейными соотношениями и для получения линейной ЧМ емкость нуж- 
но изменять по закону функции ео (2). 

Недостатком варикапа как частотного модулятора является зависимость 
сопротивления перехода Р (см. рис. 9.46, 6) от амплитуды внешнего напряже- 
ния. При относительно глубокой ЧМ, требующей значительных амплитуд 
модулирующего напряжения, эта зависимость приводит к существенному из- 
менению вносимого в контур автогенератора затухания и в конечном счете 
к паразитной АМ. 


І 24С@) 


0) 


Рис. 9.46. Автогенератор с ЧМ при помощи варикапа (а) и схема замещения колеба- 
тельной цепи (6) 
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Глава 10. ЦЕПИ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


10.1. ОБЩИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЦЕПЕЙ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


Электрические цепи, в которых хотя бы один из параметров изменяется по ка- 
кому-либо заданному закону, называются параметрическими. 
Предполагается, что изменение (модуляция) параметра или параметров осу- 
ществляется электронным способом при помощи управляющего колебания. 
Приведем простые примеры электронных способов вариации парамет- 
ров цепи. Рассмотрим зависимость крутизны вольт-амперной характеристи- 
ки активного элемента { (и) от управляющего колебания е, (2), наложенного 
на постоянное напряжение Е, (см. рис. 10.1, а). Эту зависимость можно за- 

писать в виде 
аі 


9 (еу) =(5- 


(10.1 
и аа 


Выражение (10.1) определяет дифференциальную крутизну характерис- 
тики в точке Ё, - еу. Если в пределах изменения еу характеристику можно 
аппроксимировать полиномом второй степени 


і== (Е) 1-а (и — Во) + а (и —Ео)*, (а 20, а 2 0), 
то выражение (10.1) приводится к виду 
$ (еу) = 01 + 20е; = 8, -- 205 еу, (10.2) 


где 5. = а, — дифференциальная крутизна в точке А (рис. 10.1, а). Зависи- 
мость крутизны от управляющего напряжения изображена на рис. 10.1, а в 
виде наклонной прямой линии. 

Пусть еу == Е, соѕ оуѓ. Тогда крутизну можно записать в виде функции 
времени 


5 (0) =а,4- 2, В, созо, і= а (1 + 


Е с0$ ої) = 
ау 


= 9,(1 4- 71 соѕ о, 1), (10.3) 


где т == 2а,Еуіау — глубина «модуляции» параметра $. Соответствующим 
выбором Ё, и Е, можно обеспечить условие т < І. 

По отношению к слабому сигналу ез (9, наложенному на управляющее 
напряжение еу (1), рассматриваемое устройство можно трактовать как линей- 
ное с переменным параметром $ (4), управляемым по закону (10.3). Сущест- 
венной особенностью дифференциальной крутизны (а также дифференциаль- 
ного сопротивления) является то, что этот параметр может принимать отри- 
цательное значение. Для этого нужно, чтобы вольт-амперная характеристи- 
ка на некотором участке имела отрицательный наклон (окрестность точки В 
на рис. 10.1, а. 

Аналогично можно истолковать принцип электронного управления 
емкостью. Пусть к нелинейной емкости приложены два колебания: сильное, 
которое назовем управляющим, и слабое — сигнальное. Воспользуемся ап- 
проксимацией вольт-кулонной характеристики нелинейного конденсатора 
полиномом второй степени, как это было сделано в $ 8.1 и 8.15: 


9 = +65 (и —Е)- 5 (и —Е,)?, в >0, №2 0. 
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+ 0) 


Рис. 10.1. Электронное управление крутизной вольт-амперной характеристики резистив- 
ного активного элемента (а) и вольт-фарадной характеристики варикапа (6) 


Тогда дифференциальную емкость по аналогии с (10.2) можно определить вы- 
ражением 


а 
С(еу) = 24 


и = 6 4- 26, еу, 


и=Е,+еу 
где 6; = С, — дифференциальная емкость в точке и = Е, [см. (8.4)1, а 


1 а? 


2 = = 


21 аи? 


и=Е, 9! аи |а, 


Если управляющее напряжение является гармоническим колебанием 
е, = Е, с0$ о Ё, то можно написать 


С (1 = С, (1 + т соѕ ©,4), (10.4) 


где т = 26, Е/Ь, — глубина модуляции емкости. 

После такого преобразования можно говорить о воздействии одного лишь 
сигнала ез (#) на периодически изменяющуюся во времени линейную емкость 
С (2), так как влияние управляющего колебания учтено заменой нелиней- 
ной емкости линейной параметрической емкостью. 

При использовании в качестве управляемого элемента барьерной емко- 
сти р — п -перехода можно исходить из вольт-фарадной характеристики, 
представленной на рис. 10.1, 6. При и < 0 эта характеристика хорошо ап- 
проксимируется формулой 


С (и) =С (0) Уф, (и |+ Фн), (10.5) 


где фр > 0 — контактная разность потенциалов, зависящая от кристалла, 
примесей ит. д.; и — внешнее (обратное) напряжение. 
Подставляя в (10.5) ш] = |Е,|- Е, соѕ оу # (при Е, < |5,]), получаем 


СОС ит = со х 
фк + | Ес |-- Бу соѕ оу і Фк-- | Во| 


1 


х—————___, 
1-- бу оу ѓ 
—— со 
Фк-+ [Во | У 
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При Еу/(фк- 15) «1 последнее выражение можно записать в форме 


С()љ Со =, (10.5') 
1+ у сово 1-- т соѕоуѓ 
2 (Фк +1 0) И 
где С, = С (О) фь/ (Ф + + Е.) — дифференциальная емкость в точке и == 
= = Е т = Е;/2 (Фф, -- 1Е,|) — глубина модуляции емкости. 
При т < "| выражение (10.5') можно записать в форме 
С (0) — С, (1 — т соѕ о, В, (10.5”) 


совпадающей с (10.4). 

Выражение, аналогичное (10.5”), можно составить и для параметричес- 
кой индуктивности Д. (#), управляемой током. 

При установлении соотношений между зарядом,током и напряжением 
на параметрической емкости следует исходить из очевидных выражений 


9(0) -с0 ис (0), (10.6) 


Ё (2) = г (10.7) 
ис (0 = т 90) = == Тт |: 0а (10.8) 


Для параметрической индуктивности Г. (і) имеют место следующие соот- 
ношения, связывающие потокосцепление Ф, напряжение и; и ток {: 


ФОЕОЦК (10.9) 
ш. (0) = в. О (0 2, (10.10) 
0 = т ФО = го [а.а (10.11) 


Следует подчеркнуть, что в выражениях (10.6) — (10.11) С (1 и А (№ 
рассматриваются как линейные емкость и индуктивность. 

Отметим принципиальное отличие реактивных элементов от резистивных: 
дифференциальные емкость и индуктивность не могут быть отрица- 
тельными !. Физически это объясняется тем, что увеличение напряжения на 
емкости не может вызывать уменьшение зарядов,а увеличение тока через 
индуктивность не может приводить к уменьшению потокосцепления. Иными 
словами, энергия, запасаемая в электрическом поле конденсатора или в маг- 
нитном поле катушки, не может быть отрицательной. 

В дальнейшем изложении элементы с изменяющимися во времени пара- 
метрами К (1), С (й и Г (4) будут рассматриваться как линейные; к ним 
применим принцип суперпозиции. Термины «дифференциальное сопротивле- 
ние», «дифференциальная емкость или индуктивность» частот будут опус- 
каться. 

Цепи с переменными параметрами играют очень большую роль в радио- 
технике и электронике. 

Можно говорить о двух принципиально различных видах изменения па- 
раметров: 


і Имеются в виду обычные элементы. С помощью же усилительных схем с обрат- 
ной связью можно имитировать отрицательные Си / 
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1) управляемое изменение для осуществления различных преобразова- 
ний сигналов (модуляции, преобразования частоты, параметрического уси- 
ления ит. д.); 

2) неуправляемое изменение, обусловленное различными физическими 
явлениями при передаче сигналов в свободном пространстве, например, из- 
меняющейся во времени задержкой сигнала, колебанием затухания волн при 
их распространении, изменением фазовых соотношений при многолучевом 
распространении радиоволн, изменением сигналов во времени из-за флук- 
туации параметров тракта і т. д. 

Влияние изменений параметров второго вида, носящих обычно статисти- 
ческий характер, будет рассмотрено в гл. 11. В настоящей главе изучаются 
явления при принудительном изменении во времени одного из параметров 
линейной цепи (апериодической или колебательной). В основном имеется 
в виду изменение параметра по гармоническому закону. 


10.2. ПРОХОЖДЕНИЕ СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ 
ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ 


В гл. 6 рассматривалась передача различных сигналов через линейные 
цепи с постоянными параметрами. Связь между входным и выходным сигна- 
лами в таких цепях определялась с помощью передаточной функции К (ѓо) 
(спектральный метод) или с помощью импульсной характеристики в (1) (ме- 
тод интеграла наложения). 

Аналогичные соотношения можно составить и для линейных цепей с пе- 
ременными параметрами. Очевидно, что в подобных цепях характер зави- 
симости между входным и выходным сигналами в процессе передачи изменя- 
ется. Иными словами, передаточная функция цепи зависит не только от о, 
но и от времени; импульсная характеристика также зависит от двух пере- 
менных: от интервала Г — х между моментом приложения единичного им- 
пульса х и моментом наблюдения выходного сигнала ї (как и для цепи с по- 
стоянными параметрами) и, кроме того, от положения интервала {1 — х на 
оси времени. Поэтому для цепи с переменными параметрами импульсную ха- 
рактеристику следует записывать в общей форме в (2, х). 

Если на входе четырехполюсника с импульсной характеристикой с ($, 
х) действует произвольный сигнал $ (№) (рис. 10.2), то, основываясь на прин- 
ципе суперпозиции, выходной сигнал по аналогии с выражением (6.11) мож- 
но определить с помощью выражения 


оо 


$вых (В == \ $(Е—юЕ(Ь х) х. (10.19) 


— 00 


Постараемся теперь ввести передаточную функцию К (ѓо, й) для цепи 
с переменными параметрами. Для этого представим функцию $ (# — х) в ви- 
де интеграла Фурье: 


$(Х) = 2 | $ (о)еѓе (-—9 до, (10.13) 


где $ (&) — спектральная плотность сигнала $ (1). 
Тогда выражение (10.13) переходит в следующее: 


(0 = — | $ (о) е:* | в (Е, ле ахаю. 
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Обозначив внутренний интеграл через 


о 9,5) о К (101), перепишем последнее выражение сле- 
500) К (20,2) Эвых(Й дующим образом: 


с 
Рис. 10.2. Параметриче- $вых (Й = | $ (о) К (іо, ее! 4. (10.14) 
ский четырехполюсник оо 


Из (10.14) следует, что функцию К (ѓо, #, определяемую выражением 


К (іо, Й = Г Б (Ь х)е— ‘ох х, (10.15) 


— 00 


можно рассматривать как передаточную функцию линейной цепи с перемен- 
ными параметрами. 

Применение общего выражения (10.15) к цепям с произвольным измене- 
нием параметров во времени обычно оказывается слишком сложным из-за 
трудности нахождения импульсной характеристики & (&, х). Задача сущест- 
венно упрощается в случае периодического изменения параметра цепи. Опре- 
деление функции К (ѓо, #), периодической во времени, рассматривается в 
$ 10.4. 


10.3. ПРИМЕР ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИМПУЛЬСНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 


Для определения импульсной характеристики & (Ь х) непосредственно 
по заданным параметрам цепи без обращения к передаточной функции К (ѓо, 
1) необходимо использовать дифференциальное уравнение цепи. 

Рассмотрим простую цепь, описываемую уравнением первого порядка 


(0-00 = 0. (10.16) 


По определению импульсная характеристика является откликом цепи 
на единичный импульс 6 (Е — х), подаваемый на вход в момент Ё=х 
(см. $ 10.2). Из этого определения следует, что если в правой части уравнения 
(10.16) функцию ў (В заменить на б ({ — х), то в левой части у (1) можно за- 
менить на є (&, х). 

Таким образом, приходим к уравнению 


а ада, д =60(—а). (10.17) 


Так как правая часть этого уравнения равна нулю всюду, кроме точки 
і = х, функцию в (Ё х) можно искать в виде решения однородного уравне- 
ния (с нулевой правой частью) 


а (1) 5+ +а,() у =0, а, = 0, (10.18) 


при начальных условиях, вытекающих из уравнения (10.17), а также из ус- 
ловия, что к моменту приложения импульса 6 (# — х) в цепи отсутствуют то- 
ки и напряжения («пустая» цепь). 

В (10.18) переменные разделяются: 


д р. 40 р =0; 
у а (2) у 
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откуда 
—{ Рё 


у = фе | (10.19) 
где Р( =а, (0/4, (0, а 
Ф = 0 |... == (1, х) |1 = (10.20) 


представляет собой значение импульсной характеристики в момент Ё = х. 
Для определения ф вернемся к исходному уравнению (10.17), из которо- 

го видно, что в точке # = х функция © (1) должна совершать скачок на вели- 

чину 1/2; (х) (рис. 10.3). Только при этом условии первое слагаемое в уравне- 

нии (10.17), т. е. а, (2) аа/АЬ может образовать дельта-функцию д (Ё— х). 
Так как при ё<х &(Ьлх) == 0, то в момент # = х 


р (і, х) 1х = 17а (х). (10.21) 


Заменяя в выражении (10.19) неопределенный интеграл определенным с 
переменным верхним пределом, получаем 


1 1 
2х) = Ф(х)ехр —|Р ди | =— ехр а ‚ (10.29) 
В. од (х) а; (и) 
х х 
Для ясности переменная интегрирования вместо {Е обозначена буквой и. 
Используем выражение (10.22) для цепи (рис. 10.4), представляющей со- 
бой последовательное соединение резистора с переменным сопротивлением 


г (В = 7/01 + т ѕіп 94) (10.23) 


и с постоянной емкостью С,. Под 6 (Е — х) подразумевается импульс ЭДС, 
а в качестве определяемой функции р ($, х) выберем заряд конденсатора 4 (1). 

Тогда уравнение цепи в соответствии с (10.17) и (10.23) можно записать 
в форме 


Йо М 01 0х). 


—__ (10.24) 
14-тѕіп ФЕ Со 


Подставляя в (10.22) 
а; (0) = г/т эт 90, а, (6) = С,,, 
получаем 


і 
9(0, х) = тзп с; Е 1-- т шп Фи “|= 
0 


го Со 


= [тут 07 ехр[ — і — х т 


соѕ 9 -—-соѕ Әх . 
Го го Со + С, © ) 


(10.25) 


470, 
а, (т) в =0(-1) 


90,2) 


1/8,60) 


2 Ё 


Рис. 10.3. Импульсная характеристика 
цепи, описываемой уравнением (10.17) 


РЕ) 


е5, 2 ) 4, 


Рис. 10.4. Пример простой параметри- 
ческой цепи 


Зи 


ур, Чт эт) 


7/8 1/2 57/4 ГТ 7/4 12 37/4 ГТ 
а) 5) 


Рис. 10.5. К определению импульсной характеристики цепи, представленной на 
рис. 10.4 


Продифференцировав это выражение по & можно найти ток { (1). В мо- 
мент 2 = х, когда д (#, х) образует скачок, равный 1/7 (2), ток будет (1/7 (д) х 
хб (1 — х). Напряжение на емкости можно определить делением выраже- 
ния (10.25) на С,. 

Из выражения (10.25) видно, как вариация сопротивления по закону 
(10.23) влияет на характер разряда: в аргументе экспоненты кроме — (+—х)/ 
г,Со (как и при постоянном сопротивлении ғ,) появляется периодическое сла- 
гаемое (т/гоСь ©) (соѕ 97 — соѕ Ох). 

Закон изменения г ( /7, показан на рис. 10.5, а, график функции 
год (Ё, х) при С9 = 1 и т = 0,25 — на рис. 10.5, 6. 

Штриховой линией показана зависимость ехр [-—(Ё — х)/7% С], со- 
ответствующая импульсной характеристике при постоянном сопротивлении 
то (т = 0) их = 0. 

Для более сложных цепей, описываемых дифференциальным уравне- 
нием 7-го порядка (п >> 2), задача определения импульсной характеристики 
усложняется. 


10.4. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ ЦЕПИ 
С ПЕРИОДИЧЕСКИ ИЗМЕНЯЮЩИМСЯ 
ПАРАМЕТРОМ 


Наряду с выражением (10.15) можно дать еще одно определение переда- 
точной функции К (1, 2), которое в некоторых задачах позволяет избежать 
обращения к импульсной характеристике. С этой целью используем выраже- 
ние (10.14) для случая, когда входной сигнал является гармоническим коле- 
банием $ (#) = с0$ ®оё а соответствующий ему аналитический сигнал 2 (= 
== @®ой. 

Спектральная плотность этого сигнала 2 (@) = 276 (о — ®о) [см. 
(2.98) и (3.87)]. Подставляя 2 (о) вместо $ (®) в формулу (10.14), получаем 


оо 


2һых (=> | 276 (© — 0) К (10, ео до = К (іо, де 1, 


0 
откуда, опуская индекс нуль при ®, находим 

К (іо, 1) = 2ъых (0/6. (10.26) 
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Под 2х (#) в данном выражении следует подразумевать аналитический 
сигнал на выходе цепи при гармоническом воздействии еѓо! на входе. 

Определение (10.26) особенно эффективно, если передаточная функция 
К (іо, 1) изменяется во времени по периодическому закону. При периоде 
Т = 2л/9 функцию К (ѓо, 1) можно представить в виде ряда Фурье: 


К (№, #) = Ко (іо) - К, (іо) соѕ (91 —2,) + К, (іо) соѕ (207 -- 5) + ..., (10.27) 


где К. (іо), К, (1®),...,— не зависящие от времени коэффициенты, в общем 
случае комплексные, которые можно истолковать как передаточные функ- 
ции некоторых четырехполюсников с постоянными параметрами. Произведе- 
ние К» (ѓо) соѕ (поі -- &,) можно рассматривать как передаточную функцию 
каскадного соединения двух четырехполюсников: одного с передаточной 
функцией Қ, (го) не зависящей от времени, и второго с передаточной функ- 
цией соѕ (по? +- Ё,), изменяющейся во времени, но не зависящей от частоты 
о входного сигнала. 

Основываясь на выражении (10.27), любую параметрическую цепь с пе- 
риодически изменяющимися параметрами можно представить в виде эквива- 
лентной схемы, изображенной на рис. 10.6. 

В соответствии с (10.26), при входном сигнале $ (1) = соѕ ®Ё 2 (№ >= еѓ/, 
сигнал на выходе будет 


2вых (0) =К (№, 0) е‘ = Ко (іо) е9 -- К, (іо) ей? соѕ (01 -- 5) -- 
+ К, (1) е!®! с0$ (292 -4- С,) 4... = Қ, (о) еѓ (9+ Фо) + К, (о) её (41 Ф1) у 
х с0$ (0 + Е) + К. (©) е‘ (“2 соѕ (2014-Е) +... (10.28) 


Здесь Фо, Ф, Ф»,... —– ФЧХ четырехполюсников Қ, (ѓо), К, (ѓо), К, (ѓф),... 
Переходя к вещественному сигналу на выходе, получаем 


бвых (2) —Ке2ьых (= Ко (©) с0$ (&1-| Фо) — К; (~) соз (07 -Ё Фа) со5 (91-5) + 
- К. (о) соѕ (оѓ -- фз) соѕ (297 + 55) 4- .. = Ко (о) соѕ («Е фо) 


оо 
1 . 
+—— У К» (о) сою пб) 4 фа 1 5,14 со5 (о —п9) 1 фь — Б). 
п == | 
(10.29) 
Этот результат указывает на следующее свойство цепи с переменными па- 
раметрами: при изменении передаточной функции по любому сложному, но 
периодическому закону с основной частотой © гармонический входной сиг- 
нал с частотой о образует на выходе цепи спектр, содержащий частоты ©, 
оь 9, о + 290 ит. д. 


Рис. 10.6. Схема замешения линейной цепи 
при периодическом изменении параметров 
<— 


50) Звых ($) 


Г | к 0 (1) 


-| К, (26) | 1с05(07+8,) 
ее неет 


Рис. 10.7. К определению сигнала на выхо- 
де параметрической линии задержки 


г |с05(207+6 


йот, ) 
в $ 


500 =6с0501 т, (20) =т)+тт мот 


--- ------ | 
+ Г г 1) 
г] Г 
к ее 
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Если на вход цепи подается сложный сигнал, то все ‘сказанное выше 
относится к каждой частоте ® входного спёктра. Само собой разумеется, что 
в линейной параметрической цепи никакого взаимодействия между. отдель- 
ными компонентами входного спектра не существует (принцип суперпозиции) 
и на выходе цепи не возникает частот вида по; + тю», где @у и @, — раз- 
личные частоты входного сигнала. 

Поясним применение формул (10.26)— (10.29) на примере передаточной 
функции линии задержки 


К (о, 0) = е7 5 (10.30) 
при изменении т, (2) по периодическому закону 
т (0 =т, ти зт 9, 9 «о, (10.31) 


и при входном сигнале $ (#) = Е соѕ оѓ [соответственно 2 (1) = Ее®\ (рис. 
10.7). 
Основываясь на (10.26), определяем аналитический сигнал на выходе 


2вых (0 = Ее! К (іо, 0 = Ее тот 9988), (10.32) 
откуда следует 
вых (2) = Ве 2вых (2) = Е соѕГо (2—70) — Т, 51П ОЕ. (10.33) 


Получилось фазомодулированное колебание с индексом модуляции т == 
= 07, и со спектром, аналогичным выражению (3.31). Таким образом, коэф- 
фициенты ряда Фурье для функции К (іф, #) в данном примере совпадают 
с бесселевыми функциями Ј, (от,„) (см. $ 3.6). 


10.5. ПРИНЦИП ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО УСИЛЕНИЯ 
СИГНАЛОВ 


В $ 10.1 было показано, что по отношению к сигналу, малому по сравне- 
нию с управляющим колебанием, нелинейная емкость вместе с генератором 
накачки может быть замещена линейной, изменяющейся во времени емко- 
стью. Отвлекаясь от способа осуществления модуляции емкости (или индук- 
тивности), можно говорить об обмене энергией между источником сигнала и 
энергоемким параметрическим элементом. 

Наглядным примером обмена энергией при изменении емкости являет- 
ся хорошо известная модель с механическим раздвижением пластин заряжен- 
ного конденсатора. Пондеромоторная сила электрического поля конденса- 
тора стремится сблизить пластины (независимо от полярности напряжения); 
следовательно, для их раздвижения, т. е. для уменьшения емкости, необхо- 
димо произвести работу, которая увеличивает запас энергии конденсатора. 
При сближении пластин, наоборот, часть энергии поля конденсатора преоб- 
разуется в механическую энергию. 

Рассмотрим конденсатор (варикап), емкость которого С (1) с помощью 
управляющего напряжения изменяется по скачкообразному закону, пред- 
ставленному на рис. 10.8. Допустим, что подобный конденсатор включен в 
высокодобротный контур, возбуждаемый сигналом е (1) == Е соѕ оѓ, частота 
которого « совпадает с резонансной частотой контура ®р = ИУГСь 
[Со — среднее значение С (2)], а последняя вдвое меньше частоты изменения 
С (9. | 

Напряжение на конденсаторе ис (й, близкое к гармоническому, показа- 
но на нижней части рис. 10.8. Фаза изменения С (2) подобрана с таким рас- 
четом, чтобы уменьшение емкости происходило в моменты перехода ис (#) 
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через амплитудные значения, а увеличение — в 
моменты прохождения через нуль. В моменты 
спада С (#) напряжение ис (№) получает прира- 
щение (см. рис. 10.8), поскольку заряд конден- 
сатора не может мгновенно измениться. 

Этө означает, что энергия электрического 
поля в конденсаторе периодически получает при- 
ращение, а это эквивалентно увеличению сред- 
ней мощности сигнала. 

Если прирост энергии, обусловленный од- 
ним скачком (вниз) емкости С (1), не превы- 
шает расхода энергии за время Т, то парамет- 
рическая цепь устойчива, в противном случае 
возникает параметрическое возбуждение колеба- 
ний. Таким образом, регулируя относительную Ри, 10.8. Увеличение амп- 

литуды напряжения на кон- 
величину А С/С, т. е. глубину модуляции пара- денсаторе в моменты скач- 
метра С, можно осуществить как параметри- кообразного уменьшения 
ческое усиление сигнала, так и параметричес- — емкости 
кую генерацию. 

Реализация скачкообразного изменения С (#) связана с техническими 
трудностями и в практике не применяется. Значительно проще модулиро- 
вать емкость по гармоническому закону. Необходимо лишь соблюдать основ- 
ной принцип: уменьшать емкость в области максимальных значений заряда 
(напряжения) конденсатора и увеличивать в области минимальных значе- 
ний. 

Дополнительная мощность сигнала поставляется («накачивается») гене- 
ратором напряжения, управляющего значением С (1). В связи с этим его 
часто называют генератором накачки, а управляющее колебание — напря- 
жением накачки. 

Управляющее колебание наряду с обозначением е (0) = Е, соѕ (оуѓ +- 
+ %) в дальнейшем часто будет записываться в форме е, (0) = Е, соѕ х 
х (ву). 

Способ получения периодически изменяющейся емкости поясняется схе- 
мой на рис. 10.9, а. К нелинейной емкости С, д подводится управляющее на- 
пряжение накачки ен == Ён с0$ (®нЁ- ў), наложенное на постоянное напря- 
жение Ё,. Фильтр Ф, преграждает путь току частоты о, в цепь источника 
сигнала, а фильтр Ф, — току частоты сигнала о (и близких к © частот) в 
цепь накачки. 

Наложим условие Ё < Е. Тогда, как указано в $ 10.1, можно пренеб- 
речь изменением емкости под действием сигнала и считать, что закон измене- 
ния емкости определяется одним лишь управляющим напряжением. Основы- 
ваясь на формуле (10.5”), примем 


С (1 С, [1 —т соѕ (о, Ё-- у) = С, —АС соѕ (в, Ё-- 7), т<1, (10.34) 


0) 


Рис. 10.9. Воздействие на нелииейную емкость напряжений накачки и сигнала (а) и 
схема замещения для слабого сигнала (б) 
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где 
АС = тС.; (10.35) 

ү — начальная фаза. 

На рис. 10.9, б представлена эквивалентная линейная параметрическая 
схема, на которой цепь накачки не показана. 

Определим полный ток через емкость С (#) с помощью общего выражения 
(10.7): 

(0) = (Со АС соѕ (А, {+ )] [— ®Е пой - Е соѕ а, АС ѕіп (®, Ё-- ү) == 

= -— оС, Е зто -- 1 (о, + ©) АСЕ ѕіп (в, о), ү] + 

--1/, (ор — ©) АСЕ эт [(®, 01 +- ҮІ. (10.36) 

Частота о, -- ® < Зо в полосу прозрачности фильтра Ф; не попадает; 
следовательно, ток в цепи источника сигнала является суммой двух токов: 
на частотё о и на комбинационной частоте ®„ — ®, близкой к о (поскольку, 
«и А 20). Первый из этих токов, сдвинутый по фазе относительно е (2) = 
— Е соѕ оѓ на угол 90°, не может создавать активную проводимость — ни 
положительную, ни отрицательную. С точки зрения получения эффекта 


усиления интерес представляет комбинационное колебание разностной часто- 
ты ©һ — ®, особенно в частном случае оъ = 20. При этом ток на частоте ® 


о) == Е (о, о) АСЕ зіп (в, — 0) т] + ФАСЕ х 
х яп (&Ё-- 7) = У. АСЕ соѕ [07 + ү —л/2]. (10.37) 


Амплитуда этого тока /„ = \/, ӨЛСЕ. 
При ЭДС источника е (0) = Е соѕ ®Ёи токе (2), определяемом выраже- 
нием (10.37), отдаваемая источником мощность 


ЕІ л 1 ЕХ . Е? 
Р == —® СО —^) олс 2 зіп = (к —— 


где символом 


_ ®АС _ п. _. То Со . А 
б 5 сов ( х) 5 ѕіп ү (10.38) 


эк — 


обозначена эквивалентная активная проводимость, учитывающая расход 
мощности источника сигнала. 

Таким образом, приходим к схеме замещения (рис. 10.10, 6), соответ- 
ствующей параметрической цепи, показанной на рис. 10.10, а. Комбинаци- 
онная частота ®,  ® = Зо в этой схеме не учитывается, а частота ®„ — ® 
совпадает с частотой о. В результате по отношению к источнику сигнала пара- 
метрическая схема (см.рис. 10.10,а) приводится к схеме постоянными парамет- 
рами. Периодическое изменение С (1) с частотой «„=2® приводит лишь к поя- 
влению активной проводимости С,„, шунтирующей постоянную емкость Со. 

Рассмотрим три следующих характерных режима: ү =0, л/2 и —л/9 
(рис. 10.11). В первом случае (у = 0) С (2) модулируется таким образом, что 


С) өң 


Рис. 10.10. Параметрическая емкостная цепь (а) и схема замещения для сигнала с ча- 
стотой, вдвое меньшей частоты накачки (6) 
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Рис. 10.11. Напряжение на емкости и Рис. 10.12. Параметрическая индуктив- 

законы ее изменения при различных на- ная цепь (а) и схема замещения сигна- 

чальных фазах ла с частотой, вдвое меньшей частоты 
накачки (6) 


изменение запаса энергии в емкости за период колебания Тен == 2л/о, 
(а также за период Ть =: 2л/о) равно нулю. При этом Ськ == 0. 

Во втором случае (у = л/2) максимальная скорость нарастания С (2) 
имеет место в моменты, когда напряжение проходит через максимумы; при 
этом часть энергии, запасенной в емкости, переходит в устройство, изменяю- 
щее емкость. По отношению к источнику ЭДС это равносильно шунтирова- 
нию постоянной емкости С, положительной активной проводимостью б,, = 


= (т/2) ®С.. 

Наконец, в третьем случае, при у = — 7/2, когда С (#) убывает в обла- 
сти е (2) = Е и нарастает в области е (1) = 0, активная проводимость отри- 
цательна: О, = — (т/2) ®С.. 


Этот результат согласуется с результатами приведенного выше качест- 
венного рассмотрения принципа параметрического усиления. Отрицатель- 
ная проводимость С.„ учитывает приток энергии от генератора накачки в 
цець, содержащую С (№). В данном примере с электронно-управляемой ем- 
костью прирост энергии, запасаемой в емкости, происходит за счет работы, 
совершаемой генератором накачки при уменьшении емкости (преодоление 
сил электрического поля при движении электронов и дырок через потенци- 
альный барьер в области запирающего слоя). 

Результаты, аналогичные полученным выше для С (1), нетрудно вывес- 
ти также и для периодически изменяющейся индуктивности Г. (#). 

Исходя из схемы рис. 10.12, а при изменении индуктивности по закону 


Е (В = ШИ - т соѕ (оі + 5] (10.39) 
находим ток с помощью соотношения (10.11} (при т < 1) 
13 1 


100) = ее Вто 
г (1) @До [1-Н т с0$ (оң #--%)] 


[1 — т со< (о, Ё-- ү) т о = [7 $1 ®Ё— 
во 


91.0 


т т 


зіп [(0 + @ н) 1 + 1 — 


201, 2010 


эт [(® юн) #— п). 
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При ө, = 2% ток на частоте. ш 


о (0) = Е 1 зіп оѓ 5-Е т (%0{ +- 
®Ёо 


т 
2010 


т 
СОѕ х. 


4-7) = Ё — по Е 
«о 


50) 


201, 


То То 27 + 
н Первое слагаемое никак не влияет на 


Рис. 10.13. Напряжение и ток расход мощности, а второе, сдвинутое относи- 


в катушке, индуктивность кКо- __ . 
торой убывает при нанболь- тельно ЭДС сигнала на угол л/2 — ү, опре 


ших значениях тока деляет расход мощности 
Е? л т Е. Е? 
Р. = — соѕ | -— — сы = 0, —— , 
21.0 2 2 у 2915 2 у 9" 2 
где 
т 
(= Ут 
эк 2% Го у 


— эквивалентная активная проводимость. 

Таким образом, при ©, == 20 получается схема замещения, изображен- 
ная на рис. 10.12, б. Фазовые соотношения между е(? = Е соѕ оі, Ї (1) = 
= (Б/оі.,) ѕіп өѓ и индуктивностью /, (0, изменяющейся по закону (10.39), 
видны из рис. 10.13, построенного для у = — л/2. В данном случае проводи- 
мость С», отрицательна (— т/201.,), если при прохождении тока { (1) через 
амплитудные значения /, (#) убывает, а при прохождении его через нуль (8) 
возрастает. Энергия вводится в цепь за счет работы, совершаемой устройст- 
вом накачки при уменышении индуктивности, обтекаемой током (преодоле- 
ние сил магнитного поля, стремящихся сблизить витки и увеличить индук- 
тивность катушки). 


10.6. ОДНОКОНТУРНЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ 
УСИЛИТЕЛЬ 


Из предыдущего параграфа следует, что введением в колебательный 
контур переменной емкости или индуктивности можно при соответствующем 
законе изменения параметра осуществлять усиление колебаний. Простей- 
шая схема одноконтурного параметрического усилителя с переменной ем- 
костью изображена на рис. 10.14, а. Нелинейная емкость С, находится под 
воздействием двух напряжений: сигнального с частотой ® и накачки с час- 
ТОТОЙ Ф. 

Разделительные конденсаторы С, защищают генератор накачки и ис- 
точник сигнала от постоянного напряжения Ё ,, используемого для установ: 
ления рабочей точки на вольт-фарадной характеристике варикапа. Блоки- 
ровочный дроссель /.;„ преграждает путь в цепь источника Еотокам высокой 
частоты о и оу. 

Рассмотрим сначала режим работы усилителя при точном соблюдении 
условия & = ®,/2. В этом, так называемом синхронном режиме комбина- 
ционная частота ®„ — о совпадает с частотой о, так что в контуре сущест: 
вует ток только на частоте о. Схема замещения для синхронного режима 
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ГА 
Г к бр (бл 


е(0,ө е.),он вое, /2 


а 0) бак" 2 


Рис. 10.14. Одноконтурный параметрический усилитель (а) и схема замещения (6) 


представлена на рис. 10.14, б для случая ў = — л/2, соответствующего от- 
рицательной вещественной проводимости С„„. Символом С, обозначена сум- 
ма емкости конденсатора контура С, и средней емкости варикапа (соответ- 
ствующей постоянному напряжению Ё,). 

Для упрощения анализа источник ЭДС сигнала е (1), включенный в 
контур последовательно, заменен на рис. 10.15 генератором тока, подклю- 
ченным параллельно контуру и шунтированным внутренней проводимо- 
стью С. Проводимость нагрузки С» включает в себя также проводимость, 
учитывающую потери мощности в элементах контура. Шунтирование про- 
водимости нагрузки а, отрицательной проводимостью С», = (өЛС/9) х 
хзту= —@АС/2 = —т о Су/3 уменьшает суммарную проводимость и таким 
образом повышает добротность контура. Получается эффект усиления. 

Составим выражение для коэффициента усиления в виде отношения 
мощности сигнала на выходе усилителя к максимальной мощности, которую 
можно получить при отсутствии параметрической модуляции. Как извест- 
но, максимум мощности, выделяемой в проводимости нагрузки (при отсут- 
ствии усиления), достигается при б, = @;. При этом мощность сигнала 

ИЕ 1 № 


< = ——— — — 


(/ — амплитуда тока генератора). 

При подключении дополнительной проводимости С. напряжение на 
выходе будет Ё = / (С: + б, + О) -- //(2@, + @,,), а мощность, выделя- 
емая в проводимости нагрузки, 


, і 1 А і Г 1 12 | 
Р; = Е(ЕСн) 00, Е? =. 
2 2 2 (20 Ки Сак)? 2 40 (1 Е Сък/2Сн) 


Отсюда коэффициент усиления мощности 
Кр=р, ҮР, == 1/(1 -- 2/2а,)?. (10.40) 
Напомним, что О, — отрицательная величина. 


Из этого выражения непосредственно вытекаег условие устойчивости 
параметрического усилителя (в синхронном режиме) 


[Ск | <28, или тоС,/2<26,, (10.41) 


откуда критическое значение коэффи- 
циента параметрической модуляции 


Тьр —2 (2@,/9С.) = 2/0, (10.42) 


где Ф, — добротность контура с учетом 
С: И = РА . 
' зн. С: с. = С Рис. 10.15. Одноконтурный пара- 
аметим, что при (к = — 0, метрический усилитель (к схеме 
т. е. когда параметрическая модуляция на рис. 10.14, д) 
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компенсирует потери только в С,„, усиление по мощности равно всего лишь 
четырем. 

На практике при усилении реального сигнала, фаза которого не извест- 
на, а частота может изменяться в некоторой полосе, соблюдение условий син- 
хронного режима невозможно. Пусть частота сигнала о будет не точно 
в„/2, а ® = 0/2 + ©, где © — небольшое отклонение, не выходящее из 
полосы прозрачности колебательного контура. Тогда комбинационная часто- 
та будет о. —® =, = (0/2 + 9) = 0,/2 — ©. При этом в полосе 
пропускания контура оказываются два колебания: одно с частотой ®„/2 4- © 
(полезный сигнал) и другое с частотой о,/2 — © (комбинационная частота). 

Соотношение между амплитудами указанных двух колебаний зависит от 
глубины модуляции емкости т и величины ©. Подробный анализ, который 
здесь не приводится, показывает, что при значениях т, близких к критическо- 
му [см. (10.42), и относительно малой расстройке © амплитуды обоих колеба- 
ний примерно одинаковы. Возникают биения и связанные с этим последст- 
вия (пульсация амплитуды и изменения фазы результирующего колебания). 
Можно, правда, показать, что даже при расхождении частот о и ®,/2 сред- 
няя за период биений мощность колебаний больше, чем при отсутствии пара- 
метрического воздействия, т. е. что и в этом, так называемом бигармоническом, 
режиме имеет место усиление сигнала. Однако подобный режим работы 
усилителя не всегда приемлем. 

От недостатков, присущих одноконтурному параметрическому усили- 
телю, свободна схема, рассматриваемая в следующем параграфе. 


10.7. ДВУХКОНТУРНЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ 
УСИЛИТЕЛЬ 


Принципиальная схема двухчастотного или, как его часто называют, 
двухконтурного усилителя изображена на рис. 10.16. Первый, сигнальный, 
контур настраивается на центральную частоту спектра сигнала (резонанс- 
ная частота Фр! А 61), а второй, «холостой», контур — на частоту єю пз. до- 
статочно сильно отличающуюся от ор. 

Частота накачки выбирается из условия 


Фр = Өрт | Фр». (10.43) 


При выборе частоты о.з исходят из условия, что частота сигнала в 
находится вне полосы прозрачности вспомогательного контура. Но комбина- 
ционная частота ®. = ®, — ®, должна находиться вне рабочей полосы сиг- 
нального контура. 

При выполнении этих условий на сигнальном контуре будет существо- 
вать лишь одно напряжение частоты о}, а на вспомогательном контуре — 
частоты ®.. Считая амплитуды Е; и Ё, этих напряжений малыми по сравне- 
нию с Ё,, можно заменить нелинейную емкость С„л, совместно с генератором 
накачки, линейной параметрической емкостью С (й), изменяющейся с часто- 
той о}, как это было сделано в $ 10.5. Тогда под воздействием напряжения 


С(Е), н 


Рис. 10.16. Двухчастотный параметрический усилитель 
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сигнала е, (1). = Е, соѕ (о;ї -- 0,) в цепи переменной емкости С (1) = С, — 
— АС соѕ (ої -- Өһ) возникает (помимо других составляющих, не 
представляющих в данном случае интереса) ток 


і --®, (#) == іо, (2) == А (он — 1) АСЕ, ѕіП [о і + Ө —(® і + 9,)] == 
= 10,0, АСЕ, ѕіп [в (0, —0,)] = Го, зіп [о #4 (9.0) (10.44) 
[см. 10.36)|. Здесь /ь, = М, оз АСЕ,. 


На сопротивлении холостого контура 2, (ѓоз) = 2, (оз) е®1 ток №, (8 
создает падение напряжения 


Іо, 25 (ва) ѕіп (014+ 0.:—0, 4 Фф,) = АСР (о Ё, х 
Х зіп (#1 -- 0, — 0,4 4,). 


Эквивалент ную ЭДС, воздействующую на емкость С (1), запишем, как 
ив $ 8.16 [см. (8.99)], в форме 


е (1) = Е, соѕ (в, Е Ө) = — 1/0, АСР. (о) Е, эт (07 -- 0, —0, + Ф,) = 

== Е. соѕ [оѓ -- Ө, —6, + Ф, 4- л/2], 
где Ё, ==!/, 0, АСГ, (®.) Ё. 

Комбинационный ток ін 9, (2), обусловленный этой ЭДС, по аналогии 
с выражением (10.44) будет 

боо, (0) = о, (0) = 15 (0—0) АСЕ ѕіп (оь ө) +0, — 

— (0, —0, - Ф, + л/2)] = 1/5 о АСЕ ѕіп (оу -- 0, —ф, —п/2) = 

= —1/, 0 АСЕ, соѕ (0 Ё-- 60, —Ф,). (10.45) 
Заметим, что фаза накачки Ө, и частота о, в выражении (10.45) отсутствуют. 


С учетом приведенного выше соотношения для Ё, последнее равенство 
можно записать в форме 


іо, (2) == — (АС/2)? оу 0, 2, (о). Е; С0$ (о і -- 0, — Ф,). 
Как видим, по отношению к сигнальному контуру нелинейная емкость 
Са л Вместе С генератором накачки и холостым контуром может быть замеще- 


на ‘проводимостью, учитывающей найденный ток 1%, (№). 
Комплексная амплитуда этого тока 


Іо, = (АС)? © 0 25 (оь) е —#, Ее. 


Комплексная амплитуда напряжения е (0) = Е, соѕ (оѓ + 0,) на сиг- 


нальном контуре Е, = Е, е®.. Следовательно, проводимость, шунти- 
рующая сигнальный контур, будет 
І ГАС \* — 
Ск (1091) == = — АС. 0 0; 2, («,) е Ф: = 
Е, 9 
АС \? ву, Со \* и . 
== – (55) оу о 25 (05) = БЕ оу 0, 25 (0), (10.46) 


где 25 (10) = 2, (о)е функция комплексно-сопряженная функции 
2з (14%). 


Для резонанса, когда о; = о. и, следовательно, ©з = орз, сопротив: 
ление вспомогательного контура будет Юн» = Сы. и формула (10.46) при- 
нимает вид 


0. (ор) = — (тС,/2) оу о К. (10.47) 
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На схеме замещения. представленной на рис. 10.17, элементы, располо- 
женные слева от штриховой линии, соответствуют сигнальному контуру уси- 
лителя, а справа — нелинейной емкости вместе со вспомогательным конту- 
ром. Полученная схема по существу совпадает со схемой одноконтурного уси- 
лителя (см. рис. 10.15). Различие лишь в способе определения эквивалент- 
ной отрицательной проводимости. 

Подробности, связанные с определением комбинационных колебаний 
о нө, (0 И о, (1), приведены с целью привлечения внимания к следую- 
щим преимуществам двухконтурного усилителя: 

а) эквивалентная отрицательная проводимость, а следовательно, и уси- 
ление мощности не зависят от фазы напряжения накачки; 

6) не требуется соблюдение определенного соотношения между часто- 
тами 0 и ®и. 

Оба эти свойства двухконтурного усилителя объясняются тем, что пол- 
ная фаза комбинационного тока іь, о, В выражении (10.45), определяю- 
щая характер эквивалентной проводимости (О.қ, по существу является раз- 
ностью фаз напряжений накачки ен (1) и е, (1). Первая из них имеет вид 
(о. -- 0), а вторая (о, 4 0, — Ө,) (без учета Ф, и л/2). При образо- 
вании разности Ө, выпадает, а разностная частота ®„ — 0, в любом случае 
совпадает с частотой сигнала (поскольку 0, = оь — ®)). 

Коэффициент усиления двухконтурного усилителя при резонансной 
частоте (0; = Фр) можно определить из выражения, аналогичного форму- 
ле (10.40): 


Кь=1/1 +020), (10.48) 


где С.„ вычисляется по формуле (10.46), а С, — проводимость нагрузки 
сигнального контура. 

При отклонении частоты сигнала о; от резонансной частоты ору и соот: 
ветственно частоты &®, от ®р» модуль сопротивления 4 (165) уменьшается, 
что приводит к уменьшению модуля (О, и, следовательно, коэффициента 
усиления мощности. 

Основываясь на выражении (10.46), можно вычислить АЧХ и полосу 


пропускания двухконтурного усилителя. 
Условие устойчивости усилителя в данном случае можно записать в 


форме 

| Ск! = (тС,/2) в, о, А, < 2а, 
или | 

т< 202 уб,/К, о в, С8. 


Рассмотрим энергетический баланс в двухчастотном усилителе в зави- 
симости от соотношения частот 0; и ®.. Пусть заданы частота о; и мощность 
Р. сигнала на входе усилителя. Так как с повышением вспомогательной час- 
тоты ө; модуль отрицательной величины С.„ увеличивается [см. (10.46)], 
то и Кр также растет (см. (10.48)]. Мощность сигнала на выходе усилителя 
Ры == Кр Р.. 

Для определения требуемой мощности генератора накачки Рон, а так- 
же мощности Р.,„ выделяемой во вспомогательном контуре, воспользуем- 
ся теоремой Мэнли-Роу. На основании выражения (7.104) можно записать 
следующие соотношения: 


Ро 


о) о) 
= — Рь, Ра = ы Ре, = Рь, + Ра,. 


2 
1 0ч 
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(Знак минус в последнем выражении опущен, так как очевидно, что эта мощ. 
ность отбирается от генератора накачки.) Соотношение мощностей Р,, 
Рь,, Рь, и Рь, иллюстрируется рис. 10.18. Из этого рисунка видно, что при 
©з > @,; на вспомогательном контуре выделяется мощность, болыная, чем 
на сигнальном. Таким образом, хотя с повышением частоты ©, мощность 
Ро, и растет, распределение мощности, отбираемой от генератора накачки, 
изменяется в пользу частоты ©». Несмотря на это, часто работают в режиме 
®. > оу, так как при усилении слабого сигнала основное значение имеет 
не степень использования мощности Р, а отношение мощности Рь, к Ё, 
т.е. Кр. 

Для иллюстрации количественных соотношений в двухчастотном пара- 
метрическом усилителе приведем следующий пример. 

Пусть требуется осуществить усиление сигнала на частоте } = 30 МГц 


при ширине спектра 2Ар == 100 кГц. | 
Исходные данныє первого (сигнального) контура: характеристическое 


сопротивление р, = 100 Ом; внутреннее сопротивление источника сигнала, 
шунтирующее контур, Ё; = 9 кОм; сопротивление нагрузки №; = 
= 5 кОм. 


Исходные данные второго (холостого) контура: резонансная частота 
Їз = 60 МГц; характеристическое сопротивление р, = 50 Ом; сопротивле- 


ние нагрузки №, = 5 кОм. 
Прежде чем вычислять требуемую вариацию емкости варикапа, найдем 


предельную величину проводимости Ц.„, которую можно подключать к сиг- 
нальному контуру при заданной ширине спектра сигнала 2Ар. 
Максимальная добротность сигнального контура (при шунтировании 
отрицательной проводимостью), очевидно, не должна превышать 
О, < р /2Аф = 30. 108/100.108 = 300. 
При р; = 100 Ом результирующая проводимость, шунтирующая первый 
контур, должна быть не менее 
а, + Сы + Ск > 170; Ч, 
откуда 
Ск 22 17 9, —(С, + был) = 1/р, 9, 26 = —367. 10-8 См, 
Подставляя значения Ок, ®1, Фо и Юн» в формулу (10.47), находим 
тС, = АС 2 = || Сок |, © Виз А 3: 10-2 Ф, 
откуда 
АС =6. 10-1? Ф =6 пФ. 
Требуемое значение АС можно реализовать с помощью обычного вари- 


капа. Существующие в настоящее время варикапы допускают, например, 
изменение емкости до 30 пФ. 


0 о; 7 Ф, Ө 
Рис. 10.17. Схема замещения двухкон- Рис. 10.18. Соотношение мощностей на 
туриого параметрического усилителя различных частотах в двухконтуриом па- 


раметрическом усилителе 
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Коэффициент усиления мощности вычислим по формуле (10.48): 


367.10-8в \? 
= | | 147. 
Кр 10 2.200.10-—8 7 


В заключение отметим основные преимущества и недостатки парамет- 
рического усилителя. 

Важным преимуществом параметрического усилителя является относи- 
тельно низкий уровень шумов по сравнению с транзисторными или ламповы- 
ми усилителями. В $ 7.3 отмечалось, что главным источником шумов в тран- 
‘зисторном и ламповом усилителях является дробовой эффект, обусловлен- 
ный хаотическим переносом дискретных зарядов электронов и дырок 
(в транзисторе). В параметрическом усилителе аналогичный эффект имеет 
место в приборе, осуществляющем модуляцию параметра. Например, изме- 
нение емкости варикапа происходит за счет перемещений электронов и ды- 
рок. Однако интенсивность потока носителей электричества в варикапе во 
много раз меньше, чем в транзисторе или лампе. В последних интенсивность 
потока определяет непосредственно мощность полезного сигнала, выделяе- 
мого в цепи нагрузки, а в варикапе — всего лишь эффект модуляции пара- 
метра. Ослабление влияния дробового эффекта столь значительно, что в пара- 
метрическом усилителе уровень шумов определяется в основном тепловыми 
шумами. В связи с этим часто применяют охлаждение параметрического дио- 
да доб... 10 К. 

Недостатком параметрического усилителя является сложность развяз- 
ки цепей накачки и сигнала. 

В схеме, представленной на рисунке 10.14, а, характерной для парамет- 
рических усилителей метрового диапазона, развязка осуществляется с по- 
мощью разделительных конденсаторов и блокировочных дросселей. В диа- 
пазоне СВЧ, на которых особенно широко применяются параметрические 
усилители, приходится прибегать к весьма сложным конструкциям, сочета- 
ющим в одном узле двухчастотную колебательную цепь в виде полых резо- 
наторов, варикап и специальные элементы развязки (циркулятор, направ- 
ленный ответвитель, поглотитель, заградительный фильтр). Эти вопросы рас- 
сматриваются в специальных курсах. 


10.8. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ 
КОЛЕБАНИЙ 


Из материала предыдущих параграфов следует, что параметрический 
усилитель, в котором глубина модуляции т нелинейной емкости или индук- 
тивности доводится до значения, превышающего некоторое критическое 
Ткр, превращается в генератор. Подобные генераторы называются пар а- 
метронами. Простейший параметрон представляет собой колебатель- 
ный контур, один из элементов которого — нелинейная емкость или индук- 
тивность — подвергается периодическому изменению во времени с помощью 
генератора н акачки. 

Можно наметить следующую картину возникновения и нарастания коле- 
бания в параметрическом генераторе. Пусть закон изменения емкости ва- 
рикапа определяется выражением 


С( = Су - т ѕіп о), (10.49) 


где частота накачки ®„ = 20р; ор — резонансная частота колебательного 
контура. 
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Если т >> т, (неустойчивая система) при запуске генератора накач- 
ки в контуре возникает колебание с частотой ®р = ®„/2 и начальной фазой 
О или л (по отношению к фазе накачки). 

При отсутствии внешнего воздействия, т.е. в режиме свободного колеба- 
ния, фаза (0 или ял), а также амплитуда возникающего колебания являются 
случайными величинами, зависящими от фазы и амплитуды шумового на- 
пряжения е, (#) в контуре. 

Для выявления процесса нарастания амплитуды колебания обратимся 
к рассмотрению свойств простого колебательного контура, емкость которо- 
го изменяется по закону (10.49) при Г. = сопз и г = сопзі. 

В режиме свободного колебания дифференциальное уравнение для тока 
в контуре будет 


аі (2) Аа е — 
О + со і (0) 2—0. 


Переходя от тока { к заряду 4 и учитывая выражение (10.49), получаем 


44 г 9 (14- т ѕіп оң Й) 
ай? + Е аі т ГСо 


а= 0. (10.50) 


Величина 1/.С, = ©? определяет резонансную частоту контура в отсутст- 
вие модуляции емкости, т. е. при т = 0. 
Таким образом, уравнение (10.50) можно записать в форме 


44 49 . 
= + 298 = Б 0р (1 т ѕіп о, 2) 9 = 0, (10.51) 
где о == //21.. 

Основываясь на допущении высокой добротности контура (0 == ®р/ 
[2а У 1), мы вправе искать решение уравнения (10.51) в виде колебания 
с частотой юр и медленно меняющейся амплитудой 


9 (2) = Аз ем" соѕ (өрі + 5), (10.59) 


где и— показатель, зависящий от параметров контура и модуляции емкости: ' 
Заметим, что при © № 1 можно, как и для контура с постоянной ем- 
костью, считать 


9 (0) = Сьес (0) = С, Ес, ев! соѕ (юр + 5). (10.52’) 


Подстановкой (10.52') в (10.51) можно определить как џ, так и началь- 
ную фазу Ё, однако задачу можно еще более упростить, поскольку нас 
интересует режим заведомой неустойчивости решения 4 (1), при котором соб- 
ственное колебание в контуре возрастает за счет энергии, отбираемой от ге- 
нератора накачки. Это возможно, если напряжение е, (#) на емкости сфази- 
ровано относительно функции С (#1) так, как это показано на рис. 10.19; 
начальная фаза может быть либо Ё = 0 (сплошная линия), либо & = л. 

Подставив в (10.51) 9 = Аџ ей соз орі, после несложных преобразова- 
ний придем к следующему результату: | 


в 6, —@ к, (10.53) 


9 (9 = Азе("®р/*—%н)' соѕ о 2. (10.54) 
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Для нарастания амплитуды должно выполняться условие 
тор/4 > а, или т > 4а,/®, =2/0 = 24. 


Этот результат совпадает с определением критического значения т в 
$ 10.6 [см. (10.42)1. 

Механизм ограничения амплитуды при параметрическом возбуждении 
обусловлен заходом амплитуды колебаний на нелинейные участки характе- 
ристик емкости или индуктивности. При этом изменяются средние значе- 
ния С (0) или Г. (В, а следовательно, и средняя резонансная частота конту- 
ра. Расстройка контура относительно частоты о /2 ухудшает условия преоб- 
разования энергии накачки и приводит к ограничению амплитуды. 

В настоящее время принцип параметрического возбуждения колебаний 
используется в специальных генераторах (параметронах), применяемых в 
различных устройствах для обработки дискретной информации. Это объяс- 
няется главной особенностью параметрического возбуждения — двузнач- 
ностью фазы генерируемых колебаний. Так как установление фазы Фф или 
ф + п зависит от начальных условий, то, задавая в момент запуска генера- 
тора начальную фазу с помощью сигнала, можно получить одно из двух ус- 
тойчивых состояний генератора, соответствующих двум знакам ДВОИЧНОГО 
кода (например, фазе ф условно приписывается нуль, а фазе ф - л — еди- 
ница). 

В емкостном параметроне (рис. 10.20, а} в качестве переменной емко- 
сти используются два полупроводниковых диода, а индуктивностью контура 
служит первичная обмотка высокочастотного трансформатора. Напряжение 
накачки ен (#) с частотой ®н, вдвое превышающей резонансную частоту кон- 
тура, подается на диоды синфазно, благодаря чему емкости диодов уменьша- 
ются или увеличиваются одновременно и вместе с тем исключается прохожде- 
ние частоты о; на выход. Благодаря симметрии устраняется также прохож- 
дение колебаний частоты @„/2, возбуждаемых в контуре, в цепь накачки. По- 
ложение рабочей точки на характеристиках р — й — переходов задается 
постоянным напряжением смещения. 


с@) 


еге") об рё б) 
Рис. 10.19. Модуляция емкости и воз- Рис. 10.20. Емкостной (а) и индуктив- 
можные фазы генерируемого колебания ный (6) параметроны 


(0 — сплошная, л — штриховая линии) 
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В индуктивном параметроне (рис. 10.20, 6) контур состоит из постоян- 
ной емкости и катушек [.„, насаженных на ферритовые сердечники, магнит- 
ная проницаемость которых периодически изменяется при пропускании то- 
ка накачки і, (#) через катушки Г. „. Исходное положение рабочей точки на ха- 
рактеристике нелинейной индуктивности задается постоянным током, про- 
пускаемым через катушки Г. н. Встречное включение катушек Г. „ на двух сер- 
дечниках устраняет прямое прохождение колебаний частоты Ф, на выход, 
а также колебаний частоты ®„/2 из контура в цепь накачки. 

Следует отметить, что к параметрону термин «генератор» или «генериро- 
вание» может быть применен лишь условно. В отличие от любой электрон- 
ной автоколебательной системы или генератора с посторонним возбуждени- 
ем, в которых осуществляется преобразование энергии источника постоянно- 
го тока в энергию колебаний, в параметроне первичным источником энергии 
является генератор накачки. Назначение параметрона, используемого в ка- 
честве реле с двумя устойчивыми состояниями, не в получении колебаний, ав 
«запоминании» фазы сигнала. 

В связи с таким информационным назначением параметрона основное 
значение приобретает его быстродействие, от которого зависит и быстродей- 
ствие устройства, работающего на параметронах. Необходимо по возможно- 
сти повысить скорость нарастания амплитуды при каждом запуске парамет- 
рона. 

Так как в соответствии с формулами (10.52) и (10.53) амплитуда напря- 
жения на контуре нарастает по закону 


Е (2) = Ес, е("®р/4— к)? , 


где через Ес, обозначена начальная амплитуда (т. е. амплитуда сигнала, 
фазу которого требуется запомнить), то время, необходимое для достижения 
стационарной амплитуды Ёс., можно определить выражением 


пр =( тар а) ах (т—24) Әр тах | 


С, 4 4 
откуда 
Е л 
ТЕ (® т | |20 х р 


Приведем следующий пример. Пусть на частоте }› = 36 МГц (промежу- 
точная частота приемника СВЧ) при добротности колебательного контура 
О — 50 (4 = 0,02) требуется обеспечить отношение Е ,„/Ес, ах 10 (ам- 
плитуда запускающего радиоимпульса ~ | мкВ, стационарная амплитуда 
~ 1 В). 

Средняя емкость контура, включая варикап, ~ 15 пФ, АС д 2 пФ, так 
что коэффициент модуляции емкости 


т = АС/Сь 2 0,13. 
Находим 


нах А2 Ш 108 | 100,13 —2.0,02) 2. .36. 10" 2 9,7 мкс. 
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Это соответствует примерно 194 периодам напряжения накачки (при }н = 
= 2}, = 72 МГц). 

Возможности увеличения параметра т и амплитуды Ёс, весьма ограни- 
чены. Поэтому основным путем увеличения быстродействия является повы- 
шение частоты }р. 

В настоящее время непрерывно повышаются рабочие частоты парамет- 
ронов и разрабатываются новые электронные и иные приборы, позволяющие 
осуществлять параметроны в диапазоне СВЧ. 

Приведенные в данном параграфе соображения ограничены случаем 
возбуждения колебания с частотой јр = }н/2. Более детальный анализ яв- 
лений в контуре с периодической (гармонической) накачкой, основанный на 
теории дифференциального уравнения Матье! указывает на возможность 
возбуждения также колебаний с частотами } = (п/2)}н, п=1,2,3.... 


10.9. СОПОСТАВЛЕНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
И НЕЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ СИГНАЛОВ 


Некоторые из нелинейных преобразований, рассмотренных в гл. 8, 
можно трактовать и как параметрические. Например, преобразование час- 
тоты, основанное на взаимодействии сигнала и гетеродинного колебания в 
нелинейном резистивном элементе (см. $ 8.11), можно рассматривать как пре- 
образование слабого сигнала в линейном элементе с переменным парамет- 
ром — крутизной вольт-амперной характеристики, управляемой гетеродин- 
ным колебанием. То же относится к синхронному детектированию (см. $ 8.12). 

В $8.13 рассматривался способ получения АМ колебания, основанный на 
изменении амплитуды импульсов тока в сугубо нелинейном резонансном уси- 
лителе, работающем с отсечкой тока. Однако изменение амплитуды импуль- 
сов при неизменной амплитуде напряжения на входе есть не что иное, как 
изменение средней крутизны $, вольт-амперной характеристики усилите- 
ля, а следовательно, и изменение коэффициента усиления. По существу, 
описанный способ модуляции сводится к пропусканию несущего колебания 
через параметрический четырехполюсник. Таким образом, если отвлечься 
от способа управления одним из параметров цепи, то модуляцию можно 
трактовать как параметрический процесс. 

Однако некоторые параметрические преобразования сигнала можно так- 
же трактовать как нелинейные. Так, параметрическое усиление сигнала с 
с помощью варикапа можно трактовать как результаты взаимодействия сла- 
бого сигнала с напряжением накачки в нелинейной емкости. Подобный под- 
ход с использованием соотношений, вытекающих из теоремы Мэнли—Роу, 
был применен в $ 8.17. 

Из приведенных примеров видна условность деления электронных цепей 
на нелинейные и параметрические (линейные). При взаимодействии в нели- 
нейных цепях слабых сигналов с сильным управляющим колебанием обыч- 
но целесообразно говорить о параметрическом преобразовании слабого сиг- 
нала. При взаимодействии в тех же цепях сигналов с соизмеримыми уровня- 
ми более адекватна нелинейная трактовка. 

Примерами строго линейных параметрических систем являются радио- 
электронные цепи, в которых элементы управляются электромеханиче- 
ским способом (например, конденсатор переменной емкости или вариометр, 
вращаемые мотором, мембрана в электродинамическом микрофоне). 


1 См. предыдущее издание иастоящей книги. 
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Глава 11. ВОЗДЕЙСТВИЕ СЛУЧАЙНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ 
И ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 


11.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


При анализе помехоустойчивости радиосистем особенно часто прихо- 
дится рассматривать линейную сумму полезного сигнала $ {1) и шумовой 
помехи п (#) 


у (0) =$ (0 п (0. (11.1) 


В этом случае помеха называется аддитивной, ау (1) — аддитив- 
ной смесью сигнала и шума. Примерами аддитивной помехи являются рас- 
смотренные в гл. 7 дробовый и тепловой шумы, возникающие в электронных 
приборах и электрических цепях независимо от действующих в них сигна- 
ЛОВ. 

Однако при передаче сигнала по реальному каналу связи помимо ад- 
дитивной помехи есть и другие факторы, которые искажают сигнал, напри- 
мер паразитные изменення во времени параметров цепей или любых других 
элементов канала связи. В самом простом случае, когда эти изменения име- 
ют характер АМ, сигнал на выходе канала связи можно представить в виде 


$вых (1) = К (2950) +л (9. 


В этом выражении л (1), как ив (11.1), — аддитивная помеха, а К (1) — 
коэффициент, характеризующий мультипликативную помеху. 
В реальных условиях механизм образования мультипликативной помехи бо- 
лее сложен и не всегда может быть сведен к простому перемножению помехи 
и сигнала. Несмотря на это, под мультипликативной помехой обычно под- 
разумевают помеху, являющуюся результатом нежелательного изменения 
параметров линейной системы, через которую передается сигнал. 

В последующих параграфах данной главы сначала изучается воздейст- 
вие гауссовского, в основном узкополосного шума на нелинейные устройства: 
амплитудный и частотный детекторы, нелинейный усилитель и амплитудный 
ограничитель. Затем в $ 11.8, 11.9 рассматриваются воздействие случайных 
процессов на параметрические цепи и влияние мультипликативной помехи на 
передачу сигналов. 


11.2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СЛУЧАЙНОГО 
ПРОЦЕССА В БЕЗЫНЕРЦИОННЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 


Реальное нелинейное устройство представляет собой сочетание нелиней- 
ных безынерционных элементов с линейными инерционными электричес- 
кими ‘цепями. Это очень усложняет определение статистических характерис- 
тик сигнала и шума на выходе всего устройства. Для линейных цепей прос- 
то определить корреляционную (или спектральную) функцию, но очень 
сложно — закон распределения. В нелинейных же, но безынерционных 
элементах, наоборот, основная трудность состоит в нахождении корреляци- 
онной функции. Поэтому общих методов анализа преобразования случайных 
процессов в нелинейных устройствах не существует. Приходится ограничи- 
ваться некоторыми частными задачами, представляющими практический 
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интерес и поддающимися решению, а также прибегать к различным идеализа- 
циям характеристик изучаемой модели устройства. 

Пусть на нелинейный элемент действует случайное колебание (напряже- 
ние, ток) с заданной плотностью вероятности р (х). Требуется найти плот- 
ность вероятности р (у) выходной величины у. Связь между у и х определя- 
ется нелинейной зависимостью у == } (х), имеющей смысл, например, вольт- 
амперной характеристики электронного, полупроводникового или иного ак- 
тивного элемента. 

Если } (х) определяет однозначное соответствие между х и у в каждый 
рассматриваемый момент независимо от значений х в предыдущие моменты 
времени (безынерционный элемент), то плотность вероятности р (у) нахо- 
дится из очевидного соотношения 


р (у) ду = р (х) ах, (11.9) 
откуда с учетом неотрицательности р (х) и р (и) 
р (и) = р (х)/ 140/ах]|. (11.3) 
Если обратная функция х = ф (у) неоднозначна, то 
[р -| р(х) | 114 
Р) |та Гауахү (аы ^^", (1.4) 
где А, хо,... — значения входной величины х, соответствующие рассматри- 


ваемому значению у. 

Если характеристика у = } (х) постоянна на некотором интервале изме- 
нения х, то выражение (11.3) следует дополнить слагаемым с дельта-функци- 
ей, учитывающим интегральную вероятность пребывания х ниже (или выше) 
определенного уровня. 

Нахождение р (у) проще всего пояснить на практических примерах. 
Здесь мы ограничимся случаем, когда р (х) соответствует нормальному рас- 
пределению. 

1. Воздействие гауссовского случайного процесса х (#) на элемент с сим- 
метричной квадратичной характеристикой (рис. 11.1). Показанную на 
рис. 11.1 вольт-амперную характеристику можно реализовать, например, 
с помощью двухтактного включения двух диодов с квадратичными характе- 
ристиками (рис. 11.2). 

При полярности напряжения, обозначенной на рис. 11.2, ток, равный 
азх?, проходит через диод УБ;, при противоположной полярности — через 


диод ИД.. 
ни И 
Не 


Рис. 11.1. Воздействие случайного про- Рис. 11.2. Двухтактное включение дно- 
цесса на нелинейный элемент с квадра- дов 
тнчной характеристикой 
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0 05 1015 у 


Рис. 11.3. Плотность вероятности тока в Рис. 11.4. Воздействие гауссовского про- 
цепи с квадратичной вольт-амперной цесса на однополупериодный детектор 
характеристикой при воздействии гғаус- 

совского случайного процесса 


Полагая у == азх?, ау/Ах == Зах и учитывая, что какому-либо фиксиро- 
ванному значению у соответствуют два значения х, а именно х, = 


= + И уаз их = — Муаз, по формуле (11.4) находим 
р(у) = р(-НУ уа) 2а У уга, + р(—У ита) 2а, У ига, при у>>0, (11.5) 
0 при /<0. 
Подставляя хз = у/а, в выражение для плотности вероятности р (х): 
1 — х2 2/20 1 —9/2а:0%. 
Хх = — Є , =———е 
р (х,а) то, Уто. 


получаем окончательно 
1 е — 41 2а 02 
Р) уто, Уд У 
0 | при у< 0. 


при у 22 0, (11.6) 


График этого распределения изображен на рис. 11.3. 

2. Воздействие гауссовского процесса на однополупериодный детектор 
с линейно-ломаной характеристикой (рис. 11.4). 

В данном случае 


у= ах при х >20, 
0 при х<0. 


Очевидно, что в соответствии с (11.3) 


' при и> 0, 


( /а1) е7 129 
рх == у/а ————— 
= = «та, о, 
а1 
0 при у— 0. 
Особое внимание следует обратить на поведение функции р (7) в точке 
= 0. Так как у = 0 при любых отрицательных значениях х, то вероят- 


ность Р (у = 0) равна вероятности того, что х < 0. Но вероятность Р (х < 0} = 
== 1/2. Отсюда вытекает, что плотность вероятности р (у == 0) = оо. 
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10 Ду?л бърб) п) 


0 2 
о оо 


220 ри}. р> 2 


6) 10 УР авг 0) 


0 У 
Рис, 11.5, Плотность ве- Рис. 11.6. Воздействие Рис. 11.7. Плотность ве- 
роятности случайного гауссовского процесса на роятности случайного 
процесса на входе (а) и ограничитель процесса на входе (а) и 


выходе (6б) однополупе- выходе (6) ограннчителя 


рнодного детектора 


Это обстоятельство можно учесть, записав выражение для р (и) в форме 


— 01 20205 
— 1 се при у 220 

р То риу 
о при у—< 0. 


(11.7) 


Слагаемое !/, 6 (у) равно нулю всюду, кроме точки у = 0, где оно обра- 
щается в бесконечность. При интегрировании же по у это слагаемое дает 
1/2. Графики р (х) ир (и) изображены на рис. 11.5. 

З. Воздействие гауссовского процесса на ограничитель (рис. 11.6). 

По аналогии с предыдущим случаем нетрудно составить выражение 


— 2/2020° 
бир 9. 
р(и=! * а Уло, (11.8) 
+Р(х > хо) 6 (0—5) при 0<у<у, 
0. при у < 0и у и. 


Графики распределения х и у изображены на рис. 11.7. Приведенных 
примеров достаточно для уяснения метода определения плотности вероятно- 
сти случайной величины на выходе нелинейного безынерционного элемента 
с любой вольт-амперной характеристикой. Простота этого метода обуслов- 
лена тем, что не учитывается влияние выходных цепей (инерционных) на 
работу рассматриваемого нелинейного элемента. 


11.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРА 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА В БЕЗЫНЕРЦИОННОМ 
НЕЛИНЕЙНОМ ЭЛЕМЕНТЕ 
Прямое определение энергетического спектра выходного процесса по 
известному спектру на входе нелинейного элемента не представляется воз- 


можным. Единственный путь — это определение корреляционной функции с 
последующим применением преобразования Фурье. 
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Если на входе нелинейного элемента с характеристикой у = } (х) дей- 
ствует стационарный процесс х (1), то ковариационная функция на выходе 
может быть представлена в. форме 


Ку (т) = М (у, уг) = М И Ра, (11.9) 


где х, и Х,+х — значения х (1) в моменты времени ѓи -|- т; У, и рх — С0- 
ответствующие им значения у на выходе нелинейного элемента. 

Для усреднения произведения { (х;) { (х, ; х) должна быть известна 
двумерная плотность вероятности входного процесса р (х, х, ; х). Если 
эта плотность вероятности известна, то ковариационную функцию можно 
представить в виде следующего выражения: 


Ку (т) = | | Р(х) РО) р (ха, хз) аху ахь, (11.10) 


— 00 — оо 


где для удобства записи через х, и х, обозначены соответственно Х,, х,4т. 

Этот интеграл удается вычислить далеко не во всех практически важных 
задачах. В связи с этим часто приходится прибегать к различным обходным 
способам, один из которых будет приведен далее. 

В качестве примера задачи, достаточно интересной для практики и до- 
ступной для решения прямым методом, рассмотрим воздействие стационар- 
ного гауссовского процесса х (1) на нелинейный элемент с квадратичной ха- 
рактеристикой у = ал? (см. $ 11.2, п.1). 

Двумерная плотность вероятности процесса х (#) равна ? 


(11.11) 


1 ха-ха — 2гх, ха 
х, Ха = ААА ехр | |, 
р(х, ха) 2ло? 1? 1 20° (1—3) 


где г — коэффициент корреляции величин ху и Хь, т. е. г == г, (т). 
Подставив выражение (11.11), а также } (х) = ах? в (11.10), получим 


— аз гг а „2 хх — 2051 Хә 
Ку (9) 2по УТ ) | ео 202 (1—72) [аа 


оо 


__ а 2 х 
= ———0————— хрехр — —————— | х 
202 Ут 2 205 (1—7) 


х | х5 ер аваа аы аху. (11.12) 


202 (1—1?) 


Интеграл в фигурных скобках легко вычислить, дополнив выражение 
х8 — 2гх.х. ДО квадрата разности х3 — 27х1Х, = (х — Рх)? — (х и заме- 
нив переменную х — Ру == 2; 


202 (1—1?) 


оо 
8 1.9 2 
| | (22 4- 271 2-7? х) е 212050 42 == 
— оо 


= хі _ от З (1 „23/2 5. тб 
ЕЕЕ |зкоа г)8/2 0+0 дло, И Гг, х2]. 


1 См., например, [13, 14]. 
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Подставляя этот результат в (11.12), получаем 


К, (т = 9 92 (1—2? | хе—^1/20% х + 
у (т) | ( ) 1 


— 00 


+ | же-*4/20# «= | 


— 00 


Далее определяем 
ры 202 ре 2,2 
— ——— п —_ р — 
| хае */29 іу = Эл 0%, | хе! /29х 4х, = Эл 305. 
— оо — 20 
Таким образом, 
К, (т) = а8 0+ [(1 — 1?) - 3] = а3 ох- 203 в 77 (т) = 
== 05 0% 4- 243 В? (т). (11.13) 
Здесь использовано известное соотношение г, (т) = Р, (т)/02 [при 
М (х) = 01. 
Особый интерес представляет воздействие узкополосного случайного 
процесса на нелинейный элемент (задача детектирования). 


Представляя корреляционную функцию узкополосного процесса в фор- 
ме (4.76) и учитывая, что 


Ка (т) = 0х гб (т) [2/5 -- 1/5 с0$ 200 т], (11.14) 


где г, — огибающая корреляционной функции узкополосного процесса, за- 
писываем выражение (1.13) в окончательном виде 


К, (т) = а8 ох Ра ох г (т) - а3 ох Го (т) соѕ 2%, т. (11.15) 


Применяя затем преобразование Фурье, получаем общее выражение для 
спектра процесса на выходе квадратичного элемента (при гауссовском процес- 
се на входе) 

оо 
Ў, (©) =а3 01 276 (о) 4-а о | г (т) е гот т - 


—— оо 


оо 
-—- а 44 | г5 (т) соѕ (20, т) е— 7 йт = Ў, (о) -- И на (0) -- Ив (©). (11.16) 

— оо 
Первое слагаемое (дискретное) соответствует постоянной составляющей 
выходного колебания, второе — низкочастотной флуктуационной состав- 
ляющей (спектр которой примыкаег к нулевой частоте) и третье — высоко- 


частотной флуктуационной составляющей со спектром, группирующимся 
вблизи частоты 2®о. 


11.4. ВОЗДЕЙСТВИЕ УЗКОПОЛОСНОГО ШУМА 
НА АМПЛИТУДНЫЙ ДЕТЕКТОР 


Амплитудный детектор, содержащий диод и фильтр нижних частот 
(ЮС-цепь), представляет собой сочетание безынерционного нелинейного 
элемента с инерционной линейной цепью. 


334 


Расчленим рассматриваемое устройство на две самостоятельные части: 
1) нелинейный элемент; 2) фильтр нижних частот. 

Изложенные в предыдущих параграфах методы, а также некоторые дру- 
гие специальные приемы позволяют в принципе найти закон распределения 
и корреляционную функцию шума сначала на выходе нелинейного элемен- 
та (диода), азатем ина выходе фильтра. В общем случае эти исследования 
требуют весьма громоздких вычислений. Задачу можно значительно об- 
легчить, если использовать некоторые упрощения, вытекающие из принципа 
работы реальных устройств. 

Рассмотрим сначала «линейное» детектирование, т. е. детектирование 
высокочастотного колебания с достаточно большими амплитудами. В дан- 
ном случае под таким колебанием подразумевается гауссовский шум (в отсут- 
ствие сигнала), сформированный избирательными цепями на входе детектора. 
Как и при детектировании полезного амплитудно-модулированного колеба- 
ния можно считать, что напряжение на выходе линейного детектора воспро- 
изводит огибающую амплитуд высокочастотного колебания, в данном слу- 
чае огибающую шума. Поэтому при линейном детектировании нет необходи- 
мости рассматривать отдельно статистические характеристики тока диода 
и напряжения на выходе ЮС-цепи. Напряжение иных (й), развиваемое на 
этой цепи, можно приравнять огибающей шума на входе детектора И (й 
(т.е. считать, что коэффициент передачи детектора равен единице). При та- 
ком подходе статистические характеристики шума на выходе детектора полно- 
стью совпадают с приведенными в $ 4.6 характеристиками огибающей А (д). 
Таким образом приходим к выводу, что напряжение шума на выходе ли- 
нейного детектора обладает рэлеевским распределением 


р (Швы) =р (А) = 28 е "вых /291 0) цо < о. (11.17) 
х 


По формулам (4.71), (4.72) находим: 
среднее значение (постоянная составляющая) шумового напряжения 


Оо = М [аах (1 =М [А (91 = И п/а, = 1,260, (11.18) 
средний квадрат напряжения 

М [шых (01 = 202. (11.19) 
Отсюда следует, что дисперсия шума на выходе линейного детектора 


озых = М (ивы) — 08 = 202 — 2—02 = 0,4301, (11.20) 


Итак, основные параметры шума на выходе — постоянная состав- 
ляющая И, и дисперсия оёх — просто выражаются через дисперсию о? 
высокочастотного шума, действующего на входе детектора. 

Корреляционную функцию и энергетический спектр выходного шума 
нетрудно вычислить по формулам (4.77), (4.78). 

В качестве примера рассмотрим воздействие на линейный детектор шума 
х ({), спектр которого определяется выражением 


И, (о) = №, [е9 9 —9)* еа (@+ 95], (11.21) 
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а корреляционная функция в соответствии с (4.39) и с учетом [31, см,формулы 
(3.896.3) и (3.896.4) 


оо оо 
В, (т) = М,-1- | е9 (9 — 9)* еіот фо —- \ е—@ (®- о)? ет до | = 
2л 


— оо 


№. 


== 0 е 19/19 005 ву т==02 е— 1/49 005 00 т. (11.22) 
ла 
Тогда 
го (т) =е— 7/4 (11.23) 


и в соответствии с (4.78) 


ос 


ло? 1 А 
ых (©) = | 218 (0) | е-1*/2а е-Ят т | = 
ло? 1 а 2 
= [2х8 9) Ила и! (11.24) 


Слагаемое с дельта-функцией соответствует постоянной составляющей 
напряжения на выходе детектора. 
График ых (@) изображен на рис. 11.8, б. Ширина этого спектра в 


У 9 раз больше ширины спектра №, (о) на входе детектора (рис. 11.8, а). 
Линейный амплитудный детектор воспроизводит огибающую узкополос- 
ного Колебания независимо от особенностей структуры его спектра. Полу- 
ченный результат свидетельствует о том, что огибающая каждой из реализа- 
ций рассматриваемого шума (на входе детектора) обладает спектром более 
широким, чем частотная полоса самой реализации. На первый взгляд это мо- 
жет показаться странным, поскольку известно, что для модулированного 
колебания ширина спектра огибающей либо совпадает с шириной спектра са- 
мого колебания (при АМ), либо уже его (при ЧМ). Это кажущееся противоре- 
чие легко устраняется, если принять во внимание полную корреляцию меж- 
ду колебаниями нижних и верхних боковых частот при модуляции. Доста- 
точно нарушить, например, симметрию амплитуд или фаз боковых частот 
при АМ, чтобы сумма трех колебаний с частотами в, @ + Ф и оу — © 
представляла собой колебание, огибающая которого содержит помимо час- 
тоты © еще и частоты 2 ©, 30 ит. д. В этом случае амплитудный детектор вы- 
делит на выходе колебание, спектр которого будет шире, чем полоса частот 
высокочастотного колебания на входе. В 
И спектре же шума нет никакой корреляции 
` (и тем более симметрии) между спектраль- 
ными составляющими, частоты которых 
расположены слева и справа от централь- 
ной частоты ®,. Естественно, что огибаю- 
щая каждой из реализаций шума обладает 
‘спектром более широким, чем модулиро- 
ванное колебание с той же шириной спект- 
ра. Соответственно увеличивается и сред- 
няя ширина спектра огибающей шума, 
т. е. спектр огибающей. 
Рассмотрим теперь воздействие гаус- 
Рис. 11.8. А Энергетический совского шума на квадратичный детектор. 
Ктр Случайного процеса на В данном случае напряжение на выходе 


входе (а) и выходе (6) ампли- 
тудного детектора детектора с учетом отфильтровывания вы- 


сокочастотной составляющей шума по аналогии с выражением (8.55) 
можно представить в форме 


Ивых (0) = КА? (1/2, (11.25) 


где К — коэффициент, учитывающий параметр вольт-амперной характери- 
стики диода а, и сопротивление нагрузки на выходе детектора. 

Применяя формулу (11.3), в которой под р (х) следует подразумевать 
плотность вероятности огибающей А (№), находим закон распределения шу- 
мового напряжения на выходе квадратичного детектора 


“) р (А) А _— 41/208 1 | —ивых/Ко 
и) = | А е — = е вых "к, 
р ( вых) р (к о. | Чивых сё ҚА Ко? | 

аА 


(11.26) 


Итак, при воздействии на квадратичный детектор с фильтром нижних 
частот узкополосного гауссовского процесса шум на выходе всего устройства 
имеет экспоненциальное распределение. 

Вычислим среднее значение выходного напряжения 


оо 


М [шых (#1 = | Ивых р (Иных) Чивых = 
0 


оо 


2 
от | Ивых ё “вых/Кох йиьых = Кох, (11.27) 
х ФР 
0 


а также средний квадрат напряжения 


оо 


М [ИЗых (0) =| Ивых р (Ивых) ЧИвых == 


0 


= а | из е “вых/Кеї фу. 52? 0%. (11.28) 
х 
0 


Отсюда следует, что дисперсия шума на выходе 
ОЗых = М [Ивых (91— {М [чвых (2 =2К? о: — Ко = К? 0%. (11.29) 
Для полного описания свойств шума на выходе квадратичного детектора 
остается вычислить его корреляционную функцию и энергетический спектр. 
Это можно выполнить с помощью формул (11.15), (11.16). Второе слагаемое в 
выражении (11.15) определяет искомую корреляционную функцию, а вто- 
рое слагаемое в выражении (11.16) — соответствующий этой функции спектр. 
При го (т) = е-"/ (см. предыдущий пример) получаем 


— оо 


№ вых (©) == Тю (9) -- У нч (9) == ад о“ [2 (©) + Г е 7/29 х 


х течка оќ [2л6 (0) + У 2ла е 9/2 |. (11.30) 


Графики функций М, (о) и У, ых (©) по форме совпадают с графиками 
на рис. 11.8. Они отличаются только масштабом по оси ординат из-за раз- 
личия в постоянных коэффициентах [450+ вместо 702/2 перед квадратными 
скобками в (11.24) и единица вместо 1/4 перед вторым слагаемым). 


337 


11.5. СОВМЕСТНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО СИГНАЛА 

И ГАУССОВСКОГО ШУМА НА АМПЛИТУДНЫЙ 
ДЕТЕКТОР 


При наложении узкополосного шума х (й = А (№) соѕ [юоЁё + Ө (2)] 
на сигнал $ (1) = Е соѕ о,ї суммарное колебание 


и (В = $ (0) х (0) = Е соѕ о, + А (0 соѕ [0,7 -- Ө (01 = 
= [Е + А (6 соѕ 0] соѕ оѓ — А (2) ѕіп Ө (1) ѕіп воЁ = О (0 соѕ [о Ё 
+ (01. (11.31) 


Огибающая И (2) и фаза Ё (№ по аналогии с (8.43) и (8.44) определяются вы- 
ражениями 


И (9) =И ЕА? ()--2ЕА (0) соѕ Ө (0). (11.32) 


Е (0) = агсів А (А ѕіп Ө (2) 


ЕАО ` (11.39 


При анализе воздействия колебания на амплитудный детектор статисти- 
ческими характеристиками фазы & (#) можно не интересоваться (этот вопрос 
будет рассмотрен в следующем параграфе применительно к частотному детек- 
тору). Основное значение имеет плотность вероятности р (И) огибающей И, 
определяемая по формуле [13,14] 


р (О = ет "+ 8/20 р (= 2, (11.34) 


х бх вх 


где /, — бесселева функция комплексного аргумента (модифицированная). 

Определяемая формулой (11.34) функция называется обобщенной функ- 
цией Рэлея. Графики функции р (И) для нескольких значений Е/с „ приведены 
на рис. 11.9. При Е/вх == 0 (отсутствие сигнала) выражение (11.34) переходит 
в (4.70). В другом крайнем случае, когда амплитуда сигнала Ё очень велика 
по сравнению с с,, кривая р (И) близка к гауссовской кривой с дисперсией 
0} и средним значением, равным Е. 

Рассмотрим сначала линейное детектирование. Будем считать, что на- 
пряжение на выходе детектора совпадает с огибающей амплитуд высокочас- 
тотного напряжения на входе. Тогда, основываясь на формуле (11.34), на- 
ходим постоянную составляющую напряжения на выходе детектора 


е Е*/20% | [е 02/20 (= чаи. 
х бх Ох 


и=м(и=| р (О) 0 =—— 
0 


и средний квадрат напряжения 


— Е? [20° | 3 е И*/20% х 


0 


М0? (0)] -) 0 р (0) 40 = е 


х 


После вычисления интегралов [16] получаем следующие выражения: 
—- _ (а ЕД 

О, =о, 97 (1, (403) + Ез/202 11, (Ез/402) -- 1, (Е) е7 8/49 = 

=0, И 279 {Го (12/2) -- №? Ц, (92/9) -- 1, (82/2) е2, (11.35) 


где 


ү — Ез/90°; М 10° (01 = 20° 4- Е®. (11.36) 
Из последнего выражения вытекает равенство 
вых = М [0° (1—00 = 29% -- Е*— 0%. (11.37) 


Ранее было показано, что в отсутствие сигнала (Е = 0) постоянная со- 


ставляющая шума на выходе линейного детектора равна [| л/2 о, [см. 
(11.18)]. 


Приращение постоянной составляющей (/,— У л/20,, где И о Опреде- 
ляется выражением (11.35), и есть полезный сигнал. 
Следовательно, отношение мощности сигнала к мощности помехи на выходе 
линейного детектора 
——— 2 . 
(СЛ вых = (Ио —И л/а) /(2вх -- Е? — 00). (11.38) 


Рассмотрим предельные случаи й? < 1 (слабый сигнал) и А?» 1 (сильный 
сигнал). 


1. 2,1 (02/2) == 1, Л (12/2) = 2/4, е- "1? > 1 — 1212. 
Выражение (11.35) упрощается: 
Ш = У 912 о, {1-1 (1 12/4) } е2 = У п/о, (1-4 #19). 
При этом приращение постоянной составляющей 
О, = 2/2 О. = и л/2 бх 12/2, 
а дисперсия в соответствии с (11.36) 
бзых == 20 -- Б? — > о‘ (1 + 2/2)? АУ *(2— >| . 
Таким образом, 


[9-я е-моанан (8. зә 


где 4 — постоянный коэффициент, близкий к единице. 

Выражение (11.39) показывает, что в амплитудном детекторе имеет мес- 
то подавление слабого сигнала сильной помехой. 

Например, при (С/П), , = 0,1 (С/П), „хах 0,01. 

Рассматриваемый вопрос имеет важное значение для проблемы обнару- 
жения сигналов на фоне сильной помехи. 

2. А2 У 1, функции Г, (02/2) и Г, (12/2) можно определять выражениями 


12 ећ*/2 1 А? ећ*/2 3 
Ба —_ И 
«(>= Иль (и ат). ^ (5) =, и") 


Выражение (11.35) при указанных 


приближениях приводится к виду бой | уз =0 
06'- 
(% = И? ‹ ох В (1 -- 1/41?) =Е (1+ ' 
+ 1/42) Е. 64 


Как и следовало ожидать при Е№о„ по- 42 
стоянная составляющая выходного на- 
пряжения Из почти совпадает {с Е. 0 2 2 б 0261, 


1См., например, кривую Е/90,=4 на рис. 11.9 Рис, 11.9. Рэлеевская плотность 
и комментарий к рисунку на с. 338. вероятности (обобщенная) 
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При вычислении же дисперсии оёх необходимо учитывать слагаемое 
1/41? в выражении 


(3 = Е? (1 4- 11/412)? ах Е? (1 - 1/21?) = Е? 02. 
Таким образом, 
Овых = 202 -- Е? —(Е* оз) = 0% 
И отношение сигнал-помеха на выходе 
(С/П) ых 2 Об /оых 2 Е?/0# = 2 (С/П), х. (11.40) 


Проведем аналогичное рассмотрение для квадратичного детектирования. 
Заменяя в формуле (11.25) А (№) на И (1), получаем напряжение на вы- 
ходе квадратичного детектора 


Ивых (= К [Е*/2-- А? (1/2-- БА (1 соѕ Ө (8]. . (11.41) 
Усредняя это выражение по времени и учитывая, что А? (2) = 20°, и 
А (0) соѕ Ө (Ё} = 0 (как и среднее значение х (р = А (4 соѕ [в,Ё + Ө (1], 


получаем постоянную составляющую напряжения на выходе квадратичного 
детектора 


Ивых (4) = К (Ё/2-+ 0) = О, - Ооа. (11.49) 


Слагаемое Од = = Ко? определяет постоянную составляющую, обуслов- 
ленную помехой [см. (11.27)] в отсутствие сигнала. Слагаемое же Из, 
= КЕ?/2, представляющее собой приращение постоянной составляющей. под 
действием гармонического напряжения сигнала, можно рассматривать как 
полезный сигнал на выходе детектора. 

Возводя выражение (11.41) в квадрат, получаем 


Ивых (1) = к +В. (2 -+БА (2 со (|| = К 4+ 
-- Е? А? (0) [5+3 4-1 соз 20 (0) 2? а (0 рз д (0) соѕ Ө (1+ 
+ 43 (0) Е соѕ Ө в) (11.43) 


Слагаемые с соѕ 0 (#) и соѕ 20 (#) при усреднении обращаются в нуль. 
Поэтому средняя мощность на выходе ! 


18 ЧА — Ег А. (А = _Е* 4 3 с? 
ТИВ = к |2 +— 0 +2] К (-1 +201 + 2Е о). 


Вычитая из этого выражения (иь х)?, находим дисперсию шума на вы- 
ходе квадратичного детектора 

Овых = К? (Е*/4 + 204 --2Е? ох) — К? (Е*/4 + Ех 1-05) = 

= К? (Е? о? 4-04). (11.44) 


1 При усреднении А& (1) 
М [А4 (0] =[ Ар (А) аА = 801. 
0 


В следствие эргодичности рассматриваемого процесса в данном параграфе не делается. 
различия между усреднением по множеству и по времени. 
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При Ё = 0 это выражение переходит в (11.29). Составим теперь отноше- 
ние сигнал-помеха на выходе детектора (по мощности) 


л А Т. 2: 


(<) Ч _ К° (24/4) _ (8/20 (11.45) 
вых оа К (2792 ој) 12ЕЧ?о | 


Но Е?/20? есть отношение сигнал-помеха (по мощности) на входе детек- 
тора. Таким образом, при значениях (С/П),; < 1 (т. е. при Е?/2 < о?) 


(С/П) ых А (С/П)ву, (11.46) 
а при больших значениях (С/П), ;, т. е. при Е?/2 3 оз, - 


(С/П) х а (СИТ). (11.47) 


Так, при Е?/20% = 1/10 отношение (С/П, „х) = 1/7120 ([(11.45)], а при 
Е?/20? >> 4 отношение (С/П), „> близко к половине отношения сигнала к по- 
мехе на входе. 

На основании формулы (11.45) можно сделать следующее важное заклю- 
чение: при слабом (относительно помехи) сигнале в квадратичном детекторе 
имеет место подавление сигнала, а при сильном сигнале отношение сигнал- 
помеха пропорционально отношению сигнала к помехе на входе. 

Сопоставим результаты, полученные для ‚ квадратичного и линейного 
детектирования, Сравнение формул (11.46) и (11.39) показывает, что при 
слабом сигнале и сильной помехе линейный и квадратичный детекторы ведут 
себя одинаково: отношение сигнал-помеха на выходе пропорционально 
квадрату отношения сигнал-помеха на входе. Таким образом, и в линейном 
детекторе имеет место подавление слабого сигнала. Анализ показывает, 
что это свойство присуще детекторам и с любыми другими вольт-амперными 
характеристиками. | 

Однако при Е » с, отношение сигнал-помеха на выходе квадратичго- 
го детектора в 4 раза (по мощности) меньше, чем у линейного [ср. (11.47) 
и (11.40)1. Это объясняется тем, что при квадратичном детектировании силь- 
ный сигнал выносит помеху на участок характеристики с повышенной кру- 
тизной, что приводит к относительному увеличению помехи. Действительно, 
пусть огибающая амплитуд входного напряжения, равная | В, получила при- 
ращение в результате наложения помехи а «< 1. Тогда напряжение на вы- 
ходе квадратичного детектора в соответствии с (11.25) увеличится от К/2 
до (К/2) (1 + а)? = (К/2) (1 - да), т. е. относительное приращение (по- 
мехи) будет 22, а при линейном детектировании это приращение будет всего 
лишь а. Переходя от напряжения к мощности, получаем проигрыш в 4 раза. 

Хотя проведенное рассмотрение относится к гармоническому (немоду- 
лированному) сигналу, полученные выводы можно полностью распростра- 
нить на обработку прямоугольных импульсных радиосигналов на фоне по- 
мех, когда импульс на выходе детектора есть приращение постоянной со- 
ставляющей выпрямленного напряжения в промежутке времени, равном дли- 
тельности импульса. 

Наличие амплитудной модуляции сигнала, которую можно рассматри- 
вать как медленное изменение постоянной составляющей напряжения на вы- 
ходе детектора, также не оказывает существенного влияния на сравнитель- 
ную оценку (С/П), ых при квадратичном и линейном детектировании. 

Следует, наконец, отметить, что все полученные в этом параграфе ре- 
зультаты не зависят от соотношения между несущей частотой сигнала о и 
мгновенной частотой помехи в, -{- Ө. Из этого следует, что наложение пара- 


341 


зитной частотной или фазовой модуляции на сигнал (при постоянной ампли- 
туде) не оказывает влияния на отношение сигнал-помеха на выходе детекто- 
ра. Это положение согласуется с основными свойствами амплитудного детек- 
тора, установленными в гл. 8. 


11.6. СОВМЕСТНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО СИГНАЛА И ГАУССОВСКОГО 
ШУМА НА ЧАСТОТНЫЙ ДЕТЕКТОР 


Основываясь на рассмотренном в $ 8.10 принципе работы частотного де- 
тектора, в дальнейшем будем исходить из структурной схемы, показанной на 
рис. 11.10. Сигнал $ ({) на входе резонансного амплитудного ограничите- 
ля представляет собой частотно-модулированное колебание (имеется в виду 
тональная модуляция частоты) 


5 (2) = А, соѕ С +2 зіп ог) (11.48) 


а помеха — гауссовский процесс со спектром 17 „ (о) = У, равномерным в 
полосе пропускания фильтра промежуточной частоты (имеется в виду супер- 
гетеродинный приемник). 

Полосу пропускания этого фильтра 22 ®, можно приравнять удвоенной 
девиации частоты, т. е. Ав, = о. Фильтр нижних частот на выходе детек- 
тора должен обладать полосой прозрачности от 0 до Фша»х, где Оша х — наи- 
высшая частота модуляции. Помеху, действующую на входе ограничителя, 
запишем, как и в предыдущем параграфе, в виде х (#1) = А (№) соѕ [воё + 
+ 0 (21. | 

При анализе совместного действия $ (і) и х (й) на частотный детектор об- 
легчим задачу, рассматривая раздельно два режима: 1) при отсутствии по- 
лезной ЧМ, когда на входе детектора действует чисто гармоническое колеба- 
нне $ (1) = А, соѕ оѓ и шум х (2); 2) при наличии ЧМ. Будем считать, что 
во втором режиме помеха на выходе детектора остается такой же, что и в пер- 
вом. 

Итак, в отсутствие модуляции суммарное колебание на входе ограничи- 
теля [см. (11.31)] 


$ (0-х (1 = А, соѕ &, Ё-Р А (В соѕ [в Ё- 0 (1] =0 (® соѕ [®, #+ (81, 
(11.49) 


где Џ (0) и Ё (1) определяются выражениями (11.32) и (11.33). 

Обозначив порог ограничения (/,„, придем к следующему выражению 
для колебания на выходе ограничителя, колебательный контур которого 
настроен на частоту 0,: 


Ивых (0) = Олор 60$ [00-5 (2) (11.50) 
[ср. с (8.45)]. 
Напряжение на выходе частотного детектора, пропорциональное про- 


изводной фазы Ё (1), в отсутствие полезной модуляции является помехой. 
Таким образом, 


Хвых (р = ад Е, (1 1 .51) 


где 5. — крутизна характеристики частотного детектора (см. $ 8.10). 
Как видим, интенсивность и структура помехи хьых({) на выходе частотного 
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3+2 ` 


Фильтр 
МАЖНИХ 
частот 


Частотный 
детектор 


Рис. 11.10. Структурная схема частотного детектора 


детектора полностью определяются статистическими характеристиками 
производной фазы Е (2). 

Общее выражение для фазы при любых соотношениях между А (1 и 
А, (1) имеет вид (11.33). Однако в реальных условиях приема частотно-мо- 
дулированных колебаний обеспечивается значительное превышение сигнала 
над помехой. Обычно 42/202 » 1. (Как и в предыдущем параграфе, 0? — 
средняя мощность помехи на входе детектора.) Поэтому выражение 
(11.33) для фазы можно упростить: 


А (2) ѕіп Ө (2) 


Е (#) = агсіб | г 


= =0. А (0 пе (2. (11.59) 


Статистические характеристики случайной функции Ё (0) = 14 (/ 
/А „1 ѕіп Ө (2) совпадают с характеристиками, найденными в п.1 $ 4.6 для квад- 
ратурных слагаемых узкополосного процесса. Там было показано, что 
функция А (№) зп Ө (№) обладает нормальным законом распределения и спект- 
ром 2 №, (о, -- ©) [см. (4.64)|. Таким образом, 


И, (0) = 210, (о, 4-9) 42. (11.53) 


При дифференцировании гауссовского случайного процесса распреде- 


ление остается нормальным (см. $ 7.1). Следовательно, & (1), т. е. мгновен- 
ное значение частотного отклонения, также обладает нормальным распреде- 
лением. 

Итак, при Е?/20 „? шум на выходе частотного детектора (как и на входе) 
является гауссовским процессом. 


Остается определить спектр процесса & (1). Для этого достаточно умно- 
жить М; (0) на ©? (см. $7. о”. Таким образом, 


у, (0) = 92 10 (0) = 20 М, (0,4-9), (11.54) 


РТ 


а спектр помехи на выходе частотного детектора в соответствии с выражени- 
ем (11.51) 


2 


а? у (0,4-9). (11.55) 


№ вых (о) == 84д И, (9) — Аз 


Наконец, корреляционная функция помехи на выходе фильтра нижних 
частот (с полосой пропускания 6...5) 


$ пах 
Квых (т) — > | № вых (©) еѓ@т ае == 
— Я пах 
= (озу, (о, 0) ет 4, 1156) 
лд? №} о + (11. 


тах 
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и дисперсия, т. е. средняя мощность помехи, 
о 


52 тах 
сб = лых (0) = — | 2, (о +- 9) 4@. (11.57) 
5 — тах 


Рассмотрим теперь режим ЧМ, при котором напряжение на выходе час- 
тотного детектора пропорционально девиации частоты. При тональной 
ЧМ 

О, = $ад ®д. (11.58) 

Итак, мощность сигнала на выходе (без учета влияния помехи) (2/2= 
= 1/, $1д 0д, а мощность помехи (без учета модуляции) определяется выра- 
жением (11.57). Следовательно, отношение сигнал — помеха на выходе 


| С у“ 0; /2 од А3 


ПЕС ЗИ (11.59) 


вых ых о тах 
— | 09° У, (00 9) 49 
— тах | 


Проиллюстрируем выражение (11.59) следующим примером. Пусть помеха на 
входе детектора является белым шумом со спектром №, (о) = У, == сопѕі. Тогда 


интеграл в (11.59) равен 2Отах ИЗ и выражение (11.59) легко приводится к виду 
с үм (А2 /2) Зо? 43/2 од \* 

— = од | ———— . 

| | (1/л) 292 ах Шо 1002 (2Е тах) | 


вых О тах 


Но 42/2 есть мощность сигнала на входе, а Уо2 (2ЁЕтах) есть не что иное, как о‘, 
т. е. мощность шума в двух полосах 24/, = 2 Рах (одна в области ® >> 0, вторая в 
области ® < 0). 

Таким образом, окончательно 


т) (п) 
— —3 —} . 11.60 
(=), (2 П вх } 


Увеличивая отношение юд/@щах» Т. е. индекс угловой модуляции, можно полу- 
чить большой выигрыш в отношении сигнал -—– помеха по сравнению с системами с АМ. 
Подобный способ получил широкое распространение в системах радиовещания на УКВ, 
а также в каналах звукового сопровождения телевидения. 

Следует подчеркнуть, что преимущества широкополосной частотной модуляции 
сохраняются, пока помеха на входе детектора слабее сигнала и пока обеспечивается 
полное ограничение амплитуды колебания на входе детектора. В тех случаях, когда 
помеха сильнее сигнала, имеет место подавление сигнала. 

Напомним, что при представлении суммы сигнала и помехи в пространстве сиг- 
налов (см. $ 4.9) без учета способа осуществления приема было установлено, что рас- 
ширение спектра сигнала (увеличение базы) повышает потенциальные возможности 
различения сигналов на фоне помехи. 

Приведенное в данном параграфе рассмотрение конкретной схемы обработки ши- 
рокополосного сигнала на фоне шумовой помехи хорошо согласуется с этим выводом. 
Совпадают также требования достаточного превышения сигнала над помехой на входе 
приемника. " 


11.7. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО 
СИГНАЛА И ГАУССОВСКОГО ШУМА 

В АМПЛИТУДНОМ ОГРАНИЧИТЕЛЕ 

С РЕЗОНАНСНОЙ НАГРУЗКОЙ 


В`отличие от предыдущих двух параграфов рассматривается сочетание 
нелинейного элемента (НЭ) с резонансным контуром, в полосу прозрачности 
которого попадает как гармонический сигнал $ (1) = Е соѕ ®оЁ, так и узко- 
полосный јиум х (0) = А (0) соѕ [оо -- Ө (0). 
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Продукты взаимодействия в НЭ сигнала с шумом, спектральный состав 
которых оказывается вне указанной полосы, могут не приниматься во вни- 
мание. Основной интерес в данном случае представляет вопрос о влиянии 
НЭ на соотношение между мощностью полезного сигнала и мощностью шума 
на выходе ограничителя в полосе частот, примыкающей к резонансной час- 
тоте. 00. 

Для осуществления жесткого ограничения характеристике НЭ стара- 
ются придавать форму, близкую к представленной на рис. 11.11 (идеальное 
ограничение). В этом случае 


ги) =|° Ри 42 0, (11.61) 
О при и < 0. 


При воздействии одного лишь гармонического сигнала ток приобретает 
форму меандра с амплитудой импульсов а. При этом амплитуда первой гар- 
моники тока, воздействующей на нагрузочный контур, равна 2 а/л [см. 
(2.33)] и мощность сигнала на выходе ограничителя пропорциональна вели- 
чине Р, = 1/, (2а/п) *. 

При воздействии одного лишь шума х ({) = А (№) соѕ [в,Ё-0 (01 
с нормальным законом распределения ток # (1) также имеет форму, близкую 
к меандру с амплитудой а, но со случайной длительностью импульсов т, 
флуктуирующей относительно среднего значения т, == 1/2, где › — цент- 
ральная частота спектра шума. Отличие тока от меандра заключается лишь 
в том, что моменты перехода через нуль являются случайными. Средняя- 
мощность при таком токе в резонансной нагрузке не отличается от приведен- 
ной выше величины !/, (20/7 

Таким образом, средняя мощность сигнала на выходе ограничителя не 
зависит от отношения сигнал-помеха на входе. При отсутствии полезного 
сигнала (Ё = 0) вся мощность Ру = М, (2а/л)? сосредоточена в узкополос- 
ном шуме. При отсутствии шума эта же мощность сосредоточена в сигнале, 
причем амплитуда А, достигает в этом режиме максимально возможного 
значения Азтах = За/л. 

При одновременном воздействии $ (1) и х (1) амплитуда определяется 
выражением (см. [16]) 


_ Ез 2 Е? Е? 
А, == * е 40? +4 40% }| = 
2л вх х Хх 


== һе 1, (5 -)+ 1: (>; -)|. (11.69) 


л 


где ћ? == Е?/202, как и в выражении (11.36), есть отношение сигнал-поме- 
ха на входе устройства. 

Составим отношение сигнал-помеха на выходе ограничителя. Основы- 
ваясь на условии постоянства суммарной мощности Р = 1, (2 а/л)?, 
получаем 

( с ___ 442. те № Ш (82/2) 11, (р (11.63) 
П /љых Рұ-—48/2 4 лие" (0 (13/2) 4-1, (8/2) ` 

Учитывая, наконец, что ћ? == (С/П), ,, приходим к следующему соот- 

ношению: 


пзу = (С/П)вык яе ИИ Го Ире 12 РР, (11.64) 
(С/П)ьх 4-—лһ [е— "2 |, (82/9) 4-е 1/2 Г, (12/2) 
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Рис. 11.12. Изменение соотношения между мощно- 
стью сигнала и мощностью шума в резонансном ог- 
раничителе 


<— Рис. 11.11. Жесткое ограничение узкополосного 
случайного процесса 


График функции у (А?) представлен на рис. 11.12. 

При слабом входном сигнале (й? < 1) функция и (й?) = л/4, а при силь- 
ном сигнале (й? У 1) эта функция стремится к 2. 

Отметим, что удвоение отношения сигнал-помеха при сильном сигнале 
совпадает с аналогичным эффектом подавления слабого колебания более 
сильным при ограничении суммы двух гармонических колебаний (см. $ 8.7). 

Из равенства у (А?) == л/4 (при й? < 1) вытекает, что в отличие от детек- 
тирования АМ колебания (см. $ 11. 5) в резонансном ограничителе практи- 
чески отсутствует эффект подавления слабого сигнала сильной помехой. 

Это свойство «идеального» ограничителя проявляется при симметричном 
распределении шума относительно нулевого значения (проведенное выше 
рассмотрение относится к нормальному закону). 


11.8. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ И СПЕКТР 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА В ЛИНЕЙНОЙ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 


Пусть передаточная функция линейной параметрической цепи является 
вещественной функцией времени и не зависит от частоты. В $ 10.2 было пока- 
зано, что подобная передаточная функция характеризует цепь, в которой 
имеет место АМ. 

Обозначим передаточную функцию через К (#) (аргумент іо опущен). 
причем функция К (1) может представлять собой как детерминированный, 
так и случайный процесс. Входной сигнал $ (#) также может быть либо де- 
терминированным, либо случайным процессом (с нулевым средним). 

Составим выражение для ковариационной функции выходного сигнала 


бвых (0) 
К. ых (& т) = М [5вых (2 $вых (т) = М [К (0 К (т) $ (0 $ (Е т). 
(11.65) 
Нас интересует случай, когда передаточная функция К (0) не зависит 
от входного сигнала $ (1). Тогда среднее значение произведения в (11.65) 
равно произведению средних значений соответствующих сомножителей, т.е. 
К (у =МмМ [К (Кат М [5 (8 $ (1+ т = Кк (Е, т) В, % т), 
(11.66) 


$вых 
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где №, (Ё т) — корреляционная функция входного сигнала, а 
Кк (Ё т) = МІК (К (+ 7)] (11.67) 


— ковариационная функция цепи с коэффициентом передачи К (1). 

Из выражения (11.66) вытекает важное свойство линейной цепи с пере- 
менными параметрами: корреляционная функция выходного сигнала равна 
произведению корреляционных функций входного сигнала Р, (Ё, т) и цепи 
К К (Я т). 

Для нестационарных процессов корреляционные функции в (11.66). 
(11.67) зависят не только от временного сдвига, но и от времени ї. Этими ха- 
рактеристиками не всегда удобно пользоваться. Далее в примерах исполь- 
зуются функции В (т), получаемые усреднением Ю (+, т) по Ё [см. (4.89)1. 

Применяя преобразование Фурье к усредненной по времени функции 
Рых (т), получаем также усредненный спектр выходного сигнала 

ых (0) = | Кьых (1) ет ат. (11.68) 


—— 20 


Проиллюстрируем использование соотношений (11.65)— (11.68) на примерах. 


1. Гармонический сигнал $5 (1) = соѕ ®ФоЁ действует на входе линейной цепи с пе- 
редаточной функцией 


К (8 = КЮ + АК (0), | (11.69) 
где Ко — среднее значение коэффициента усиления цепи; АК (№ — флуктуация ко- 
эффициента усиления, представляющая собой нормально распределенный стационар- 
ный случайный процесс с дисперсией ск. 


Для полной характеристики изменения во времени передаточной функции цепи 
должны быть заданы либо ковариационная функция Кк (т), либо спектр Ук (©) 
случайного процесса К (1). 

Очевидно, что постоянной составляющей К, соответствует спектр Кро (@) = 
= 2лК?6 (о)!. Спектр второго слагаемого, т. е. АК (№. зададим в форме 


лк (6) = 2с/(а + 9). 


где а и с — постоянные величины. 
Таким образом, спектр суммы К. + АК (р 


Ук (0) = 27К8 б (о): 2с/(02 4-02). (11.70) 


Заданному спектру к (о) соответствует ковариационная функция 


221 { от у 1 С тот до -- 
Кк (т) = од | Ик (®)е` да ол | 2^К$ ӧ (©) е 
1. 20 мм а 1С ај 
-- эт рой е" Яо = Кё + р е . (11.71) 


Найдем корреляционную функцию и спектр мощности сигнала на выходе цепи. 
Имея в виду соотношения (11.66) и (11.71), а также учитывая, что корреляционная 
функция сигнала в (#) == соѕ о,ї равна 


Р, (т) =1/,соѕоот, 


1 Действительно, для постоянной составляющей К, корреляционная функция рав- 
на Кё. Следовательно, по формуле (11.68) энергетический спектр 


И ко (0) == Кї ( е 497 дт=2лК? 6 (о) 
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получаем 
1 ` 
Кзвых @)=Кк В: (т) => (к +— 274) с0$ 00 Т. (11.79) 


Находим теперь энергетический спектр с помощью выражения (11.68): 


| с 
У вых (9) = = | (ка ем воз во те Тт = 


оо оо 
= ка | е 109—607 дт. | е—® — ®о)т (т - 
— оф —— 00 
оо со | 
4. 1 | е 711 е 409—8) т. | е 411 е (9-1 90) т А 
4. а * Хо 


Первые два интеграла дают дельта-функции 2л6 (ою — 0%) и2лб (о -- юу). По= 
следнне же два интеграла дают соответственно 2а/[а? 4 (® — «,)?] и За/[а? + (ө + 
-- %0) 8]. 

Таким образом, окончательно 


| 


а? -- (о —®о)? 


л с 
вых (6) = Ка [6 (о — оо) 4-6 (®«-- Фо) | +: 
2 2 | 


И О (11.73) 


а? + (во)? _ 


Функция \,вых (©) изображена на рис. 11.13. Монохроматической составляющей 
выходного сигнала соответствуют две дискретные спектральные линии, а шумовой сос- 
ставляющей, обусловленной флуктуациями усиления АК (1, — сплошной спектр (на 
рис. 11.13 заштрихован). Этот спектр состоит из комбинационных частот, располага- 
ющихся симметрично относительно частоты сигнала 0, (в области отрицательных @ сим- 
метрично относительно —- @ц.). 

2. Гауссовский случайный процесс 5 (1) с нулевым средним и со спектром 
(рис. 11.14) 


М, (о) =24; (6? 1-02), (11.74) 


группирующимся вблизи нулевой частоты, действует на входе цепи с передаточной 
функцией 


К) = К, (1 + М сох 00), М < 1. (11.75) 


о 
Рис. 11.13. Спектр на выходе пара- Рис: 11.14. Спектр на выходе пара- 
метрической цепи со случайной пере- метрической цепи с передаточной 
даточной функцией при гармониче- функцией, изменяющейся по гармо- 
ском воздействии ническому закону, при воздействии 


гауссовского процесса 
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Находим корреляционную функцию входного сигнала 


оо 


І 24 от 4 — ӧјт| 
= ——— —— = — 11.76 
К: (т) ру | рик ео Р е ( ) 


— оо 


и ковариацнонную функцию цепи 


Кк (9) = Кё -4-1/.М? К$ соз От. (11.77) 
Тогда в соответствии с (11.66) корреляционная функция выходного сигнала 
а | 
Ввых (0) = Кр (т) Вз (т) = (+5 М? Кё соѕ о) е 219 (11.78) 
и спектр 
со мз со 
И вых (о) = =- КВ | ее | е 19 соз Оте — 1 дт-= 
24 1 1 

К Ма = 4 ——————————— |. 11.79 

к К оа оа (179) 


Функция Увых (©) изображена на рис. 11.14. 

3. Нормально распределенный случайный процесс $ (#) действует на входе цепи, 
передаточная функция К (1) которой является также случайным процессом с нормаль- 
ным распределением. 

Спектры процессов $ (#) и К (1) зададим в форме №, (в) = 24/ (2 + в?) — 
— как в примере 2, Ук (о) = 2л К36(0) -- 2с/(а? -- в?) — как в примере 1. 

Корреляционные функции входного сигнала и рассматриваемой цепи соответствен- 


но 
а С а] 
Ка (0) = е0, Кк (0) =К се . 
Находим корреляционную функцию выходного сигнала 
а а 
Ввых (9) = Кк (5) А, (т) =-— Кре 1-6 е («+00 (11.80) 
Ь ар 
и спектр 
24 сі 2 (а--5 
№ вых (ө) = К& 2 _ ган). (11.81) 


в-а? аб (26) 4-0] 


Первое слагаемое в правой части соответствует сигналу на выходе цепи с пере- 
даточной функцией К, (в отсутствие мультипликативной помехи), а второе слагаемое 
соответствует мультипликативной помехе. Значение этого слагаемого пропорционально 
произведению параметра 4, характеризующего интенсивность сигнала, и параметра с, 
который определяет дисперсию флуктуации передаточной функции цепи о}. 


11.9. ВЛИЯНИЕ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ ПОМЕХИ 
НА ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СИГНАЛА 


Рассмотренные в предыдущем параграфе характеристики случайного 
сигнала — корреляционная и спектральная — не являются исчерпываю- 
щими. Для прикладных задач большой интерес представляет определение 
плотности вероятности р ($ъых). 

В общем случае, когда передаточная функция цепи К (1, оѓ) является 
функцией двух переменных — частоты и времени, отыскать р ($, ых) при 
произвольном законе распределения входного сигнала весьма затруднитель- 
но. Задача значительно упрощается при мультипликативной помехе типа 
АМ, когда передаточная функция К (№) зависит только от одной перемен- 
ной — времени {[. 
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Имея в виду это условие, рассмотрим следующие три характерные си- 
туации: 

1) $ (1) — случайный, К (1) — детерминированный процессы; 

2) $ (2) — детерминированный, К({) — случайный процессы; 

3) $ (ик (0) — случайные процессы. 

Ситуации 1) и 2) приводят к задаче нахождения закона распределения 
произведения $ (1) К (1), в котором один из сомножителей является случай- 
ной, а другой — детерминированной величиной. Если случайный процесс 
стационарный, задача легко решается. Из теории случайных функций из- 
вестно, что при умножении случайной функции х (1) (стационарный про- 
цесс) с дифференциальным законом распределения р (х), с нулевым средним 
и дисперсией ох на детерминированную функцию времени у (і) получается 
нестационарный процесс х (1) у (1) с прежним законом распределения, но с 
дисперсией вых = 02 1? (2). 

В частности, если входной сигнал $ (1) — стационарный гауссовский 
процесс с дисперсией оз, а передаточная функция системы К (#) — детерми- 
нированная (случай 1), то выходной сигнал сохраняет нормальное распре- 
деление, однако каждому фиксированному моменту времени соответствует 
своя дисперсия о8ых = 0$ К? (1). 

При детерминированном сигнале $ (1) и случайной функции К (4) (слу- 
чай 2), если последнюю можно представить в форме К (1) = К. + АК (0, 
выходной сигнал целесообразно записать в виде 


$вых (0) = К (0 $ (#)=Кь $ (АК (2) 5 (0) = ѕъых дот (#) вых сл (0. (11.82) 


Первое слагаемое в правой части характеризует полезный выходной сиг- 
нал (детерминированный), а второе — мультипликативную помеху (случай- 
ную). Закон распределения этого слагаемого такой же, как у случайного 
процесса АК (#), но с дисперсией ок $? (1) (при АК (1) = 0). 

Рассмотрим случай 3). Пусть оба процесса $ (1) и К (1) стационарные, 
с плотностями вероятности соответственно р (5) ир (К). Задача заключается 
в нахождении плотности вероятности случайного процесса $; (й), являю- 
щегося произведением $ (1 и К (0. 

Из теории вероятностей известно, что если взаимно независимым слу- 
чайным величинам х и у соответствуют плотности вероятности р (х) и р (и), 
то произведению 2 = ху соответствует плотность вероятности р (2), опре- 
деляемая выражением 


=)”. (11.83) 
х 


Подразумевая под х входной сигнал $ (1), под у передаточную функцию 
К (2), а под 2 произведение. $; () = $ (1 К (1), получаем выражение для 
определения плотности вероятности выходного сигнала $, ых. 


Проиллюстрируем применение (11.83) на примере передачи гармонического сиг- 
нала (1) = А, соѕ (оѓ -- 6), в котором начальная фаза 6 является случайной величи- 
ной, равномерно распределенной на интервале (—л, л), через линейную цепь с переда- 
точной функцией К (1, флуктуирующей относительно среднего значения Ку по нор- 
мальному закону. 

Таким образом, соответствующие плотности вероятности 


‚ —А0<5< Ао, 


—(К—Ко)?/20% 
е (КК ОК оо Қ сәр. 


Подставляя эти выражения в (11.83) и приравнивая х = $, а2/х == у == $вых/з==К, 
приходим к следующему общему выражению для плотности вероятности выходного 


сигнала: 
Аь (вых /$ —Ко)* 
ехр | — ——2——————— 
) 1 | 206 45 
р (5 = м— ——- 
вых п уол оқ “4 УА [$ | 


Следует подчеркнуть, что найденный закон распределения характеризует мгно- 
венное значение выходного сигнала. 

Для практики часто основной интерес представляет распределение огибающей вы- 
ходного сигнала. Представляя выходной сигнал в форме 


бвых (1) ==5 (В К (0) = Ао соѕ (002-9) [К -+- АК (0] =А (0) соз (оо Е 0), 


где А (0) = А, [К. + АК (1] — огибающая, приходим к очевидному заключению, что 
случайная фаза Ө не влияет на распределение огибающей. Последнее совпадает с распре- 
делением функции К (1), т. е. является нормальным, со средним значением А.К. и с 
дисперсией Аз ох. 


Глава 12. ДИСКРЕТНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ. 
ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 


12.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


Последние годы характеризуются быстрым развитием дискретных систем уп- 
равления и систем передачи информации, в которых широко применяется 
математическое моделирование процессов фильтрации, основанное на ис- 
пользовании ЭВМ. Это новое направление оказывает большое влияние на 
развитие теории и техники цепей и сигналов. 

Цифровые фильтры имеют ряд преимуществ. Основные из них — на- 
дежность в работе и стабильность характеристик, недостижимые в аналого- 
вых фильтрах — обусловлены преобразованием континуального сигнала в 
двоичное число, представленное стандартными сигналами (импульсами и па- 
узами). Некоторые другие важные преимущества будут отмечены в дальней- 
шем после более детального рассмотрения основных характеристик цифро- 
вого фильтра. 

Общее представление о принципе цифровой обработки континуального 
сигнала можно получить из схемы, изображенной на рис. 12.1, на котором 
даны эпюры колебаний в различных точках схемы. Входной сигнал $ (#) 
подвергается сначала дискретизации по времени с помошью электронного 
ключа (ЭК), работающего с шагом Т. Процедура дискретизации описана в 
$2.16. Сигнал ѕу (№) на выходе ЭК имеет вид последовательности равноотсто- 
ящих коротких импульсов, являющихся выборками (отсчетами) сигнала $ (1. 
Предполагается, что при выборе шага Т обеспечивается сохранение информа- 
ции, содержащейся в континуальном сигнале $ (1). 

Каждый отсчет запоминается в интегрирующей ЮС-цепи на время, не- 
обходимое для срабатывания аналого-цифрового преобразователя (АЦП). 
Это время должно быть не больше шага Т. В результате на выходе ЮС-цепи 
получается ступенчатое колебание 5г. (1). В АЦП каждый отсчет квантуется 
по уровню и преобразуется в кодовое слово — двоичное число, составленное 
из г разрядов, каждый из которых представлен нулем или единицей (паузой 
или стандартным импульсом). 
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Рис. 12.1. Функциональная схема цифрового фильтра 


Квантование заключается в том, что отсчет измеряется и ему присваива- 
ется один уровень из общего числа возможных. Это число равно 2’. Напри- 
мер, при Г = 10 получается 2 = 1024 уровня. Каждому разряду соответст- 
вует своя шина, так что на выходе АЦП закодированный цифровой отсчет 
представлен в виде комбинации из бинарных чисел (пауз и импульсов), 
возникающих на г выходных шинах одновременно (параллельный код). Мак- 
симально возможному значению отсчета соответствует кодовое слово, состав- 
ленное из г импульсов, нулевому значению отсчета — слово из г пауз. Точ- 
ность представления отсчета тем выше, чем длиннее кодовое слово, т. е. чем 
больше в нем бинарных чисел. 

Последовательность закодированных цифрами отсчетов поступает в циф- 
ровой фильтр (ЦФ), представляющий собой вычислительное устройство, в 
котором над кодовыми словами производятся определенные математические 
операции (сложение, умножение, а также задержка во времени), соответст- 
вующие заданному алгоритму. В результате этих операций на выходе ЦФ 
возникают новые кодовые слова, соответствующие профильтрованному сиг- 
налу. 

В цифро-аналоговом преобразователе (ЦАП) каждое кодовое слово при- 
водит в действие группу электронных ключей, которые управляют суммиро- 
ванием эталонных напряжений, соответствующих каждому из разрядов. 
В результате на выходе ЦАП воспроизводятся отсчеты в аналоговой форме. 
Такое декодирование является процессом, обратным происходящему в АЦП. 

Напряжение на выходе ЦАП $твых (&) имеет ступенчатую форму, при- 
чем высота каждой ступени равна отсчету выходного сигнала в соответствую- 
щий момент времени. 

Под выходным дискретизованным сигналом тых (#) в дальнейшем будет 
подразумеваться последовательность «тонких» импульсов, амплитуды кото- 
рых равны высотам соответствующих ступеней. 

Наконец, в четырехполюснике, который можно назвать синтезирующим 
фильтром (СФ), осуществляется преобразование дискретной последователь- 
ности в континуальный выходной сигнал $ъых (2). 

Очевидно, что перечисленные выше преобразования, производимые над 
каждым отсчетом входного сигнала, должны выполняться за время, мень- 
шее шага Г. Кроме того, должна обеспечиваться строгая синхронность уп- 
равления электронными ключами, используемыми для осуществления по- 
-Разрядного сложения, вычитания и других операций над кодовыми словами. 
Все это приводит к необходимости применения сложной системы синхрониза- 
ции вспомогательных импульсных последовательностей, с помощью которых 
на каждом шаге Т обеспечиваются стирание старой информации в двоичных 
элементах (например, в триггерах) и ввод в них новой информации. 

Задача решается формированием указанных последовательностей из 
единого гармонического колебания с частотой 1/Т, получаемого от опорного 
генератора. В связи с тем, что Т является основным параметром цифрового 
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фильтра, особое внимание уделяется повышению стабильности частоты этого 
генератора. Применение: интегральных микро схем позволяет с успехом ре- 
шать перечисленные выше сложные задачи. 

Следует отметить, что при рассмотрении принципа действия схемы, 
представленной на рис. 12.1, преобразования аналог — цифра и цифра — 
аналог не имеют решающего значения. Можно исходить из допущения, что 
в ЦФ вводятся неквантованные отсчеты (в аналоговой форме), над которыми 
и совершаются математические операции (существуют дискретные системы 
аналогового типа, в которых не используется цифровое кодирование). В свя- 
зи с этим в последующих параграфах рассматривается принцип действия дис- 
кретных систем сначала без учета АЦП и ЦАП. Оценка же погрешности, 
связанной с квантованием отсчетов, дается в $ 12.9. 


12.2. ПРИНЦИП ДИСКРЕТНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 


Дискретный сигнал на входе цифрового фильтра представляет собой по- 
следовательность из № отсчетов 5 (АТ), ё = 0,1, ..., № — 1, взятых с интер- 
валом Т из континуального сигнала $ (й). На выходе фильтра в результате 
определенных операций возникает последовательность чисел 5,ых (ЕТ). 

Рассмотрим сначала наиболее простой алгоритм работы цифрового 
фильтра, при котором число $,ых (ТТ) в момент Ё = тТ зависит только от 
5 (тТ) и предшествующих ему входных чисел: 


$вых (ТТ) = @% $ (тГ) а, $ (тГ-Т) а, $ (тТ —2Т)-...- 

+ анз(тТ —НТ). (12.1) 

Коэффициенты а; («весовые коэффициенты» фильтра) — действительные 
постоянные числа; Н — максимальное число запоминаемых чисел. 


Начиная с момента # = 0 выходные числа в моменты # = 0, Т, 27, 
будут определяться выражениями 


бвых (0) = 005 (0), 
вых (Г) = 205 (Г) - 41$ (0), 
Ѕвых (27) = 4% (27) - а, $ (Т) + а (0), 


бвых (ТГ) = а $ (тТ) 4-а $ (т — 1) Т] + а $ (т —2) Г]... + 
-- ан $ [т —Н)Т]. 
Приведенные соотношения обобщаются выражением 


$вых (ТТ) = У а, $ [(т —Е)Т], т<Н. (12.2) 


Алгоритм (12.2) реализуется схемой, представленной на рис. 12.2, на 
котором Т означает элемент памяти, иногда для краткости называемый за- 
держкой. Величина задержки совпадает с темпом поступления отсчетов сиг- 
нала. Из общего описания цифрового фильтра, приведенного в предыдущем 
параграфе, ясно, что эффект задержки достигается вводом и выводом чисел 
из двоичных элементов (триггеров) синхронно с работой электронного ключа. 

Непосредственно из схемы на рис. 12.2 вытекает, что при подаче на 
вход фильтра отсчета $ (0) = 1 (единичный импульс) на выходе сумматора 
возникает последовательность чисел, имеющая смысл импульсной характе- 
ристики цифрового фильтра (рис. 12.3). В дальнейшем импульсная характе- 
ристика будет обозначаться через д (А7). 
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Рис. 12.2, Дискретный фильтр 


Рис. 12.3. Импульсная характеристика 
дискретного фильтра 
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Для схемы на рис. 12.2 числа & (ЕТ) совпадают с весовыми коэффициен- 
тами фильтра аһ. 
Запишем выражение (12.2) в форме 


т т 
$вых (ТТ) = У 5[(т —Е) па (ет) = У 5(АТ) а [(т —8) ТІ. (12.3) 
= 0 = 0 

Выражение (12.3) является дискретным эквивалентом интегральной 
свертки (см. $ 6.3), используемой при анализе прохождения континуальных 
сигналов в аналоговых цепях. 

Представленную на рис. 12.3 импульсную характеристику ұт (4) 
можно трактовать как результат дискретизации с шагом Т континуальной 
импульсной характеристики соответствующего аналогового фильтра. Сиг- 
нал, выделяемый на выходе синтезирующего фильтра в схеме на рис. 12.2, 
совпадает с сигналом на выходе указанного аналогового фильтра. 

Представленный на рис. 12.2 фильтр иногда называют трансверсальным 
(поперечным). Возможности фильтра значительно расширяются при введе- 
нии цепей обратной связи (рис. 12.4). 

При наличии обратных связей значенне сигнала на выходе сумматора 
в любой момент времени тТ` зависит не только от Н отсчетов входного сигнала, 
но и от некоторого количества отсчетов выходного сигнала в предшествующие 
моменты. Подобные фильтры называются рекурсивными. Для 
такого фильтра разностное уравнение (12.1) следует заменить более общим 
уравнением, учитывающим обратные связи с весовыми коэффициентами 61, 
6, веер бм: 

вых (Г) == 4% $ (тТ) а (тт Т) 4-а, (тт -—2Т) --... -- 

+-анз(тТ —НГ) + 6, $вых ("Т —Т)- в 5х (тТ —2Т) +... 

+ ём 5вых ("Т — МТ). (12.4) 

Принципиальное различие ме- 
жду трансверсальным и рекур- 
р сивным фильтрами заключается в 

щие [== 
Фильтр |3вь„@ свойствах их импульсных харак- 
ИИ теристик. В первом случае им- 
пульсная характеристика содер- 
жит конечное число отсчетов (не 
превышающее Н), а во втором бла- 
годаря обратной связи число от- 
счетов теоретически бесконечно 
велико. В связи с этим трансвер- 
сальные фильтры иногда называют 
КИХ -фильтрами, а рекурсивные— 
БИХ -фильтрами. 


Рис. 12.4. Цифровой фильтр с обратными 
связями 
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12.3. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ ЦИФРОВОГО 
ФИЛЬТРА 


Дискретный сигнал, действующий на входе цифрового фильтра, удобно 
представлять в форме, аналогичной (2. 129), но с учетом начального условия 
$ (АТ) =0 при ё < 0: 


т (0) = Ў $(#Т) 6 (# КТ). 
Е= 0 
Соответственно изображение по Лапласу будет [см. (2.125)] 
1.457 (01 = Ӯ) 8 (8Т)е-, (12.5) 
к=0 


Нетрудно составить аналогичное выражение для дискретного сигнала 
на выходе фильтра. 

В случае трансверсального фильтра результирующий сигнал на выхо- 
де сумматора можно записать в виде суммы 


$Твых (1) == аъ 5т (1) + а, $7 (#— Т) --... Канзт(Е—НТ). 


Применив к этому выражению преобразование Лапласа, с учетом теоре- 
мы смещения получим | 


н 
[[$тТвых] = ЭТвых (р) = $т (р) 2, а, е`-РАТ, 


Передаточную функцию цифрового фильтра в общем виде определим 
отношением 


Кт (р) = Зтвых (р)/$т (р). (12.6) 
Для трансверсального фильтра это отношение будет 
Кл (р) =а,--а е-27Т 4-азе-Р27 4-...-ане-НТ, (12.7) 


Заметим, что выражение (12.7) можно также получить, применив преоб- 
разование Лапласа непосредственно к импульсной характеристике & (Т), 
представив ее в форме 


4) = У а, 6—7). 
#—=0 


Действительно, 
лег (01 = а а, е—27 и е-227--.. ане? = Кг (р). (12.8) 


Итак, импульсная характеристика и передаточная функция цифрового 
фильтра, как и в случае аналогового фильтра, связаны между собой преоб- 
разованиями Лапласа и Фурье. 

Подставив в (12.7) р = іо, получим передаточную функцию на оси час- 
тот 


н 
Кг (о) = У а, е— т. (12.9) 
=0 


Сопоставление выражений (12.9) и (2.124) показывает, что переда- 
точная функция цифрового фильтра Кг (іо), как и спектры $т (0), 
Зтвых (©), имеют периодическую структуру с периодом (на оси частот), 
равным 2^/Т. 
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Рис. 12.5. Амплитудно-частотная характеристика дискретного фильтра 


Следовательно, передаточную функцию дискретного фильтра наряду с 
с (12.9) можно записать также в форме 


Кг (іє) = У К. | [© п =). (12.10) 


п= -— 00 


где К, к (іо) — передаточная функция аналогового фильтра, обладающего 
импульсной характеристикой р (1), которая соответствует дискретной харак- 
теристике рт (№) (см. замечание в конце предыдущего параграфа). 

Выражение (12.10) аналогично выражению (2.123). Если шаг Т мал 
по сравнению с протяженностью функции р (1) или, что то же самое, частота 
повторения о; = 2л/Т больше полосы прозрачности фильтра, то частотные 
характеристики, соответствующие разным значениям п, не перекрываются. 
В этом случае на центральном участке — 0/2 < о < 9/9, т. е. прил = 0, 
характеристики Кг (іо) и Кн (іо) полностью совпадают. Это иллюстриру- 
ется рис. 12.5. для дискретного фильтра нижних частот при воздействии гар- 
монического колебания $ (1) = А, соѕ @®,Ё со спектральной плотностью 
лА, [6 (о — о,) + 6 (о + о,)] [см (2.98)]. Сплошными линиями показан 
спектр до дискретизации, а штриховыми — периодическое продолжение 
этого спектра. 

Амнлитудно-частотная характеристика фильтра в центральном интер- 
вале показана также сплошной линией. После обратного преобразования 
дискретного сигнала $7т,ых (/) в континуальный сигнал $,ых (ѓ) (с помощью 
СФ, см. рис. 12.2) только этот частотный интервал и определяет спектраль- 
ный состав выходного сигнала. 

Следует подчеркнуть важность этого заключения. По существу оно озна- 
чает, что определение передаточной функции дискретного фильтра как отно- 
шения Зтьых (@)/Зт (0) можно распространить и на отношение $ < Тьых(@)/ 
/$ (о). Иными словами, выражение (12.6) можно трактовать как переда- 
точную функцию дискретного фильтра в целом с учетом как процесса дис- 
кретизации сигнала $ (#) на входе, так и восстановления континуальной фор- 
МЫ $вых (#) на выходе устройства. 

Определим теперь передаточную функцию рекурсивного цифрового 
фильтра. Повторяя рассуждения, приведшие к формуле (12.7), и учиты- 
вая разностное уравнение (12.4), приходим к следующему уравнению: 


$Гвых (#) = 20 5 (#) + 9, 5т (#—Т\-+ ат (#—2Т) +... -- 
+ ан $т (#—НТ) + р. 5Твых (+—Т) + Ь, бтвых (: —2Т) + .., + 


-- Ём $твых (+ — МТ). 
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Применив к этому уравнению преобразование Лапласа, получим 


Зтвых (р) = $т (р) (@& + ае-7Т + а, е-Р2Т +... ане НТ) 4. 
+ Ѕтвых (р) (6; е—27--6е—27 |... +Ьме-РМТ), | 
откуда следует, что 


рТ — рат — 
ао ауе р —- аз е 021 Е... Бане РНТ 


Кт (р) = (12.11) 


| — е РТ [5 е 227 —...— вме РМТ 


Здесь Н — число суммируемых предшествующих входных, а М — 
предшествующих выходных отсчетов. 
Полученную функцию можно трактовать как передаточную функцию 
каскадного соединения двух фильтров: одного с передаточной функцией 
н 
от (р) = У афет” 
К == 0 


и второго с передаточной функцией 


М - | 
но | љети) 


Ве 1 
Таким образом, 
Ку (р) = от (р) Вт (р). 


Перейдя от переменной р к ѓо, запишем передаточную функцию рекур- 
сивного фильтра 


Н 
У аре АТ | 
К. (о) = а арр (іка) Вт (10). (12.12) 


И КЕ ~ Ьь е — төр 


Такому представлению соответствует каноническая схема на рис. 12.6. 
Каждый элемент памяти Т в этой схеме используется как для цепи прямой 
связи (с весовым коэффициентом а„), так и для цепи обратной связи (с весо- 
вым коэффициентом б). Поэтому общее число элементов памяти Т вдвое 
меньше, чем в схеме на рис. 12.4. Легко убедиться, что разностные уравне- 
ния (12.4) справедливы и для канонической схемы. 


50) 


Рис. 12.6. Каноническая схема 
цифрового рекурсивного 
фильтра" 
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12.4. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЦИФРОВЫХ СИГНАЛОВ 


В $2.17 было показано, что спектральная плотность $т.(%) дискрети- 
зованного по времени сигнала $ () имеет периодическую структуру с перио- 
дом на оси частот єю; = 2л/Т (рис. 12.7, 6). Как и спектр $ (~) исходного 
(континуального) сигнала (рис. 12.7, а), $Зг (о) — сплошной спектр. 
Между тем для осуществления цифровой обработки требуется дискретиза- 
ция сигнала не только во временной, но и в частотной области. Это означает, 
что сплошной спектр $у (©) должен быть представлен совокупностью своих 
значений $г (пА о) на дискретных частотах о = пАю. Подобный спектр, 
показанный на рис. 12.7, в, получается из сплошного спектра $ (0) при 
периодическом повторении последовательности {5 (ЁТ)) с периодом Т, = 
= МТ. В соответствии с$ 2.7 интервал между соседними спектральными ли- 
ниями Ао == 9л/Г. = 2л/МТ. 

Обращаясь к выражению (2.124) 


$т (0) = У (Ту е-№ 7 
Е=0 


и подставляя єю = пАю, получаем следующее соотношение: 
‚2л 
А М у" 
$т (пАо) = У 5(#Т)е АТ = У 5(АТ)е п= 0, + 1,..., + №2 
в- 0 в= 0 
(при четном №). 
Полученное выражение называется дискретным преобра- 
зованием Фурье (ДПФ). 
Аргументы пАо и АТ обычно обозначаются просто п и А. Поэтому ДПФ 
можно записывать в форме 


Ул 
= { пё 
М. 1 
(п) = Уфе ^ ‚л=0, +... 3 М,2. (12.13) 
к= 0) 
А (3 3@ 
0 77 
6) (кт) 
07 АГ м 
56) 
6) 
0723 и 


Рис. 12.7. Дискретизация сигнала по времени и по спектру: 
и} континуальный снгнал $5(1) и его спектр 5(0); 6) лискретизованный сигнал з (1) и его снектр 


(сплошной): в) периодическая последовательность {5()} с периодом № и ДПФ {5(п)} 
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`Выражение (12.13) `можно 
трактовать как алгоритм вы- 
числения спектральных коэф- 
фициентов {$ (л)} по заданным 
временным отсчетам {5 (®)}. 

При четном № и дейст- 
вительном $) 


$ (№2 4-1) =5$* (№.2 —-1, 
1=0,1,..., №9, 


где $* (п) — величина, комп- 
лексно-сопряженная $ (п). 
Действительно, подставляя 


в $ (п) п = №2 + 1 и учиты- 01 54567 8л 
вая, что № является периодом, бю бә еде) @ 
получаем | Рис. 12.8. Нумерация спектральных коэффици- 
ентов при четном № 
129 ( М ) 
\ —1 1 АА 
у м ч \ 
$ +!)= У зе = 
# =0 
2п гм 
№1 +1—— 1— –:}* , 
== Ҹ $ (А)е ы иН =5' (5 —1), 1=0,1,..., №2, 
20 2 


что и требовалось доказать. 

Из последнего равенства, в частности, следует, что при / = 0 $ (№2) = 
= $* (№/2), т.е. что $ (№9) — всегда действительное число. Это справед- 
ливо и Для $ (0). 

На основе доказанных свойств ДПФ картину образования периодичес- 
кой структуры спектра можно пояснить построением, показанным на 
рис. 12.8 (для М = 8). Амплитудный спектр исходного континуального 
сигнала представлен на рис. 12.8, а. Весь диапазон разбит на № равных ин- 
тервалов До. Отсчетные точки на оси частот расположены в середине каж- 
дого из интервалов. На рис. 12.8, б представлено периодическое продол- 
жение спектра. В точке п = №/2 = 4 5 (4) = $ (—4) — действительное 
число, в точке п = 5 = №/ -- 1 спектральная плотность $ (5) == $* (3), 
а по модулю |$ (5)! = |$* (3)| ит. д. Прил = 8 = № начинается новый 
период последовательности $ (п). Очевидно, что в пределах одного периода 
выражение (12.13) можно записывать в форме 


‚2л 
М1 == ——— па . 
Ѕ(л) = У зе ^ ‚п=0,,... №1. (12.14) 
= 0 И 


Именно в такой форме в дальнейшем будет записываться ДПФ последо- 
вательности № временных отсчетов. 

Введем понятие обратного дискретного преобразования Фурье (ОДПФ). 
Используя Дуальность прямого и обратного преобразований Фурье, можно, 
основываясь на выражении (12.14), записать 


2л 


М1 [2 7 Ёп 
$ (А) = С У 5(п)е ‚ Ке 0,1. №1. 


п= 0 
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Для определения постоянного коэффициента С подставим в последнее 
выражение $ (п) из (12.14): 


М1 м1 — { пт ѓ т пё 
5(8) =С У У $ (те е = 
п=0 т-:0 


При т = А внутренняя сумма обращается в №, а при любом другом зна- 
чении т — в нуль (как сумма векторов, концы которых делят окружность 
единичного радиуса на равные дуги). Следовательно, в правой части оста- 
ется одно слагаемое С5 (А) №, из чего вытекает равенство С == 1/М№М. Таким 
образом, ОДПФ принимает следующую форму: 


У $(0)е 50,1... №1. (19.15) 


Вне интервала 0<А < № — 1 ОДПФ определяет периодическое продол- 
жение исходной последовательности $ (А), показанное на рис. 12.7, в 
(левая часть). 

Итак, дискретизованному сигналу {5 (АТ)}, А = 0,1, ..., М— 1, 
соответствует сплошной спектр $т (о) с периодической структурой (рис. 
12.7, 6). Дискретизованному же спектру $ (п) соответствует периодическая 
последовательность сигналов {5 (АТ)}, повторяемых с периодом М 
(рис. 12.7, в). 

Некоторые из свойств непрерывных преобразований Фурье, рассмот- 
ренных в $ 2.8, нетрудно сформулировать также и для ДПФ. 

1. Линейность преобразования. Спектр суммы (разности) дискретных 
сигналов равен сумме (разности) их спектров. 

2. Сдвиг дискретного сигнала во времени. Повторяя рассуждения, при- 
ведшие к выражению (2.57), нетрудно показать. что если сигналу $ (2). 
представленному совокупностью отсчетов $ (А7), А = 0,1, ..., М — 1. 
соответствует ДПФ $ (пА о), то сигналу $ (Е — тТ), где т — целое число, 

2 


—і пт 
соответствует ДПФе *^ $ (п Ао). Иными словами, сдвиг последователь- 
ности отсчетов на т интервалов приводит лишь к изменению фазо-частотной 
2л 
характеристики ДПФ на величину — тт (теорема запаздывания). 


3. Теорема свертки. Если ДПФ $ („А о) соответствует дискретному сиг- 
М1 


налу 87 (1) = Ўз (КТ) 6 (7 — ЕТ), а ДПФ С (пАо) — сигналу вт (1) = 


№, —1 
= У в (ЕТ)б (1 — ЕТ), то произведению $ (пА®) С (пЛо) соответствует сиг- 
820 


нал (линейная свертка) 
М1 
у(тТ) = У $[(т—®) Та (КТ), М > М, М. (12.16) 
ё = 0 


При М—< М, + №, получается так называемая круговая свертка. 
Вывод выражения (12.16) аналогичен выводу (2.64) [см. также (12.3). 
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12.5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА 2-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ДЛЯ АНАЛИЗА ДИСКРЕТНЫХ СИГНАЛОВ И 
ЦЕПЕЙ 


При математическом описании дискретных последовательностей, а 
также дискретных цепей большую роль-играет функция е?Т. Изображения 
по Лапласу временных процессов, а также передаточные функции цепей, в 
в которые входит е?Т, оказываются трансцендентными функциями р, что су- 
щественно затрудняет анализ. Его можно упростить при переходе к новой 
переменной 2, связанной с р соотношением 


2= еРТ, р=-— 2. (12.17) 


При такой замене указанные функции от р преобразуются в рациональ- 
ные функции от переменной г, благодаря чему упрощается представление их 
на плоскости 2. 

Преобразование плоскости р = с + іо в плоскость 2 = х + іу можно 
осуществлять с помощью следующих соотношений, связывающих координа- 
ты 0, ®, какой-либо точки р; на плоскости р с координатами ху, и, соответ- 
ствующей точки 2, на плоскости 2 (рис. 12.9): 


21 =: + уу == е9: +007 х, = е%Т соз в, Т, и = е°:Т зп о, Т, › (12.18) 
В полярных координатах на плоскости 2 
= |2, | =У + И = е5:7, фу = агв 2 =, Т + т2л, (12.19) 


где т — любое целое число. 
На рис. 12.10 представлены отображения некоторых характерных то- 
чек и областей из р-плоскости на 2-плоскость. Точка р == 0 переходит 
в точку 2=| на вещественной оси 2-плоскости. При движении точ- 
ки р-плоскости вдоль оси {Фф (т. е. 
при с == 0) соответствующая ей точка 
2-плоскости описывает окружность 
единичного радиуса. Один полный 
оборот радиуса-вектора соответствует 
изменению частоты @® в интервале 
о оо, - 231/7. 
’ При движении точки р. вдоль 
оси ію в пределах от — ѓ оо доѓ оо 
точка 2, описывает бесконечно боль- 
шое число окружностей. Таким обра- 
зом, взаимно-однозначное отображе- 
ние рна 2 существует только для 


10 


АЭ) 


Рис. 12.9. Соотношение между координатами Рис. 12.10. Отображение точек и об- 
точки на р-плоскости (а) и 2-плоскости (6) ластей из р-плоскости на 2-плоскость 
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полосы р-плоскости между -- л/Т. Внутри этой полосы левая полуплос- 
кость отображается внутрь единичного круга. Все параллельные полосы 
такой же ширины соответствуют этому же кругу. Правая полуплоскость 
р преобразуется во всю 2-плоскость, исключая единичный круг. 


12.6. 2-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ 
ФУНКЦИЙ 


Основываясь на приведенном в $ 2.17 преобразования Лапласа дискрет- 
ного сигнала [см. (2.125)] и полагая егт = 2, получаем выражение 


оо 


$(@ = 5 (р) = 2 (87) 2, (12.20) 


ра =0 
Т 


называемое прямым 2-преобразованием (односторонним). 


Комплексная функция $ (2) определена только для области 2, в которой 
степенной ряд (12.20) сходится. 

Условие сходимости: [5 (®)| < се при любых Ё >0, где с> 0 — по- 
стоянное действительное число, а го > 0 также действительное число, яв- 
ляющееся радиусом сходимости, зависящим от свойств по- 
следовательности {5 (®)}, Е = 0,1, ..., оо. Поскольку (12.20) определяет 
ряд по отрицательным степеням 2, область сходимости включает в себя всю 
2-плоскость, за исключением круга радиуса гу, т. е. данный ряд сходится 
при го < |2| < оо. | 

В случае ограниченной последовательности {$ (®)}, Е = 0,1, ..., М — 1, 
в которой только конечное число членов отлично от нуля, для сходи- 
мости ряда требуется, чтобы [г (®)| < оо, ОЗЕ<М— 1. При этом г 
может принимать все значения за исключением 2 == 0. 


Найдем функцию $ (2) и радиус сходимости для некоторых простых вре- 


менных функций 5г (№). 
1. Последовательность отсчетов из сигнала $ (0) = 1, Ё>0. В этом 
случае $ (АТ) = 1, = 0,1, 2, ..., оо, и в соответствии с (12.20) 


у =. (12.21) 


Тв 


0 


З®= УТ)" = 
2 


— 

Нуль функции $ (2) в точке 2, = 0, полюс в точке 2, == 1. Радиус сходимо- 
сти го = 1; функция сходится при |2|`>> 1. 

2. Последовательность отсчетов из сигнала $ (й) =е®, #>0. 
В этом случае $ (ЕТ) = е “7 и 
—^ со со 
5 (2) = УМ ет 2—0 = У (е7 2-1) = 
Е 2 > 1 


м 


(12.29) 


Нуль 20 = 0, полюс 2. = е“Т; гу = е9, |2| >> е@Т. 
3. Последовательность отсчетов из сигнала $1) = а“, /.> 0, а< 1. 
В этом случае 5 (ЕТ) = а и 


д ыы «<. 1 1 
0 2, 2, аа 2—49 


\ 
507) 07 


а) 
Рис. 12.11. Положение нулей и полюсов на 2-плоскости для: 
а) з(6Т)=1, е АТ и е@йТ; 6) $(#Т)-=с08 ФАТ; в) 8(ЕТ) = іп оТ 
Нуль 2. =0, полюс 2 = 47, г =а“Т, |2] > е-—@7Т. 
4. Последовательность отсчетов из сигнала (1) = соѕ вБ ѓ >> 0. 


В этом случае 5 (ЁТ) = ет 5 —е— АТ и 


$@) = \ соѕ оу ЁТ-2-* = > У (е7 2—1) -- 


и 
== 0 = 0 
1х 1 1 1 \ 
+ — “(е 97 г-1)в = — = 
А 9 РА ) 9 | — е®Т 2—1 + 9 1—е— 697 2—1 
22 (1-е 897 а) (1-е 2 ) ____2(2—соз әоТ) (12.24) 
— 22 с0$ 007-1 22—22 с0$ во Г-- 1 


Нули 20; =0, 2» = с05 ® Г, полюсы 29 = С0$ 0,7 - {т во Г, 


[21] =1; Го = 1, 1211. \ 
5. Последовательность отсчетов из сигнала $(1) = ѕіп оі, #20. 
В этом случае $ (АТ) = >- ените и 
{ - { 


5 (2) = У іП 00 РТ. 2—& => У У (ег ве Т 2—1) — 


Е= 0 Рза 
го А Т 
— еібТ К! — 2, 12.25 
Х ( 22—92 с05 Фо Г-- 1 ( ) 


Нуль 2, = 0, полюсы 211, == 60$ Г + і ѕіп оТ; |21] =.1; Го =1, 


|| >> 1. 
Положение нулей и полюсов для приведенных выще пяти сигналов по- 


казано на рис. 12.11. 
Отыскание оригинала, т. е. функции $т (1, по заданному изображению 


$ (2). производится с помощью обратного 2-преобразова- 
ния, которое получается подстановкой е?? = г в обратное преобразо- 
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вание Лапласа. Основываясь на выражении (2.127) и подставив в него 
$т (р) == $ (2), еРАТ == 2^ и ар == а2/Тг, получим 


а 
$ (ЕТ) = т—— ф 602 => == ф (22-1 дг, (12.26) 


121 == е 121 ==еб 


Интегрирование ведется по окружности радиуса г = еТ, в которую 
преобразуется прямая в = с из плоскости р = с + ію. Постоянная с 
определяется из условия, что все полюсы подынтегральной функции на- 
ходятся внутри круга радиуса г == ест. Обход контура — в положитель- 
ном направлении (против часовой стрелки). Изменению частоты от — л/Т 
до л/Т соответствует один обход окружности. 


В рассмотренных выше примерах функций $ (2), обладающих полюсами 
на окружности единичного радиуса [при $ (ЕТ) = 1, соѕ оТ и ѕіп оТ], 
постоянная с >> 0 может быть сколь угодно малой. Поэтому контур интегри- 
рования можно свести к окружности радиуса г = 1 с обходом полюсов вне 
круга, подобно тому, как на плоскости р = в + іо интегрирование ведет- 
ся по оси їо с обходом полюсов, лежащих на этой оси, справа. 

С учетом этого условия выражение (12.26) можно записать в форме 


= (ЕТ) = —— ` фз $ (2) 2—1) г, (19.97) 


12| =1 
Интегрирование по окружности г >> 1 из дальнейшего рассмотрения ис- 


ключается, поскольку положение полюсов функции $ (2) вне круга г.= 1 
соответствует неограниченно возрастающим временным последовательно- 
стям, не имеющим физического смысла. 

Заметим, что при интегрировании по окружности |2| = | имеет место 
равенство 2 = е!®Т, что позволяет с помощью соотношения 42 = {Те®Т до 
привести выражение (12.27) к виду 


л 
(ЕТ) = —— | 5 (ет) еѓокт 4 (Т). (12.28) 
л 
Сопоставим г-преобразование с ДПФ для последовательности $ (А7), 
Е = 0,1, ..., М — 1. Для этого воспользуемся выражением (12.20) для зна- 
‚ 2лп 
чений функции $ (2) в точках 2 = еіпАот — е № 
3(+ 1 ") М1 —‘ а 
$ \е = У $ (Те ‚п = 0, 1,..., № —1. (12.29) 
к=0 


Правая часть этого выражения полностью совпадает с выражением 
(12.14), из чего следует, что спектральные коэффициенты $ (п), т. е. ДПФ 
последовательности {5 (А)), ё = 0,1, ... М — 1, равны значениям 2-пре- 
образования этой последовательности в М точках, равномерно распределен- 
ных по единичной окружности. 

Поскольку при использовании метода 2-преобразования имеется в виду 
однократный обход единичной окружности, то обратное г-преобразование 
по формуле (12.28) обеспечивает однозначное определение элементов конеч- 
ной последовательности {$ (®)}, ё = 0,1, ..., № — 1. 

Напомним, что обратное ДПФ по формуле (12.15) приводит к периоди- 
ческой последовательности {5 (6)} с периодом № даже при конечной исход- 
ной последовательности {$ (6)} 
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12.7. г-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ 
ФУНКЦИЙ ДИСКРЕТНЫХ ЦЕПЕЙ 


Применим 2-преобразование к передаточной функции дискретной цепи. 
Подстановка е?Т = 2 в выражение (12.11) дает 


у к 
А 2. авг” 
$ (2) 1— У Бр 2% 


бе 1 


Из этого выражения видно, что передаточная функция дискретного 
фильтра является дробно-рациональной. По заданному выражению (12.30) 
легко составить разностное уравнение вида (12.4), определяющее алгоритм 
преобразования входной импульсной последовательности в выходную. Для 
этого каждому из слагаемых вида $ [(т — А) 7] в уравнении (12.4) доста- 
точно приписать коэффициент а» при степени 2-* в числителе, а слагаемым 
вида $.ых [(71 — А) ТІ — коэффициент 6» при степени г—* в знаменателе вы- 
ражения (12.30). Соответственно по заданному разностному уравнению мож- 
но составить выражение (12.30). 

Следует, однако, отметить, что не всякая дробно-рациональная функция 
может быть реализована в виде передаточной функции фильтра. Пусть, на- 
пример, передаточная функция задана в виде отношения полиномов по поло- 
жительным степеням 


2 Наар гНт +... 
Киа“ Те тан (12.31) 


б 2М В, гМ-1_.. н. —6м 


Разделив числитель и знаменатель на 6, 2М, приведем это выражение к 
виду 


Если Н > М, то первое слагаемое в числителе (с положительной сте- 
пенью 2) образует в уравнении (12.4) слагаемое вида (а,/бо) $ (т -- ®)Т], 
где = Н — М > 0, соответствующее импульсу 5 (т -- А), опережаю- 
щему во времени входной импульс $ (7); что, конечно, невозможно. Отсюда 
следует, что фильтр осуществим при условии, что степень знаменателя 
в (12.31) больше или равна степени числителя. 

С учетом этих замечаний запишем передаточную функцию в следующих 


эквивалентных формах (при Ё, = 1): 
— ша 2-1 ао 2? + ...Намг“ И 
к= г = 
Пр 2771-22... руг 

М-Н Н Н) н 2 

РА 4092 ча, г — 922 —... там р 
— ( шг 7 тотам). (12.32) 
| 2 Мр гМ М2... Вы 


(2— 201) (2—20)... (2—— 0н) 


К (2) =а,2 (2— гии) (2— 20а)... (2—2 ам) 


(12.33) 


365 


В выражении (12.32) коэффициенты аһ и 6». следует подставлять с те- 
ми же знаками, с которыми они входят в (12.4). 

В выражении (12.33) 2.„ — нули, аг»„ — полюсы передаточной функ- 
ЦИИ; 20, И 2, МОГут быть либо действительными, либо комплексными чис- 
лами. В первом случае они расположены на действительной оси, а во вто- 
ром образуют комплексно-сопряженные пары. 

Нули могут быть расположены в любой точке плоскости 2, полюсы же 
— только внутри круга единичного радиуса. Это условие вытекает из требо- 
вания устойчивости цепи; при рассмотрении поведения передаточной функ- 
ции на плоскости р условие устойчивости требует расположения полюсов в 
левой полуплоскости. Как отмечалось выше, левая полуплоскость р ото- 
бражается внутрь единичного круга на плоскости 2. 


Для перехода от функции К (2) к функции Кг (ѓо) следует, как это вы- 
текает из (12.18), приравнять 2 = еѓөт (о = 0). 
Таким образом, 


а + ает "ает ӘТ... фаре Нет 


а 


ӘТ - ФТ —іМо] 
1 буе 90 — Бе 20... -- руе" 


р (е7 — 201) (е7 20)... (ет — гон) 
(ет — 2т) (е/®Т — 2а). .. (7 — 21м) 


Для определения АЧХ цепи в диапазоне (0, 2 л/Т) следует вычислить 
модуль выражения (12.34) при изменении ®Т от 0 до 2 л, т. е. при одном 
обходе окружности единичного радиуса на г2-плоскости. При последую- 
щих обходах окружности АЧХ периодически повтбряется. 

Модули разностей е®Т — 2, и еѓ®Т — 2), являются расстояниями 
от точки на окружности, соответствующей углу ®Т, до нуля 2, или полюса 

20. Обозначив эти расстояния через Юки Кик, получаем для АЧХ формулу 


= 02“ - (12.34) 


Кот №. . . Юон 


Ку (о) = а 09. 


(12.35) 


удобную для графических вычислений. 
Вычисления особенно упрощаются при построении АЧХ в логарифми- 
ческом масштабе: 


н м 
Кт (о)дв == 20 | а + У ЕА, - - У іе Вам | (12.36) 
д | Е=1 


Если заданы нули и полюсы передаточной функции, то коэффициенты 
ак и Б легко определяются с помощью известных из алгебры соотношений. 
Значительно более сложной (при М >> 2) задачей является определение ну- 
лей и полюсов по заданным коэффициентам ан и бь. 


Передаточная функция К (2) и импульсная характеристика & (ЕТ) свя- 
заны между собой парой г-преобразований, вытекающих непосредственно из 


выражений (12.30) и (12.27) при замене в них $ (ЁТ) на р (АТ) и $ (2) наК (2): 


К(2) = У & (ЕТ) 2“, (12.37) 
К == () 
а (ЕТ) = —— г ф К (2) 2% 10 42. (12.38) 


121== 1 


На окружности единичного радиуса (2 == еѓеТ), выражение (12.37) пере- 
ХОДИТ В 


і 2л ФЕТ 


К (ет) = Қу (ӘТ) = № д (ЕТ)е | (12.39) 


== (у 


12.8. ПРИМЕРЫ АНАЛИЗА ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 


|. ТРАНСВЕРСАЛЬНЫЙ ФИЛЬТР ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
(рис. 12.12) 


Разностное уравнение подобного фильтра в соответствии с выражениями 
(12.1) имеет вид 


бвых (ТТ) =а, $ (тТ) — а: $ (т — 1) ТІ, (12.40) 
а импульсная характеристика представляет собой пару импульсов: 
Вт (1) = в (0)6 (0 +2 (7) ё (Т) = 


== а (1) + а 8 (#— Т). (12.41) 
Передаточная функция в соответствии с (12.9) принимает вид 
Кобр) = а, + а егт, (12.42) 


а при представлении на 2-плоскости 


К (2) = 9 - а, 2 = (42 1)/2. (12.42') 


Масштабный коэффициент а, можно без ограничения общности приравнять 
единице. 


На 2-плоскости функция К (2) обращается в нуль в точке 20 = — а: 
(рис. 12.13, а). 
Для определения АЧХ фильтра подставим в (12.42) 2-! =е ®Т = 


= с05 ОТ — і ѕіп оТ и найдем модуль функции К (ет): 
АЧХ = |К (ейт) | | ] +ае- /®7 | = |1 +- а, соѕ ®Т — ѓа іп 07 | = 
=ИТ: а? | 24, соз Г. . (12.43) 


Результаты вычислений АЧХ для а, = 0,5 и | представлены графичес- 
ки на рис. 12.13, 6. Аналогичные построения для а, < 0 представлены 
на рис. 12.14. 


56) 7 т 2т 
9) 7 — 
Рис. 12.12. Трансверсальный Рис. 12.13. Расположение нулей передаточиой 
фильтр первого порядка ` функции (а) и АЧХ (6) фильтра, представленно- 
го на рис. 12.12, при лоложительных коэффициен- 
тах а! 
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Рис. 12.14. То же, что на 


а,=-7 рис. 12.13, при отрицательных 
-05 коэфициентах а! 
0 
п 
р "әт? 


Фазо-частотная характеристика фильтра 


а ѕіпоТ 


Ф (оТ) = — гс (12.44) 


‚1 --а1 соз ФТ ° 


Вне частотного интервала 0 < ®Т < 2л характеристики должны быть 
продолжены периодически. Из рис. 12.13, би 12.14, 6 видно, что при а; =1 
фильтр можно использовать для подавления колебаний с частотами, близки- 
мик оТ =л, априа = — 1 — близкими к оТ = 0и 2л. 

Подобные фильтры часто называют гребенчатыми режекторными фильт- 
рами. 

Заметим, что при а, = — 1 фазо-частотная характеристика линейна: 


ф (Т) = л/2 — оТ/, 0 < оТ < 2л. (12.44) 


2. РЕКУРСИВНЫЙ ФИЛЬТР ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
(рис. 12.15) 


Разностное уравнение в данном случае имеет вид 
бвых (ТТ) = $ (ТГ) + Вл 8 (т ТІ. (12.45) 


а импульсная характеристика 
от (= 600 ББ 8 (1 Т) 525 (1— 97)... = 
= У 6601-87). (ЕТ) =Ы. (12.46) 


0 = 0 


57 (@) 57 вых (+) 


Рис. 12.15. Рекурсивный фильтр первого 
порядка 


Рис. 12.16. Импульсная характеристика ре- 
курсивного фильтра первого порядка при 
положительном (а) и отрицательном (6) 
коэффициентах 2; - 
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Рис. 12.17. Амплитудно-частот- 
ные характеристики рекур- 
сивного фильтра (рис. 12.13) 


ци 


22 


Это выражение получается последовательным обходом кольца обратной 
связи. 

Импульсная характеристика при 2, >> 0 показана на рис. 12.16, а, при 
Б, < 0 — на рис. 12.16, 6. 

При любом знаке 6, для устойчивости цепи должно выполняться усло- 
вие | 6, | < 1 [см. пояснения к (12.33]]. 

Передаточная функция определяется по формуле (12.30): 


Ка = Е. (12.47) 


1— Б; 2—1 т 2 —— В, 


Эту же функцию можно представить в форме геометрической прогрессии 
Ко = 146 2+2 ..., (19.47') 


которую можно также получить, применив преобразование Лапласа к выра- 
жению (12.46) с последующей подстановкой е АТ = 2—6, 


На г-плоскости функция К (2) имеет один полюс в точке 2, == 6). 
Амплитудно-частотная характеристика рассматриваемого фильтра 
АЧХ = бе | ие 

1 —- Бе 


— т |1 — В, (сох оТ гіп) | 


1 
УЕ 9р со оТ. 12.48 
ИТ. 02 9 сох оТ ( ) 


существенно зависит от знака весового коэффициента Б,. Форма АЧХ при 
нескольких значениях [5,| показана на рис. 12.17. При 6, > 0 получается 
гребенчатый фильтр, выделяющий частоты оТ > 0, 2л;/Т, 4л/Т, ..., а при 
Б, < 0 — частоты оТ = л, Зл, 65л и т.д. С приближением |2.| к единице 
полоса прозрачности фильтра уменьшается, а усиление резко возрастает. 
Фазо-частотная характеристика рассматриваемого фильтра 


А [2] $] Т 
ФӨТ) = агі 9. (12.49) 
1—0 соу оТ 
Сопоставим выражение (12.47) с (12.22). Видно, что (12.47) есть 2- 
преобразование экспоненты, отвечающей условию е °Т = В. Следователь- 
но, выражение (12.46) можно записать в форме 


дт (= Ў е7 4( ЕТ) =е- У 5 -— АТ). (12.50) 
й—0 в = 0 


Но это выражение есть не что иное, как результат дискретизации экспоненты 
е х7 с шагом Т [см. (2.122)|. Таким образом, приходим к заключению, что 
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0 п/2 п 51/2 ет 


Рис. 12.18. Амплитудно-частотные характеристики цифровой (сплошная линия) и ана- 
логовой (штриховая) АС-цепей при ЁС/Т =5 


дискретная импульсная характеристика вт (Ё) цепи, представленной на 
рис. 12.15, совпадает с последовательностью отсчетов импульсной характе- 
ристики & (Ё) аналоговой цепи (например ЮС-цепи), постоянная времени ко- 
торой 1/& = ВС отвечает условию 


е 97 = у =е-Т/КС или КС = Г/п (1/6). 
При этом, однако, АЧХ цепей существенно различны. Для дискретной 


цепи АЧХ определяется формулой (12.48), а для аналоговой ЮС-цепи — выра- 
жением 


К кс (ВС) = 


УЕ ес УТЕ (СТ) (ӘТ)? 


На рис. 12.18 АЧХ дискретной цепи (нормированная по максимальному 
значению) сравнивается с АЧХ аналоговой ЮС-цепи при ЮС/Т = 5 (чему 
соответствует В, 2х 0,83). На участке 0< оТ < л обе кривые почти 
совпадают (при С У Т), ана участке л < о7 < 2л ход АЧХ Кт обуслов- 
лен периодической структурой дискретного фильтра. 


3. ТРАНСВЕРСАЛЬНЫЙ ФИЛЬТР ВТОРОГО ПОРЯДКА 
(рис. 12.19) 


Разностное уравнение фильтра (см. (12.1)! имеет вид 
Звых (тТ) = ао 5 (тТ) + а, 8 ((т — 1) Г] — аә 5 Кт -— 2) Т\, 


а импульсная характеристика 
от (1) = а,б (0) - а (#— Т) + а, 6 (0 — 27). 
Передаточная функция в соответствии с (12.9) 
К (2) = 4 0127! + 052° = (2 + а, г + а.)/г?. (12.51) 


Как и в предыдущих примерах, положим а, = 1. Функция К (2) имеет 
нули в точках | 


| | 
201.02 == > а + и - а: — 43. 


Двухкратный полюс, расположенный в точке 2, == 0, не влияет на пове- 
дение передаточной функции на 2-плоскости. 
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Рис. 12.19. Трансверсальный фильтр второго порядка (а) и положение нулей на 2-плос- 
кости (6) 


Особый интерес представляет случай а, = 1 и |а, |< 2, когда 


раси НА 
а / | 9 а А ГА а? 
2 = — —- = 1-й | — 1. 
01.02 2 ү 4 2 ү 4 
Модуль этого выражения равен единице, так что комплексно-сопряжен- 
ные НУЛИ 20у И 20 лежат на окружности единичного радиуса (рис. 12.19, 6). 
Амплитудно-частотная характеристика подобного фильтра легко опре- 
деляется из выражения (12.51) при подстановке а, = а, = 1 и 2-! = е ®Т:; 


|К (ет) | = 1 Бает +-е- /297 | (12.52) 
Домножив правую часть этого выражения на |еѓ®7| = 1, получим 
АЧХ -= [ет + а, Бет 7 | = | 2соѕ оТ + а, |. (12.52') 


Изменением коэффициента а, можно перемещать нули 20; и 20, по окруж- 
ности единичного радиуса, что равносильно перемещению . нулей на оси 
частот. | 
В частности, при а; = ~ 2 получается двухкратный нуль в точке г == 1. 
При этом АЧХ принимает следующий вид: 


АЧХ = 205 «Т — || = 4 зіп? (өТ/2). (12.53) 


График этой функции, представленный на рис. 12.20 сплошной линией, 
соответствует широко распространенному в практике режекторному фильтру 
второго порядка с бесконечно большим 
затуханием на частоте ФӨТ = 0 (еТ=1). д, 

При а = —И 8 нули г=(И/И 2) х 5 
Хх (1 д=е+ № Т, оТ = 45° (см. рис. 
12.19, 6). Соответствующая АЧХ изобра- 2 
жена на рис. 12.20 (штриховая линия). 

Сопоставим выражение (12.52) в част- 7 
ном случае а; = — 


2[соз @7-1]- 
= эр? 7 


| К(е’т) | =|1— ет ее 0 ЕЕ Т гш 2" 
с аналогичным выражением (12.43) при 
217—1 дая 2 атернотик у. фильтра 
|К (егт) |= | ре №7, (рне, 11219), при @==1, 
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Очевидно, что режекторный фильтр второго порядка можно реализовать 


каскадным соединением двух фильтров первого порядка. 
Очевидно также, что ФЧХ подобного фильтра линейна и может быть по- 


лучена удвоением правой части формулы (12.44'). 
4. РЕКУРСИВНЫЙ ФИЛЬТР ВТОРОГО ПОРЯДКА (РИС. 12.21) 


Передаточную функцию запишем сначала в форме 


К (2) = 1/— (16: 271—6 г—*)= = 2*/ (27 —м 2—4) =2/ (2—2) (2 -— 202), (12.94) 


соответствующей случаю а, = 1, а; = 0, а = 0, когда нули передаточной 
функции (в данном саучае двухкратный нуль) имеются только в точке 2 = 0), 
т. е. в центре окружности единичного радиуса. 

Корни уравнения 2? — 5:2 — 6, = 0 (полюсы) 


22 = 6,12 + И 61/4 +. (12.55) 


При 6, < Ои, кроме того, |5,| > 61/4 полюсы 2ш и 25 — комплексно-соп- 
ряженные числа: 


21 == | + [ Й | Ь, | —62/4, 22 =211. 
В этом случае 
(2 — 21) (2 — 212) =2-- 2 Ке (21,2) 2 + | 201,2 Р, 


откуда вытекают следующие соотношения между коэффициентами полинома 
в (12.54) и полюсами: 


у = 2 Ќе (201.2), в. = — | 211,2 Р. 
Представив 21 › в форме 
., . 

201,2 = | 2.2 [е пт ге ‘Уи. (12,56) 
где г == |21; | —— расстояние полюса от начала координат, а фу = о. Т — 
азимут полюса (рис. 12.22), получим 

Бу = 27 сою, ТГ, Б г". (12.57) 


Для определения АЧХ рассматриваемой цепи подставим в (12.54) 
2 = е®Т и возьмем модуль 


| К цеѓеТ) | — К; (0) == | Л (егт —_ ге Гу (егег __ геи ГА | | 12.58) 


50) 20 


Рис. 12.21. Рекурсивный цифровой фильтр второ- 
го порядка 


— 
Рис. 12.22. Положение полюсов цифрового фильт- 
ра на 2-плоскости 
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Рис. 12.23. Амплитулно-частот- А’ 
ные характеристики рекурсив- 
ного фильтра второго порядка 
(рис. 12.21) при ао = 1. а, =0 

ий 22 0 


При заданном положении полюсов (т. е. при заданных ги @® Т) АЧХ 
удобно строить по формуле (12.38), измеряя А, и №, по чертежу. В данном 
случае для упрощения вычислений используем формулу (12.58) для частного 
случая ®„Г = 90°. При этом выражение (12.58) легко приводится к виду 


Кт (®) = ИТ 27? соз оТ + г. (12.59) 


Графики функции Ат (~) для г >= 0,75; 0,875 и 0,9375 представлены 
на рис. 12.23. С приближением г к единице рассматриваемая цепь приближа- 
ется к резонатору с весьма высокой добротностью. При этом, однако, возни- 
кает опасность потери устойчивости. 

Рассмотрим передаточную функцию второго порядка более общего вида, 
соответствующую схеме на рис. 12.21: 


К (2) ао 271 +4227, 


(2—20) (2 —— 202) 


= а, 
(2—21) (2—2) 


= от (2) Вт (2). (12.60) 


Как указывалось в $12.5 [см. формулу (12.12) и пояснение к ней], фильтр 
с передаточной функцией (12.60) можно трактовать как каскадное соедине- 
ние нерекурсивного фильтра [с передаточной функцией от (2)] и рекурсив- 
ного [с передаточной функцией Вт (2)]. Такое сочетание можно использовать, 
в частности, в режекторном фильтре, рассмотренном в п.! и дополненном 
обратными связями для выравнивания АЧХ в полосе прозрачности фильтра. 
На рис. 12.24 показаны график функции |ат (®Т)|, перенесенный с 
рис. 12.20 (при а, = а, = 1, а, = — 2), график функции |Вт (®Т)| при ко- 
эффициентах 6, = 0,21875 и Б, —- 0,4375, а также результирующая АЧХ. 


Кт 


Рис. 12.24. Амплитудно-частот- 

ные характеристики рекурсив-, 
ного звена с прямыми связями 

(1), звена с обратными связя- 

ми (П) и цифрового фильтра 

в целом 
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12.9. ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ С КОМПЛЕКСНЫМИ 
ВЕСОВЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


Переход от действительных весовых коэффициентов к комплексным при- 
дает фильтрам новые свойства, важные для обработки комплексных сигна- 
ЛОВ. 

Для выяснения сути дела обратимся к простому рекурсивному фильтру 
первого порядка с передаточной функцией (12.47) и подставим в это выраже- 


ние вместо Бу комплексный коэффициент Б, = Б, + 6, = геи; 
К (2) = П-Б г) = 101—220) = 202—2), (12.61) 


где 2р = Б, = геи" — единственный полюс, который может быть распо- 
ложен в любой точке внутри единичного круга г < 1 (условие устойчиво- 
сти). Угол о, Г может быть любым в интервале от —л до л. 

Сигнал на входе фильтра зададим в виде последовательности отсчетов 
{5 (т)}, взятых из соответствующего комплексного континуального сигнала 
$ (1) = $ (1) ~ #5, (2). 

Схема замещения рассматриваемого фильтра показана на рис. 12.25, а. 
Для построения развернутой схемы исходим из разностного уравнения (см. 
$ 12.8, п. 2) 


вых (т) = 5 (т) + 6 вых (т —1. 


Подставляя В, = Б, — іб, и $ (т) = $ (т) + іѕ, (т), приходим к алго- 
ритму 


бе вых (т) +- 15, вых (т) = 5, (т) + 6, 5, вых (т— 1) — 6, 5; вых (т —1) + 
+ 21$, (т) 4 6,5, ьых (т — 1) В, 5, ных (1 — 1]. 


Этот алгоритм реализуется схемой, представленной на рис. 12.25, б. 
Обратимся теперь к выражению (12.61) и подставим г = е®Т, а также 


ги = ге‘®!, В результате получим 


Ае 1 1 
И чи 
— 16 


1-е пе рве (9 ш) 7 


откуда следует простое выражение для АЧХ фильтра 


[К (ет) | = 1/8 1+ /?— 2 сос (о — о, \Т 


[ер. с (12.48)]. 

Максимальное значение АЧХ = 1/1 — г) соответствует частоте 0 == 
== (оп. Существенно, что при заданном г значение максимума АЧХ не зави- 
сит от резонансной частоты в,Г. 


Ѕсвых (7) 
5 $ т 
$ (т) Звых (7) 38ых(7) 
а) 5) 
б, 


Рис. 12.25. Рекурсивная схема первого порядка с комплексным весовым коэффициен: 
том Ё; 
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Рис. 12.26. Положение полюса функции К (е®Т) и АЧХ фильтра, показанного на 
рис. 12.25 


График АЧХ при показанном на рис. 12.26, а положении полюса 21, 
соответствующем © >> 0, представлен на рис. 12.26, 6. При изменении знака 
перед ё,, т.е. при положении полюса ниже оси х, полоса прозрачности 
фильтра будет в диапазоне о < 0 или, что то же самое, в диапазонел < оТ7< 
< 2л (на рис. 12.26, 6 АЧХ обозначена штриховой линией). 

Итак, однополюсный резонатор, т. е. рекурсивный фильтр первого по- 
рядка с комплексным коэффициентом В, позволяет осуществить фильтр, 
реагирующий либо только на положительную, либо только на отрицательную 
частоту. С понятием колебания отрицательной частоты как с физическим 
процессом мы встретимся в $ 13.9 при рассмотрении квадратурной обработки 
сигнала. 

Обратимся к рассмотрению цифрового трансверсального фильтра перво- 
го порядка с комплексным весовым коэффициентом. 

В п. 1$ 12.8 было показано, что трансверсальный фильтр первого поряд- 
ка (см. рис. 12.12) с действительным весовым коэффициентом а, позволяет 
осуществить режекцию (подавление) колебаний на частотах оТ = 0 и 
оТ = 2л (при ау == —1, см. рис. 12.14, 6) или на частоте ®Г = л (при а, =, 
см. рис. 12.13, 6). : : 

Найдем характеристики аналогичного фильтра при комплексном весо- 
вом коэффициенте а, = а, + іа, (рис. 12.27, а). 

Передаточная функция фильтра 


К (2) =1 фа, 2-1 (12.62) 
имеет нуль в точке 2, — = аа разностное уравнение 

бых (71) = $ (т) На, $(т— 1). 

Подставив $ (т) = 5, (т) + 15, (т) на, = а, — га’, придем к следующе- 
му результату: 

5, вых (71) + 15, вых (77) = 5, (т) +а, $, (т — 1) —а, $, (т — 1) + 15, (т) + 

а. $, (т-— +а, $ (т- 1]. 


Соответствующая этому алгоритму развернутая схема представлена на 
рис. 12.27, 6. 

Для определения АЧХ фильтра подставим в (12.62) 2 = е®Т и а; = 
= а, + а, == — еі, где ®, — частота, на которой должно обеспечивать- 
ся подавление колебания. Иными словами, нуль передаточной функции 2, 
должен находиться на окружности |2| = 
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Рис. 12.27. Трансверсальный фильтр 
том ё 


Тогда 


50т) Зсвых (7 


первого порядка с комплексным коэффициен- 


К (еѓәт) — | еі Те—№7Т — | — с0$ (0 — 00) Г іп (© — о) Т 


и АЧХ фильтра 
[К ееют) [2 


п 


(> —60) Т 


Задавая весовые коэффициенты соотношениями а, = — соѕ ®, Г, а, == 
= — зт 0,7, можно перемещать нуль АЧХ во всем частотном диапазоне 


от 0 до 2л. 


12.10. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АНАЛОГ—ЦИФРА. 
ШУМЫ КВАНТОВАНИЯ 


В предыдущих параграфах при изучении дискретных фильтров вопрос о 
неизбежной погрешности преобразования входного сигнала из аналоговой 
формы в цифровую не рассматривался. Погрешность возникает при кванто- 
вании сигнала на конечное, ограниченное число уровней. Чтобы выявить 


^ > 


а) 


Мо 


Рис. 12.28. Преобразование А--Ц и 
ЦА (а), характеристика квантова- 
ния (6) и ошибка вантования (в) 
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характер этой погрешности, вернемся к 
структурной схеме на рис. 12.1 и выде- 
лим из нее два устройства: АЦП и ЦАП. 

Рассмотрим сначала совместную ра- 
боту этих устройств без учета цифрового 
фильтра при подаче на вход АЦП посто- 
янного напряжения различного уровня 
и. (рис. 12.28, а). Основным параметром 
АЦП является число разрядов, исполь- 
зуемых для кодирования входного на- 
пряжения. При двоичном коде число 
разрядов определяется числом двоич- 
ных элементов (например, триггеров}, 
каждый из которых может находиться 
в одном из двух состояний: с нулевым 
или ненулевым напряжением на выходе. 
Одному из этих состояний условно при- 
писывается нуль, а другому — единица. 
При числе двоичных элементов г на вы- 


‚ ходе АЦП получается комбинация (ко- 


довое число) из г символов, каждый 


из которых может принимать одно из двух значений (нуль или. еди- 
ница). 

Как указывалось в $12.1, число возможных различных комбинаций 
І, = 9 и определяет число дискретных уровней, на которое может быть раз- 
бит диапазон изменения входного напряжения. 

В ЦАП осуществляется обратное преобразование. Каждой комбинации 
нулей и единиц, поступающих на вход ЦАП, соответствует определенный 
дискретный уровень выходного напряжения. В результате при равномерном 
шаге квантования Л зависимость и» от и, приобретает вид ломаной линии, 
показанной на рис. 12.28, 6. 

Устройство, представленное на рис. 12.28, а и обладающее подобной 
характеристикой, должно рассматриваться как нелинейное, а разность и 
— цу == д — как ошибка, погрешность квантования. Видно, что на- 
ибольшая ошибка, по абсолютной величине не превышающая Д/2, с возрас- 
танием ш; остается неизменной (рис. 12.28, в). 

Продолжим это рассмотрение для гармонического входного колебания 
$ (#) (рис. 12.29, а). Колебание 5вых (2) приобретает ступенчатую форму, от- 
личающуюся от входного колебания $ (1) (на рис. 12.29, 6, показанного тон- 
кой линией), а ошибка квантования принимает вид функции 


9 (0) = $вых (0 —5 (0, 


представленной на рис. 12.29, в. 

При изменении в широких пределах амплитуды и частоты гармоничес- 
кого колебания 5({) изменяется только частота следования зубцов: форма их 
остается близкой к треугольной при неизменной амплитуде А/2. Функцию 
д (#) можно назвать помехой или шумом квантования. Нетрудно 
вычислить среднюю мощность шума квантования. При допущении треуголь- 
ной формы зубцов (рис. 12.29, в) с амплитудой А/2 средняя за длительность 
одного зубца мощность равна (1/3) (А/2)* = А?/12. Так как эта величина не 


> 


Рис. 19.99. Сигнал на входе (а) и выходе (б) квантующего устройства; помеха кванто- 
вания (8) 
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зависит от длительности зубца, можно считать, что средняя мощность шума 
квантования о 


Ра = 2/19. (12.63) 


Этот результат, выведенный для гармонического сигнала, можно рас- 
пространить и на любой другой сигнал, в том числе и случайный. Отличие 
лишь в том, что функция 4 ({) будет случайным процессом из-за случайной 
длительности зубцов. 

Нетрудно вычислить и отношение сигнал -помеха при квантовании. При 
высоте ступени А и общем числе ступеней, укладывающихся в пределах ха- 
рактеристики АЦП, равном Ё, амплитуда гармонического сигнала не должна 
превышать величины ГА/2, а средняя мощность сигнала — величины 1/2х 
х (1Л/2)? (во избежание ограничения сигнала). Следовательно, отношение 
сигнал-помеха при квантовании гармонического колебания 


Р/Р, < 312/2. 


Так как число уровней Ё связано с числом двоичных разрядов г соотно- 
шением Ё = 2/, то последнее выражение можно представить в форме 


Р/Р, = (3/2) 92". (12.64) 


Это соотношение можно рассматривать как частный случай общего выраже- 
ния 


РыРа = 3:22" Кё, | (12.65) 


где Къф — пик фактор сигнала, т. е. отношение максимального значения к 
среднеквадратическому. | 

При гармоническом колебании Къф = ИУ2, что и приводит к выражению 
(12.64); при случайном сигнале с нормальным законом распределения Ки 
может быть принят 2,5—3 (см. 84.2, п.3); В этом случае Р/Р, = 22/3, а 
среднеквадратическое напряжение сигнала не должно превышать ~~ [./б. 
Физический смысл выражения (12.65} очевиден: с увеличением числа раз- 
рядов г очень быстро возрастает число дискретных уровней, приходящихся 
на заданный диапазон изменения $ ({), и, следовательно, снижается перепад 
А двух соседних уровней. 

При грубой оценке превышения сигнала над шумом квантования исхо- 
дят из соотношения Р„/Ра 2х 2?" или, в децибелах, 


Рав = (РР) дв = 1018 2% = 10:27182 а 6х. (12.66) 


В совоеменных АЦП число разрядов достигает десяти и более. При этом 
величина Дб, характеризующая динамический дапазон АЦП, равна при- 
мерно 60 дБ (6 дБ на один разряд) '. 

Другой важной характеристикой шума квантования является его спект- 
ральная характеристика. При гармоническом колебании на входе АЦП по- 
меха квантования является периодической функцией времени.Спектр ее яв- 
ляется линейчатым, содержащим только частоты, кратные частоте входного 
колебания. Из-за зубчатой формы функции 4 (#) (см. рис. 12.29, в) спектр шу- 
ма богат высшими гармониками. 

При входном воздействии типа случайного процесса с дисперсией 03 
и со среднеквадратической шириной спектра /, „„ статистические характе- 
ристика шума квантования зависят не только от характеристик исходного 
процесса $ (#), но и от соотношения между о, и А. В частности, при о, > А 


1 При пикфакторе Ки = З (см. 12.65)] Р дв Уменьшается до 5,5 дБ на один 
разряд. 
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щирина [, к спектра шума кван- 
тования №, (о) во много раз 
больше ширины ск спектра 
процесса $ (2). 

`Введем в рассмотрение дис- 
кретизацию входного сигнала. 
На рис. 12.30 представлены п7 (+07 
одна из реализаций случайного 
сигнала 5(4) и совокупность Рис. 12.30. К определению ошибки квантования 
выборок, взятых с шагом Т. В 
АЦП каждая выборка преобразуется в цифровой код, как это было описано 
в $12.1 и в начале данного параграфа для постоянного напряжения. 

Как это очевидно из предыдущих рассуждений, преобразование осу- 
ществляется с ошибкой; заключенной в пределах + Л/2. Если выборки бе- 
рутся из случайного сигнала, а изменение функции $ (2) за время 7 превыша- 
ет А или тем более несколько А, то ошибки в различные отсчетные моменты 
времени пТ и (п + 1) Т можно считать взаимно независимыми и равнове- 
роятными. Дисперсия случайной величины 4, равновероятной в интервале 
(—А/2, А/2), равна (1/3) (А/2)? (см. $ 4.2, п. 1): Этот результат совпадает с вы- 
ражением (12.62), полученным усреднением мощности шума квантования по 
времени. Сделанные выше допущения равносильны утверждению, что диск- 
ретная последовательность ошибок 4 (пТ) соответствует выборкам из некор- 
релированного шума, т. е. шума с равномерным спектром. Этот спектр, как 
отмечалось выше, во много раз шире спектра исходного случайного процес- 
са $ (1).В связи с этим шум квантования обычно рассматривают как белый 
шум, аддитивный по отношению к $ (1). Так как квантование осуществляется 
на входе цифрового фильтра, то шум квантования можно трактовать как 
собственный шум цифрового фильтра (отнесенный к его входу). 
® Определим спектр шума квантования. Пусть полная ширина спектра шу- 
ма квантования в отсутствие дискретизации равна /, „„. При дискретизации 
шума квантования с шагом Т = 1/}, результирующий спектр является сум- 
мой парциальных спектров, сдвинутых один относительно другого на в, == 
= 2л/Т (см. $ 2.17, рис. 2.35). Особенностью рассматриваемого случая яв- 
ляется то, что ѓ, к _» ИТ = р, так что имеет место многократное перекры- 
тие спектров. 

В пределах частотного интервала (0, /,) мощность каждого отдельного 
спектра (Л?2/12) },/?, „к. Но число перекрывающих спектров равно #, с„/Н. 
Результирующая мощность шума квантования в полосе (0, /,) будет Л?/12. 
Можно поэтому считать, что в указанном частотном интервале спектр равно- 
мерен (белый шум) и равен 


У (©) == (2/12) (111), 0< <. | (12.67) 


При АЧХ цифрового фильтра Кт (о) спектр шума квантования на вы- 
ходе фильтра 


У савых (6) = (1/12) (Ау) К (о), — ®:/2 <® < 0/2, (12.68) 
а средняя мощность (дисперсия) 
01/2 
а ых 2—4 1 7 
9 вых = о = әд | К? (о) до. (12.69) 
—0,/2 


Для иллюстрации количественной стороны вопроса определим основные 
параметры шума квантования на выходе режекторного фильтра второго по. 
рядка, рассмотренного в п. 3 $ 12.8, при следующих данных: число разря- 
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дов квантования г = 8; раствор характеристики АЦП 10 В; шаг дискрети- 
зации Т = ИН = 1 мс; КА = 1000 Гц. 
Шаг квантования Л найдем, разделив 10 В на число уровней: 


І. = 9" = 28 = 256, А = 10/256 — 0,04 В = 40 мВ. 

Дисперсия шума на входе 

09 27 А*/12 = (4.10-—3)2/12221,3.10-* В?, о, = 1,1.10-2В =ИмВ. 
Основываясь на АЧХ Кт (о) = 4 ѕіп? (®Т/2) [см. (12.53)1, находим 


0.7/2 01/2 
1 | К? (о) ао =-— 16 зна Г до = 
2л 0 27 2 
= 01/2 —01/2 
2 мо 2.3 
= 1 16.2 (-- | $11 хах == ——-. 
27 Т}, Т 


Применяя формулу (12.69), получаем 
№16 4? 


А 
92 == —, бовых = = 
9 вых 19 Е, Т 9 , 9 вых 2 
Итак, уровень собственных шумов квантования на выходе рассматривае- 
мого фильтра равен 26 мВ. 
Форма спектра этого щума повторяет форму квадрата АЧХ: 


АЕ 26 мВ. 


И и зых (6) = = 16 уте 97 д л: 2.10-6 $114 5 В?/Гц. 


В заключение укажем на требования, предъявляемые к АЦП в зависи - 
мости от скорости изменения входного сигнала $ (#). Длительность выборки 
т, задается малой, чтобы изменение $ (1) за время т, было пренебрежимо мало. 
Во всяком случае, это изменение должно быть меньше А. В современных 
АЦП т, уменьшают до единиц наносекунд. 

В $ 12.1 указывалось, что электронный ключ, с помощью которого бе- 
рутся из сигнала $ (1) выборки, имеет ЮС-цепь для запоминания уровня вы- 
борки на время, необходимое для срабатывания АЦП. В быстродействующих 
АЦП это время составляет десятки наносекунд. 


12.11. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЦИФРА—АНАЛОГ 
И ВОССТАНОВЛЕНИЕ КОНТИНУАЛЬНОГО 
СИГНАЛА 


Обратное преобразование сигнала из цифровой в континуальную фор- 
му ! производится с помощью двух устройств: 1) ЦАП; 2) синтезирующего 
фильтра (см. схему на рис. 12.1). 

В ЦАП имеются набор источников фиксированных напряжений, соот- 
ветствующих каждому из г разрядов, и устройство для синхронного подклю- 
чения (или отключения) этих напряжений к сумматору в зависимости от по- 
ступающих из АЦП символов (имеется в виду схема на рис. 12.28, а). Напря- 
жениена выходе ЦАП максимальное, когда со всех элементов поступают еди- 
ницы. Пусть, например, число разрядов г == 4 и, следовательно, число ди- 


1 В ряде применений цифровой фильтрации не требуется обратного перехода от 
цифрового сигнала к аналоговому. Так, в радиолокационных системах с цифровой об- 
работкой сигнала последний вводится в ЭВМ непосредственно в цифровой форме. 
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ХУ, 
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МЭЭМ 


А 
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7 № 
Л 
2 
Т га 0 т Ф 
Рис. 12.31. Выборки в виде прямоуголь- Рис 12.32. Тактовый импульс 


ных импульсов 


скретных уровней Г = 2* = 16, а максимальное напряжение сигнала ус- 
ловно равно 1 В. Тогда цена самого младшего разряда 1/16 В, следующего за 
ним 1/8 В, затем 1/4 и 1/2 В. При кодовом слове, поступающем от АЦП в ви- 
де 0,1111, напряжение на выходе ЦАП будет 1/2 + 1/4 + 1/8 - 1/16 = 
== 15/16 В (максимальное значение), а при слове 0,0001 1/16 (минимальное 
значение). Кодовому слову 0,0010 соответствует напряжение 2/16 В, слову 
0,1000 1/2 Вит. д. 

Указанные напряжения поддерживаются на выходе ЦАП в течение вре- 
мени т, < Т, а иногда вплоть до поступления новой кодовой группы (т, = Т). 
В результате при фильтрации сигнала $ (1) на выходе ЦАП появляется 
напряжение в виде импульсной последовательности, представленной на 
рис. 12.31 (при т, < Т). Амплитуды прямоугольных импульсов равны соот- 
ветствующим отсчетам, поступающим (в закодированном виде) от АЦП. 

Спектр такой последовательности имеет сложную структуру. Фильтр 
на выходе ЦАП с полосой пропускания, меньшей или равной частоте /,/2 
(где, = 1/Т — частота повторения импульсов), выделяет основной частот- 
ный интервал, в котором содержится вся информация о сигнале $ (#) (спектр 
которого должен быть не шире {„ = /,/2). На этом и заканчивается процеду- 
ра восстановления континуальной формы профильтрованного сигнала. Сле- 
дует, однако, иметь в виду, что спектр последовательности «толстых» им- 
пульсов, показанных на рис. 12.31, может существенно отличаться от спект- 
ра, найденного в $ 2.17 для тонких импульсов (теоретически 6-функция). 


В данном случае импульсную последовательность (см. рис. 12.28) нельзя тракто- 
вать просто как произведение континуального сигнала $ (#) на тактовую последова- 
тельность прямоугольных импульсов. Каждый из прямоугольных импульсов с ампли- 
тудой $ (АТ) можно представить в виде свертки прямоугольного импульса о, (1), пока- 
занного на рис. 12.32, с функцией 5 (АТ) б (і — АТ). 

Действительно, 


$ (АТ) | оо (1—1) 6 (т 67) ат 5 (АТ) оо (ВТ) = 


_ Г 8(ЕТ) при АТ << ЕТ --то, 
— 0 при {ЕТ и ЁТ --то. 


Таким образом, всю последовательность импульсов на выходе ЦАП (в отсутствие 
ЦФ для схемы, показанной на рис. 12.28, а) можно записать в виде 


$7 (0) = У $ (ЕТ) | 00 (1—7) 6 (1—^ТГ) ат = 
Е= 0 “ао 


= | 0, 51| У кеуип |а, (12.70) 


60 


—— 00 
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. оо 

Получилась свертка двух функций: оо (0) и $ (0) = У; $ (АТ)б (ғ — ЕТ). Пер- 
вой соответствует спектральная плотность [см. (2.69) и рис. 2. 15) 
віп (от,0/9) 


е — іото/2 
(07/2) 


У, (©) = то 


а функции У (ЕТ) 6 (т — ЕТ) — спектральная плотность [см. (2.123)] 


| < 2л 
57 (0) == У 50—77). 


п — 00 


Следовательно, временибй свертке (12.170) соответствует спектральная плот- 
ность, равиая произведению {см. (2.64)] 


г аз [2—9 т/д] | У зи 2"). 
50) [м ть ° ПЕ 2 3 "т ]|- 


п== — оо 
ло зіп (01/2) лыо Ҹ ( 2л 
2 20. РАО $[о—п-— |. 19.7 
Т (01:79) е 2 оп (12.71) 
Множитель 
рги 
то то $11 (070/2) 2 
— = — ————————— 12.72 
ка ( о | т. (010/9) ( ) 


можно рассматривать как передаточную функцию преобразователя цифра-аналог. Та- 
ким образом, АЧХ преобразователя. 


т («т /2) 

К т0/2) = — | ———— 
цар (70/2) т 72 

Графики Кдар Для значений То < Т и то = Т показаны на рис. 12.33 штрих- 

пунктиром, а графики 5$; (@) — сплошной линией. Штриховыми линиями пока- 


заны истинные спектры сигнала $ (1), которые получились бы при бесконечно тонких вы- 
борках. 


то (12.72) 


^. , и 
трет т 


Рис. 12.33. Амплитудно- 
частотная характеристи- 
ка ЦАП и спектральная 
плотность сигнала на его 
выходе: 


а) при тонких; б} при тол- 
стых выборках 
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Рис. 12.34. Амплитудно- 
частотная характеристи- 
ка синтезирующего филь- 
тра: идеального (сплош- 
ная линия) и реального 
(штриховая линия) 


и х 
[РР 0 ЕР Р 


Видно, что утолщение импульсов приводит к деформации спектра обрабатываемого 
сигнала, причем эта деформация выражена сильнее для высших частот сигнала. 

Остановимся в заключение на требованиях к АЧХ синтезирующего 
фильтра Кф (о). Идеальная характеристика показана на рис. 12.34 сплошной 
линией. Если спектр полезного сигнала значительно уже частотного интер- 
вала (— }1/2, },/2), то требования к крутизне скатов характеристики ·мо- 
гут быть ослаблены (см. штриховую линию на рис. 12.34). 


12.12. БЫСТРОДЕЙСТВИЕ АРИФМЕТИЧЕСКОГО 
УСТРОЙСТВА ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА 


Структурная схема любого цифрового фильтра содержит элементы памя- 
ти Т, сумматоры и перемножители. Совокупность этих элементов образует 
арифметическое устройство фильтра. (Коммутирующие устройства, необхо- 
димые для синхронной записи и считывания двоичных символов в элементах 
памяти, и другие вспомогательные цепи здесь не рассматриваются.) 

Элементы памяти Т представляют собой набор двоичных элементов, чис- 
ло которых равно числу разрядов г. 

Перемножители, реализующие весовые коэффициенты а, а1, а», ..., й б}, 
Б,,..., работают по принципу поразрядного перемножения всех разрядов 
входного числа на каждый из разрядов числа, представляющего весовой ко- 
эффициент, и последующего суммирования частных произведений. Число 
двоичных разрядов ғ, ь, используемых для представления весового коэффи- 
циента, зависит от требуемой точности вычислений. В больших ЭВМ /, 
достигает 32 и более разрядов, в цифровых фильтрах можно ограничиться 
4—16 разрядами. Если входной сигнал $ (#) представлен г разрядами, то для 
полного сохранения содержащейся в нем информации произведение $ (1) а, 
требует г +- г. разрядов, а произведение $ (#) 6» соответственно г + г, раз- 
рядов. На это число разрядов должны быть рассчитаны все последующие эле- 
менты цифрового тракта. Для уменьшения объема аппаратуры обычно идут 
на округление произведения путем отсекания младших разрядов. Это при- 
водит к ошибке, которую называют шумом округления. 

Статистические свойства шума округления. в основном совпадают со 
свойствами шума квантования; дисперсия шума округления приравнивает- 
ся величине Ад.ь/12, где А.ь — перепад уровней, соответствующий отбра- 
сываемому разряду произведения. 

Одной из важнейших характеристик арифметического устройства цифро- 
вого фильтра является его быстродействие, определяемое числом операций, 
которые необходимо произвести за время Т, и длительностью одной опера- 
ции. Последняя не может быть меньше времени срабатывания двоичных эле- 
ментов (триггеров). Быстрое и непрерывное развитие микроэлектронной тех- 
ники с каждым годом сокращает инерционность электронных приборов, ис- 
пользуемых в вычислительной технике. В современных приборах время сра- 
батывания составляет единицы наносекунд. . 

Определим число операций, которое необходимо совершить за время 
Т при обработке сигнала по заданному алгоритму. В качестве исходного ал- 
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горитма возьмем свертку, определяемую выражением (12.3). Из этого выра- 
жения видно, что для определения одной п-й выборки выходного сигнала тре- 
буется совершить п операций перемножения и столько же операций сложе- 
ния. При числе выборок в обрабатываемой реализации сигнала № › 1 об- 
щее число операций умножения (№2) № = №?/2 (столько же операций сло- 
жения). 

Как уже отмечалось выше, операция умножения осуществляется много- 
кратным сложением, причем число элементарных сложений определяется 
числом разрядов сомножителей. При длительности одной операции сложе- 
ния т и числе разрядов г общая длительность обработки М№ выборок 

Товр = (№/2) (г - 1)т,. В тех случаях, когда требуется обработка «в ре- 
альном времени», т. е. по ходу поступления сигнала $ (0), _ Т вр не должно 
превышать длительности обрабатываемой реализации Т, = Т. Отсюда по- 
лучается условие 


(01) 7, = АТ или Т 22 ("+ Пт. 


Подставляя в это неравенство Т = 1/2 }„, приходим к следующей гру- 
бой оценке наивысшей допустимой частоты сигнала: 


„< ИМ т 


В частности, при № = 1000, г = 10 из, = 1 нс 


Р, < 11103.11. 10-8 л 108 Гц. 


При обработке более коротких сигналов, например с базой № = 50, 
частота может быть доведена до 2 МГц. 

Как видим, применение цифровых фильтров, работающих в режиме по- 
следовательного анализа, ограничивается в настоящее время обработкой 
относительно низкочастотных сигналов. 

В $ 12.13 будет рассмотрен один из возможных способов повышения бы- 
стродействия цифровой обработки. 

При переходе к параллельному анализу с помощью нескольких каналов 
ценой усложнения и удорожания аппаратуры быстродействие можно сущест- 
венно повысить. В принципе быстродействие можно довести до величины, 
близкой к т;, т. е. < 1, 

Главной особенностью цифрового фильтра является то, что его характе- 
ристики — амплитудно- и фазо-частотная — определяются всего лишь весо- 
выми коэффициентами в прямых и обратных связях и шагом дискретизации 
Т. Это позволяет строить фильтры с характеристиками, реализация которых 
с помощью обычных фильтров на индуктивностях и емкостях весьма затруд- 
нительна или даже вовсе невозможна. 

Применением кварцованных источников колебания тактовой частоты 
можно обеспечить очень высокую стабильность частотных характеристик. 
Цифровые фильтры надежны в работе, не требуют подстройки и нечувстви- 
тельны к температурным и иным условиям эксплуатации. Простота осуществ- 
ления устройств памяти при использовании цифровых сигналов делает циф- 
ровые фильтры незаменимыми при обработке, требующей задержку сигнала 
во времени. Наконец, следует отметить удобство сопряжения цифровых 
фильтров с ЭВМ. 

Олагодаря всем этим преимуществам цифровые фильтры, несмотря на 
сложность схемы и необходимость синхронизации управления электронными 
ключами, находят все большее распространение. 
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12.13. АЛГОРИТМ ЦИФРОВОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
ВО ВРЕМЕННОЙ И ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТЯХ 


Рассмотренные в предыдущих параграфах данной главы простейшие 
трансверсальные и рекурсивные цифровые фильтры находят широкое приме- 
нение при обработке относительно коротких дискретных последовательнос- 
тей. При сложных сигналах с базой №, достигающей десятков, сотен и даже 
тысяч, структура фильтра усложняется и возникает проблема сокращения 
вычислительных затрат. 

Как и ваналоговой технике, в зависимости от способа задания фильтра— 
импульсной характеристикой {о (А)} или передаточной функцией Кт (іф) — 
возможны два подхода: во временной, или в частотной области. 

Временной подход основан на вычислении дискретной свертки 


$вых (А) = У $(т— К) в (т), 60,1 ..., МА (12.73) 


т 0 


где № = №, ~ №, М, и М, — числа отсчетов входного сигнала и импульс- 
ной характеристики. 


Частотный (спектральный) подход основан на вычислении ДПФ 
М1 — 255 ЕП 
$ (п) = У з(к)е ПИ =О, Т,..., №1, (12.74) 


В == 0 


с последующим применением ОДПФ 


1. "$ 29 рп 
вых (0) = 2 № (7) Кг(и)е М, 0, 1,..., №1. (12.75) 


Дискретная передаточная функция Кг (іп) определяется выражением 
(12.39) при подстановке оТ = пА®Т — и. 

Функциональная схема определения $„„х (А) представлена на рис. 12.35. 

Хотя число отсчетов №, во входной последовательности сигнала на М, 
меньше, чем №, используется №-точечное ДПФ, т. е. предусматривается №, 
нулевых отсчетов. При этом число спектральных коэффициентов на выходе 
ДПФ, а следовательно, и временных отсчетов на выходе ОДПФ будет М = 
= № -- №, как и при использовании алгоритма свертки по выражению 
(12. 73). Тем самым устраняются искажения сигнала из-за перекрытия по- 
следовательностей во времени. (Последовательности {5,ыҳ (^)} циклически 
повторяются с периодом №, = №, + М,,). 

Очевидно, что вычисления по алгоритму рис. 12.35 дают результат, эк- 
вивалентный вычислению свертки сигнала {5 (^)} с импульсной характерис- 
тикой {е (К)} по формуле (12.73). 

Первый этап, т. е. вычисление ДПФ, представляет собой спектральный 
анализ входного сигнала и во многих практических задачах имеет само- 
стоятельное значение. При больших значениях № вычисление ДПФ требует 
очень большого числа . 
арифметических операций. 


дует, что для определения / / 

одного спектрального ко- {50 {$0} я; л) Бой 
эффициента $ (п) требуется А0, 7,...,0-7 п=47,...,/0-7 п=0,1,...,0-1 =. 
№ умножений $ (А) на ком- 

плексное число и М сложе- рис. 12.35. Структурная схема цифровой фильтрации 
ний, а на все № коэффици- в частотной области 
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ентов требуется Л? умножений и столько же сложений. Так, при 
М = 2 = 1024 требуется ~ 10% умножений' и сложений. 

При использовании алгоритма свертки (12.73) требуется приблизитель- 
но столько же арифметических операций. Это обстоятельство долгое время 
препятствовало применению цифровой техники к обработке сложных сиг- 
налов. Существенный сдвиг в этой области произошел благодаря открытию 
нового алгоритма, известного под названием «быстрое преобразование Фу- 
рье» (БПФ). В связи с широким внедрением БПФ в цифровую обработку ал- 
горитм свертки применяется в основном при фильтрации малобазовых сигна- 
ЛОВ. 


12.14. БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 


Суть этого алгоритма заключается в многократном членении заданной 
последовательности временных отсчетов на более короткие последователь- 
ности. Поясним достигаемый при этом выигрыш на примере одного первого 
разбиения. 

Пусть задана последовательность отсчетов {5 (А)}, Е = 0, 1,..., № — 1, 
причем число № является степенью двойки, т. е. М == 2", где г целое число. 
Разобьем эту последовательность на две подпоследовательности, как показа- 
но на рис. 12.36. Для первой из них, составленной из четно пронумерован- 
ных отсчетов $ (28) = 51 (А) (рис. 12.36, 6), выражение, аналогичное (12.14), 
должно быть записано в форме 

М М 


м4 5-1 =! м 
Еп — 2 — РЯ = 2 
Х 0 к = 2, 5 (28) №?! > 51 (6) "2, п = 0), 1, ..., 5—1. 


(12.76) 


Здесь и в дальнейшем используется обозначение Им =е-—12л/М. Для вто- 
рой (нечетной) подпоследовательности, составленной из отсчетов $ (28 +1) = 
=$и (К) (рис. 12.36, в), ДПФ можно записать в форме 


м 
7 Еу (224-1 а 
Узи = У ЕП +" = Уз +0" = 
Ва | == 0 к= 0 
М 
=! м 
— ут 26п = „4. — =]. 12. 
у» У зп (0) И", п=0, 1, 1 (12.77) 
= 0 
80) т 
2) 
01 2549678901 1215 70 15 к 
3т()=8 (26) 
0) Тег. 
0 А 2 5 4 5 б 7 А 
$д()=3(2К+1) 
8) - | | | | | | | т 
0 7 2 5 4 9 б 7 А 
Рис. 12.36. Разбиение последовательности {5 (А)}, А=0, 1,.., М—1, на две последова- 


тельности; четных и нечетных отсчетов 
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С учетом равенств 


Ц; 2” 
% = (е 227/2 е №2 


— 


= Ух), У = Ио (12.78) о2а овие 
правые части выражений (12.76), = 2 
(12.77) можно привести к виду 

25-21 , $70) а 


р 91 (8) МА = (п), ух 2 70 121 16 


Е =0 


ры 369 
х 2 $ (А) Ш = И" $1 (п). 6) | 
В этих. выражениях $] (п) и $ (п) 


| 24 6 8 10 10 1 1 
представляют собой ДПФ соответст- 

о Ы] е ыы 
венно четной и нечетной подпоследо- А 


вательностей. 937 С ДПФ 
Рис. 12.37. Спектры последователь- 
Заменой №№” на М) УЧИТЫВа- ностей четных отсчетов (а), нечетных 


ется, что шаг дискретизации в {51 (®)} отсчетов (б) и исходной последователь- 
и {511 (Е)} вдвое больше, чем в исход- ности (в) 
ной последовательности {5 (®)}. 


ЕП 


Фазовый множитель М =е М” перед второй суммой учитывает за- 
держку последовательности {5и (8)} на один интервал относительно по- 
следовательности {$1 (^)} (см. рис. 12.36). 

На рис. 12.37, аиб представлен примерный вид спектров $1 (п) и $: (п). 
В соответствии с числом временных отсчетов №2 число спектральных коэф- 
фициентов также равно №/2 (п == 0,1, ..., №/2 — 1). Штриховыми линиями на 


рисунках показано периодическое продолжение спектра на участок №/2 < 
< п< № — 1. 


Результирующее ДПФ $ (п) исходной последовательности {5 (®)} можно 
выразить через $; (п) и $ (и). 


В днапазоне п =0,1, ..., №2 — | имеет место очевидное соотношение 

$ (п) =$, + т, $ (п). 

В диапазоне пл = №2, №/2 + 1,..., № — 1 можно, основываясь на пе- 
риодичности $] (п) и $ (п) (с периодом №/2), исходить из равенств 

$1 (п) = $, (п — №/2), $и (п) = $ (п — №/2). (12.79) 


Кроме того, необходимо учитывать перемену знака перед фазовым мно- 
жителем при п > №2: 
п — а — №/2 — ШИМ? уп М2 — м2 
Ил == м/т №2 — УМ уп №2. пм, 
— 1.2” №. 
поскольку МЛ! =е А 2? =е =}. 


В результате приходим к следующему выражению для ДПФ всей после- 
довательности: | 
$1 (и) -- Ил, $и (п), О <и М/2 —1, 


$ (п) = 
(и) $1 (и —№/2) — И" ^№/2 $ (п— №/2), №/2 < п<М—\ 


(12.80) 


387 


Спектр $ (п) содержит № спектральных отсчетов на интервале одного 
периода (на оси л), как это представлено на рис. 12.37, в. 

Заметим, что $1 (п — №/2) и $и (п — №2) совпадают с соответствую- 
щими значениями $1 (я) и $и (и). 

Выяснив структуру спектров $: (п) и $ (п), подсчитаем число опера- 
ций умножения, требующихся для получения № спектральных коэффициен- 
тов при использовании алгоритма (12.80). Для вычисления функций $, (п) и 
$п (п) требуется (№2)? умножений отсчетов $ (Ё) на комплексные коэффи- 


циенты Ум. Кроме того, требуется № умножений $ (п) на коэффициент 


Ух. Всего требуется 2 (№/2)? ++ № умножений, т. е. почти вдвое меньше, 
чем при использовании алгоритма (12.73). 

Разбиением каждой подпоследовательности можно осуществить даль- 
нейшее уменьшение объема вычислений. Разбиение следует продолжать 
вплоть до получения простейших, двухэлементных последовательностей. 
Определив ДПФ указанных простейших пар отсчетов, можно найти ДПФ 
четырехэлементных, восьмиэлементных и т. д. последовательностей. При 
объединении ДПФ двух подпоследовательностей можно руководствоваться 
алгоритмом (12.80), подставляя в него соответствующие значения М и п. 

В основе алгоритма (12.80) лежит операция сложение-вычитание с 


умножением одного из слагаемых на коэффициент м. Указанную операцию, 
язляющуюся базовой для БФ, можно представить в виде графа, изобра- 
женного на рис. 12.38, а (так называемая бабочка). 

При обозначениях (12.80) базовая операция принимает вид, показан- 
ный «на рис. 12.38, б. Основанный на этой базовой операции сигнальный граф 
объединения двух ДПФ представлен на рис. 12.38, в. 

Проиллюстрируем описанный способ построения полного графа БПФ от 
двухточечных до №-точечных ДПФ на примере М = 8. 

После первого разбиения последовательности {$ (&)} получаются две 
четырехэлементные последовательности {5} и {51}, показанные в левой час- 
си рис. 12.39. В первой из них четными считаются $1 (0) = $ (0) и = (2) = 
= $ (4), а нечетными $1 (1) == $ (2) из (3) = $ (6). Поэтому последователь- 
ность {51} распадается на две пары: а (0), а (1) иб (0), 6 (1) т. е. $ (0), $ (4) 
из (2), $ (6)]. 

но последовательность {511 } распадается на две пары: с (0), с (1) 
на (0), 4 (1). 


$: (0) 500) 
$: (1) $6) 
А Х-А+ИВ 
п 509-1) 500-2) 
и Амр 5,0) 30 
а) 52 0) (+ ) 
8,(л) Зил 8, (п), , 
0<п< и 7 . И 
$ А! (-#) , $1(2-1) $ (У 1) 
1("-5) И $)=3,-#1)-1#-25-2) 
0) а <л< 7 


б) 
Рис. 12.38. Базовые операции, используемые в алгоритме БПФ 
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$@)=5: @ е——ә 0(0)=5(0) ^0 ио 
$(2)=з: 0) а0)=5 0) АЙ) 
ол а 9@)-3(2) “0 
300) =5:(5) 0—01) 8(6) 80) 2 


900) =5 у (0) 0—е С) 500) 40 0 
8 


ее уреа 00) 
5(5)=8 (2) 000-505) 20) 
3(7)= 8 к (3) 9—00) =5(7) 2—5. 0 ие 


М 


Рис. 12.39. Сигнальный граф БПФ при № -=8 


Определим ДПФ двухэлементных последовательностей. Для пары а (0), 


1 . 
`А(п) = Ха(®) Им, п =0, 1, 
Ге 
откуда 


А (0) =а (0) + а (1) №9 =а (0) + а(1), А (1) =а(©0)-+а(1) Уха = 
=а(0) + а(1) 1 =а (0) —а(1). 
Как видим, для вычисления А (0) и А (1) не требуется умножений. 


Нужно лишь образовать сумму а (0) + а (1) и разность а (0) — а (1), т. е. 
$ (0) + $ (4) иѕ (0) — $ (4). 

На рис. 12.39 для операции сложение-вычитание использована симво- 
лика, совпадающая с операцией «бабочка» при № = 1: верхний вывод со- 
ответствует сумме, а нижний — разности. 


Аналогичным образом на рис. 12.39 обозначены ДПФ остальных пар: 
Ь (0), 6 (1), с (0), с (1), иа (0), а (1). 

Следующий шаг объединение ДПФ А (п) и В (п). Число спектральных 
коэффициентов в суммарном ДПФ равно 4: п = 0, 1, 2 и З. 

По аналогии с (12.80) можем написать 


$, (п) = ИН И" В (п), п = 0, 1, 
А (п —2)— 100—2 В (п — 2), п= 2, 3. 
Учитывая, что Ул = |02", переписываем последнее выражение в форме 
2 — 
5, (п) = РИ п = 0), 1, 
А(п —2) — 120—2) В(п— 2), п= 2, 3. 
Итак, 
$1 (0) = А(0) + 1° В(0), $1 (1) =А(1) + 2 В(1), 
$ (2) = А(0) — 10° В (0), $ (3) = (0) — 102 В(1). 
Аналогичные выражения нетрудно составить для ДПФ $11 (п), объеди- 
няющего ДПФ С (п) ир (п). 
см. Базовые операции для $; (п) и $; (п) одинаковы (см. рис. 12.39). 


Для определения ДПФ всей последовательности из восьми отсчетов нуж- 


но воспользоваться выражением (12.80) и графом, представленным на 
рис. 12.38, в при М = 8. 
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Базовые операции, соответствующие приведенным соотношениям, по- 
казаны в правой части графа на рис. 12. 39. 

Выяснив структуру сигнального графа БПФ, подсчитаем суммарное 
число операций умножения. При достаточно больших значениях № на каж- 
дом этапе вычислений (при каждом разбиении последовательности на две 
более короткие) требуется порядка № умножений. При числе разбиений 
ю8>М№ общее число операций равно примерно М 108, № (приближенность свя- 
зана с тем, что умножение на ИХ, У”, ИМ“ и ИУ сводится просто к 
сложениям и вычитаниям комплексных чисел). 

Итак, при использовании алгоритма БПФ для вычисления ДПФ М№-то- 
чечной последовательности требуется примерно М 106,№ операций умноже- 
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ЗЫВАОЦТІМЕ ЕТ ДАО озоноззанацоно овака 
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ния. Ранее было показано, что при прямом вычислении ДПФ по выражению 
(12.73) требуется № умножений. Следовательно, алгоритм БПФ уменьшает 
число операций в М№М 10о6.М№М. При М№ = 1024 (г = 10) 106, № = 10 и 
Моё. № = 100. Столь большое сокращение числа операций резко уменьша - 
ет объем аппаратуры и повышает быстродействие цифровых устройств. Из 
рассмотрения графа следует, что экономия достигается благодаря объеди- 
нению всех слагаемых, подлежащих умножению на однаковые множители. 

К обоснованию алгоритма БПФ можно также прийти, используя метод 
факторизации матрицы, описывающей дискретное преобразование (12.73) 
21 

Для большей наглядности все предыдущее рассмотрение проводилось 
в предположении действительного (вещественного) сигнала. Однако резуль- 
таты можно распространить и на комплексный сигнал. 

На с. 390 приведена программа вычисления прямого и обратного пре- 
образований Фурье как для действительного, так и крмплексного сигнала 
с базой до 512. 

Существует большое разнообразие вариантов построения схем БПФ. 


12.15. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НА БАЗЕ 
БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 


Обратимся к выражению (12.13) для ДПФ 


М—1 
(и) = У 5(к)е ‚ п= 0, +1, + 2,..., - №2, 
ГА ` 


и к рис. 12.40, иллюстрирующему преобразование исходного сигнала $ (1), 
начиная с его дискретизации с шагом Т до выделения спектральных коэффи- 
циентов $ (п) на выходе устройства, осуществляющего ДПФ. Это устройство 
обозначено на рис. 12.40 в виде «черного ящика» ДПФ (БПФ) без раскрытия 
его внутренней структуры. 

Если шаг Т выбран достаточно малым для сохранения содержащейся в 
сигнале $ (2) информации, то и совокупность № спектральных коэффициентов 
$ (п) дает полную информацию о всем спектре $(%) континуального сигнала 
$ (0). На рис. 12.40 функция $ (о) обозначена штриховой линией в виде оги- 
бающей дискретного спектра $ (п) в пределах центрального участка диапа- 
зона частот от ® = — л/Т до о = л/Т или, что то же, от оТ = 0 до ОТ = 
= 2л (соответственно от п = О доп = № — 1, см. нижнюю часть рис. 12.40). 

С этой точки зрения устройство, осуществляющее ДПФ, можно тракто- 
вать как анализатор спектра, представляющий собой набор из 
М узкополосных фильтров, каждый из которых пропускает одну дискретную 
частоту пЛо. 

Поскольку в образовании любого из спектральных коэффициентов $ (п) 


участвуют все временные отсчеты $ (Е), то информацию о спектре сигнала 
$ () можно получить не ранее чем после ввода в устройство БПФ всех М от- 
счетов $ (К). В этом смысле ДПФ не отличается от обычного преобразования 
Фурье, определяемого выражением 


Т 
$ (о) - [0 еы фу, 2 Т,. 
0 


Нетрудно выявить АЧХ любого из № упомянутых выше фильтров, об- 
разующих анализатор спектра. С этой целью зададим испытательный сиг- 


391 


{$0} 
п=0,1,..., И 


Рис. 12.40. К определению ДПФ сигнала $ (1) 012 1/2 м п 


нал на входе анализатора в виде гармонического колебания с частотой о, 
не превышающей л/Т, что вытекает из теоремы отсчетов (см. $ 2.16). 

Для упрощения выкладок удобно исходить из комплексного испытатель- 
ного сигнала, заданного в одной из двух форм (при — оо < [< оо): 


5 (0) = созо? + і ѕіп о? == ей", (12.81) 
5 (1) = соз оѓ — т оѓ = е ‘9. (12.82) 


Поддерживая неизменной амплитуду (1 В) входного сигнала, проследим 
за изменением спектрального коэффициента $ (п) в зависимости от ®. 


После дискретизации $ (0) с шагом Т получим временные отсчеты вида 
$(® = ет, к=0,1,..., М—1, 
или 
6(к) = е #97, == 0), 1,..., М1, 
где № = Т.Т. 
Рассмотрим сначала случай $ (#) = ею когда выражение (12.13) при- 
нимает форму 


‚2 2 
м1 — т "о ге (вт = ") 
$ (п, оТ) = У е*®Те = Уу е , 
. &=0 #=0 
п == 0, 1,..., №2, О< оГ < мл. (12.83) 


При отрицательных значениях п коэффициенты $ (п, оТ) равны нулю, 
поскольку спектральная плотновть аналитического сигнала еѓәѓ отлична от 
нуля только в области частот ® >> 0 [см. $ 3.10 и формулу (3.87)]. 

Новое обозначение $ (п, ®Т) имеет тот же смысл, что и $ (п), т. е. это 
спектральный коэффициент на фиксированной частоте п Ло, однако 
модуль и аргумент этого комплексного коэффициента зависят от частоты @ 
исходного сигнала $ (1), из которого взяты М№ временных отсчетов. 


2 
Введем обозначение х = ФТ — = п и запишем (12.83) в форме 


М— 1 М1 


М— 1 
$ (п, оГ) = У, еі = У соѕАх і У зп ЁХ. 
к= 0 = 0 Е= 0 
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Рис. 12.41. Частотные характеристики устройства БПФ: 


іо? . 
а) при входном сигналее , ОХ ӨТ < л; 6) то же при —л<ФГ-< 0; в) то же при 0 от < 2л 


Используя известные формулы для суммы косинусов или синусов крат- 
ных дуг 


(М—Пх . Мх . (М Пх Мх 
№21 сов и М т 
$ 2 2 : . 2 2 
У соз Ех = И, У Ах = о, 
аг ѕіп х/2 рч ѕіп х/2 


приведем (12.83) к виду 


М 2д (М1) 2л 
ут (от ра) 7—7 (97— м п) 


М Ге “ п = 0, 1,..., №, 
У (п, «7 = т (от 21 ") 
2 М 
0 №/2 <п<МЫ— 1. 
(12.84) 
Ранее отмечалось, что информация о $ (п, ® Т) получается к моменту 
і = Т, = (№ — 1) Т, когда входной сигнал $ (#) принимает значение 


еѓә (М—ПТ. Поэтому передаточную функцию п-го частотного канала анализа- 
тора спектра логично трактовать как отношение 


вт (от 7 ) -–і (=) (+) 
е 


$ (п, ӨТ) _ 2 2 
ем-рет | әд } 
т | оТ п 
> (т 
О< оТ < л, п=0, 1,..., №2. (12.85) 
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При задании испытательного сигнала в форме $ (#) ==е— ә! передаточная 
функция определяется выражением, комплексно-сопряжен ным по отноше- 
нию к (12.85): 


№ 2л — 
п [от л) 0 (отр т л) 


$ (п, от) 2 Му \ 

км , 
е" 97 Ут (07-а) 

—л<оТ<0, п=0, —1,..., —МЮ. (12.86) 


Графики передаточных функций, построенные по формулам (12.85), 
(12.86) для № = 8 (без учета фазовых множителей), представлены на рис. 
12.41, аи б. Поскольку вне интервала характеристики повторяются, эти 
графики можно объединить, как это показано на рис. 12.41, в. (Представлены 
только главные лепестки). = 

Итак, ва комплексный сигнал еѓоѓ откликаются только частотные ка- 
налы анализатора с номерами 0 < п < №/5, а на сигнал е‘ — только 
каналы с номерами №/2 < п < М — 1. Это означает, что при анализе спект- 
ра комплексных сигналов с помощью БПФ можно определить не только аб- 
солютное значение о, но и знак частоты. Это важное свойство будет проил- 
люстровано в $ 13.9 на примере квадратурной обработки сигналов. 

При подаче на вход БПФ последовательности {$ (®)}, Е =0,1,..., М1, 
взятой из сигнала в виде постоянного напряжения (о = 0), на выходе БПФ 


спектральный коэффициент $ (0,0) равен М, а все остальные равны нулю; при 


2л 1 . 
частоте исходного (комплексного) сигнала ® = т т ‚ ОДИН -единственный 
2л 


коэффициент $ | 1, 9) равен №, а все остальные равны нулю ит. д. 


Соотношение между входными и выходными сигналами для БПФ-8 ил- 
люстрируются рис. 12.42. 


п=0 


3(4)=1 


71 
ог орао} отат 
0 Т?Т ЗТ (мт + вы 2111 
22” 1 
Й 


2 
и т” 47 67, ЯТ 
0 \ Т \ оТ Т 
% 
с08(5 21 4) эм(5 27 2) 


Рис. 12.42. Отклик анализатора спектра на комплексный сигнал при различных значе- 
ниях оГ=и2л/Т, п=0, 1, 4 и 5: 
—— действительная, — — — -- мнимая части сигналов 


Рис. 19.43. Алгоритм вычисления свертки двух сигналов, основанный на использовании 
БПФ [8 (п) обозначает произведение Х (п) У (п)] 


Основываясь на выражении (12.83), а также (12.85), (12.86), нетрудно 
найти отклик рассматриваемого устройства на испытательный сигнал $ (#)= 
= СОЅ Ё, — оо < ЕЁ < оо. Представив этот сигнал в виде суммы двух 
комплексных сигналов 


$(1 — А еѓо! + 1/, е— 221, 


придем к выходному сигналу в виде двух комплексно-сопряженных спект- 
ральных коэффициентов $ (п, о7) и $ (№ — п, 2л — оТ), расположенных 
симметрично относительно точки л на оси о7. 


12.16. ПРИМЕНЕНИЕ БЫСТРОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ В УСТРОЙСТВАХ 
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 


Вернемся к структурной схеме цифровой фильтрации сигнала, представленной на 
рис. 12.35. у 

В $ 12.13 отмечалось, что осуществление подобной обработки при длинных по- 
следовательностях $ (№) стало эффективным лишь при использовании алгоритма БПФ — 
как для прямого, так и обратного дискретного преобразования (ОБПФ). 

По существу, в данной схеме на первом этапе проводится спектральный анализ 
входного сигнала с помощью БПФ, затем осуществляется собственно фильтрация с по- 
мощью цифрового фильтра К; (іп), после чего профильтрованный сигнал с помощью 


ОБПФ преобразуется в выходной сигнал в виде функции времени. В современной прак- 
тике как БП. так и ОБПФ осуществляются в одном и том же устройстве. 

Обратимся к рассмотрению другой задачи —– вычислению дискретной свертки двух 
функций времени х (1) иу (г), представленных последовательностями (х ()}, ё == 1,0, 
... М — 1, и (у (®)}, А == 0,1,..., № — 1, с использованием БПФ. 

В основе алгоритма этой операции, представленногс на рис. 12.43, лежит теорема 
свертки, сформулированная для дискретных сигналов в п.3. $ 12.4. 

В соответствии с этой теоремой $ (п) = Х (п) У (п), причем под М, как и ранее, 
следует подразумевать №, -- № После обратного БПФ получается последовательность 
|5 0, Е = 0,1, ..., М — 1, являющаяся сверткой последовательностей {х (#)} и 

у . | 

Таким образом, вместо прямого вычисления свертки двух сигналов по формуле 
(12.73) сначала эти сигналы с помощью БИФ переводятся в спектральную область, а 
затем после перемножения спектров и ОБПФ приводятся к требуемому результату. 

При достаточно длинных последовательностях (х (#)} и {у (#)} суммарное число 
арифметических операций оказывается значительное меньшим, чем при алгоритме 
(12.73). Подобную более экономную обработку иногда называют «скоростной сверткой». 


С); 


Б) (50) >— 143} к=01,...2М- 
ТР. 


Рис. 12.44. Вычисление корреляционной функции сигнала с помощью БПФ 
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Рис. 12.45. К вычислению корреляционной функции сигнала по алгоритму рис. 12.44 


Рассмотрим еще важный для практики вопрос об использовании БПФ при вычис- 
лении корреляционной функции дискретного сигнала. 
На основе выражений 


А 2л еп 2; 29 „в 
№1 М №1 
В, (= У 15 (п) Ре 1800) 2= У В, (е 
п= 0 == 0) 


являющихся дискретными эквивалентами интегральных преобразований (2.136), 
(2.137), можно наметить структурную схему, представленную на рис. 12.44 

При входной последовательности из № отсчетов устройство БПФ рассчитывается 
на удвоенное число отсчетов (половина входов резервируется для обратного преобразо- 
вания). Число отсчетов корреляционной функции В; (ё) равно 2№. Связь между после- 
довательностями {9 (#)} и {В (#)} иллюстрируется рис. 12.45. 

Бследствие периодичности ОДПФ (с периодом 2 №) последовательность { В, (®)}, 
Е = 0),1,..., 2№ — 1, эквивалентна четной относительно А последовательности, изобра- 
женной в нижней части рис. 12.45. 


Глава 13. ПРИНЦИПЫ ОПТИМАЛЬНОЙ ЛИНЕЙНОЙ 
ФИЛЬТРАЦИИ СИГНАЛА НА ФОНЕ ПОМЕХ 


13.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


Центральной проблемой радиотехники была и остается проблема помехо- 
устойчивости связи. Система связи должна быть спроектированной так, что- 
бы она обладала способностью наилучшим образом противостоять мешающе- 
му действию помех. 

Проблема помехоустойчивости радиосвязи включает в себя болышое чис- 
ло других проблем, охватывающих все разделы радиотехники: генерирова- 
ние мощных колебаний, освоение и выбор волн, обеспечивающий благопри- 
ятные условия распространения, использование антенн направленного дей- 
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Рис. 13.1. Воздействие сигнала и помехи на ли- 


нейный четырехполюсник Звых (2), 


пух (#) 


з@), тр 


ствия, поиски новых видов радиосигналов и новых способов их обработки 
на фоне помех и т. д. 

Для теории радиотехнических цепей и сигналов особый интерес пред- 
ставляет возможность ослабления вредного действия помехи с помощью ли- 
нейной фильтрации, основанной на использовании линейных частотных 
фильтров. На протяжении длительного периода развития радиотехники к 
подобным частотным фильтрам предъявлялось требование возможно более 
равномерного пропускания спектра сигнала и возможно более полного по- 
давления частот вне этого спектра. Идеальным считался фильтр с прямо- 
угольной П-образной АЧХ. 

С развитием теории информации и статистической теории обнаружения 
сигналов трактовка функций линейного фильтра, а также подход к его по- 
строению существенно изменились. Стало очевидным, что указанная выше 
трактовка имеет следующие недостатки: 1) не учитывается форма сигнала 
(которая может быть различной при одной и той же ширине спектра сигнала); 
2) не учитываются статистические свойства помехи. 

Поэтому фильтр с П-образной АЧХ не является оптимальным в тех слу- 
чаях, когда имеется априорная информация о форме сигнала и характеристи- 
ках помехи. 

Коренной герелом в теории и практике линейной фильтрации связан с 
появлением работ Н. Винера, А. Н. Колмогорова, В. А. Котельникова и 
других ученых, которые поставили и решили задачу синтеза фильтра, оп- 
тимального в определенном смысле для приема заданного сигнала, дей- 
ствующего на фоне помехи с заданными статистическими характеристиками. 

В зависимости от решаемой задачи — обнаружение сигнала, измерение 
его параметров или разрешение (различение) сигналов — критерии опти- 
мальности могут быть разными. Для задачи обнаружения сигналов в шумах 
наибольшее распространение получил критерий максимума отношения сиг- 
нал-помеха на выходе фильтра. В настоящей главе рассматриваются только 
такие фильтры. 

Требования к фильтру, максимизирующему отношение сигнал-помеха, 
можно сформулировать следующим образом. На вход линейного четырех- 
полюсника с постоянными параметрами и передаточной функцией К (ѓо) 
подается аддитивная смесь сигнала $ (/) и шума п (1) (рис. 13.1). Сигнал 
полностью известен; это означает, что заданы его форма и положение на оси 
времени. Шум представляет собой случайный процесс с заданными ста- 
тистическими характеристиками. Требуется синтезировать фильтр, обеспе- 
чивающий получение на выходе наибольшего возможного отношения пико- 
вого значения сигнала к среднеквадратическому значению шума. При этом 
не ставится условие сохранения формы сигнала, так как для обнаружения 
его в шумах форма значения не имеет. 


13.2. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ 
ОПТИМАЛЬНОГО ФИЛЬТРА 


Под синтезом фильтра будем подразумевать отыскание передаточной 
функции физически осуществимого фильтра, обеспечивающего упомянутую 
выше максимизацию отношения сигнал-помеха. Передаточную функцию бу- 


дем представлять в форме К (іо) = К (©) е). 
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Таким образом, задача сводится к отысканию АЧХ К (о) и ФЧХ ф, (о) 
оптимального фильтра. Наиболее просто эта задача решается для сигнала, 
действующего на фоне белого шума с равномерным спектром  (®) = М. = 
= соп$. 

Для отыскания оптимальной (в указанном смысле) передаточной функ- 
ции К (ѓо) составим выражения для сигнала и шума на выходе фильтра сна- 
чала порознь, а затем в виде их отношения. 

Сигнал в фиксированный момент времени & определяем общим выраже- 
нием 


ы (6) = | $ (0) К (іо) ео до = 


= | 509) К) е 9 енен (13.1) 
л 
а среднеквадратическое значение помехи —выражением. 
оо 1/2 у 20 112 
ых = я | ИИ (а) Ко) 4% | = | К? (в) 40| . (13.9) 
л 


В выражении (13.1) $ (о) = $ (в) е'8з (9) — спектральная плотность 
заданного входного сигнала $ (#), а под & подразумевается момент времени 
(пока еще не определенный), соответствующий максимуму (пику) сигнала на 
выходе фильтра. Смысл и минимально возможное значение & подробнее рас- 
сматриваются в следующем параграфе, однако из простых представлений 
очевидно, что для образования пика требуется использование всей энергии 
сигнала, а это возможно не ранее окончания действия входного сигнала. 
Иными словами, & не может быть раньше момента окончания сигнала. 

Составим теперь отношение 


| сю 


>. | 5 (©) К (ш) е‘ [9,090) + Ф (е)) 4 о] до 


=> (13.3) 
Овых У, 142 9% 12 
(>=. | К? (0) ао 


вых (10) — 


2л 


Воспользуемся известным неравенством Шварца 


6 2 ь Б 
А.о) Рао) аху < (Р, О) гах (Р) ах, (13.4) 


а 


ое 


где Ё; (х) и Ё, (х) — в общем случае комплексные функции. 
Это неравенство обращается в равенство только при выполнении усло- 
Вия 


Е, (х) = АЁ\ (х), (13.5) 
т. е. когда функция Е, (х) пропорциональна функции, комплексно-солпря- 
женной Ё; (х) (А — произвольный постоянный коэффициент). 
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Приравнивая в (13.4) ЕЁ, (х) = $ (о) е/9(% уи Ё ,(х) = К К (6) е! 19% +9], 
записываем неравенство (13.4) в форме 


1. | $ (©) К (о) с’ 69 +909) +95] д | < 


ою оо 1/2 
| Р 1 
-Е | 52 (©) 49. —— | К? (о) 4 . 


Тогда выражение (13.3) позволяет составить следующее неравенство: 


оо 


1. | $ (о) К (о) е 19890 +9. 9) +9] 


2 
ых (0) _ |” ты < 
Свых р 1/2 
БИЮ ко 
27 
- ' Р 1/2 
Е | $ (о) 4%. — Г К? оа} Е ә 1/2 
Е ЧЕЛЕН И = І 5° (о) ао . 


о \1 1/2 г» А 1/2 0 
(58) | К? (о) ао . < 
(13.6) 


Учитывая, что выражение в квадратных скобках правой части этого 
неравенства есть не что иное, как полная энергия Э входного сигнала [см. 
(2.66)], приходим к следующему результату: 


Звых (10)/бвых < И ЗИ. (13.7) 


Наконец, из выражения (13.5) следует, что это неравенство обращается 
в равенство при выполнении условия 


К (ое 199 9 |. 4$* (о) = 4$ (0) е7 09) 
или, что то же, 


К (іо) = К (о) е^) = 4$* (о) е-№% = Д$ (о)е 18:09) 970]. (13.8) 


Полученное соотношение полностью определяет передаточную функцию 
фи льтра, максимизирующего отношение сигнал-помеха на выходе (при 
входной помехе типа белого шума). 

Функция К (іо), отвечающая условию (13.8), согласована со спектраль- 
ными характеристиками сигнала — амплитудной и фазовой. В связи с этим 
рассматриваемый оптимальный фильтр часто называют согласованным 
фильтром. 

Итак, отношение пика сигнала к среднеквадратическому значению по- 
мехи на выходе согласованного фильтра определяется равенством 


бвых (10) /бвых = И ЭЛ. (13.9) 


Из соотношения (13.8) вытекают следующие два требования к согласо- 
ванному фильтру: 
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6 10 = ых а) 0 о 
Рис. 13.2, Соотношение между Рис. 13.3. Спектральная плотность сигнала и АЧХ 
фазовыми характеристиками согласованного фильтра (а) и энергетические 
спектра сигнала на входе и вы- спектры на входе и выходе фильтра (6) 


ходе согласованного фильтра 


ФЧХ фильтра должна отвечать условию 


Фк (ш) = — [0, (о) + о]; (13.10) 
АЧХ должна отвечать условию 
К (о) = А5 (о). (13.11) 


В тех случаях, когда под комплексной передаточной функцией подразу- 
мевается безразмерная величина (например, отношение комплексных амп- 
литуд напряжения на выходе и входе), постоянный коэффициент А должен 
иметь размерность, обратную размерности спектральной плотности 
сисчала. | 

Соотношения (13.10), (13.11) имеют глубокий физический смысл. Первое 
из них можно назвать условцем компенсации начальных фаз в спектре сигнала, 
поскольку фазовый сдвиг в фильтре —6, (‹ю) равен по величине и обратен 
по знаку начальной фазе соответствую щей составляющей спектра $ (о) 
входного сигнала. В результате прохождения сигнала через фильтр с фазо- 
вой характеристикой фк (о) сложение всех компонентов спектра, скоррек- 
тированных по фазе, образует пик выходного сигнала. Слагаемое фазовой 
характеристики фк (©), равное —®&, указывает на то, что пик задержан 
относительно начала сигнала 5 (#) на время &. | 

Связь между ФЧХ 0, (о) входного спектра, компенсирующей ее 
характеристикой фильтра — Ө, (о) и полной ФЧХ фильтра фһ (о) = 
= — 10, (о) - оЁ] поясняется рис. 13.2. 

После прохождения через фильтр спектр выходного сигнала будет иметь 
фазовую характеристику 


9, ых (ө) = 9, (о) + фк (в) — 9, (в) + | — 0, (о) 01, = —0{0, (13. 12) 
показанную прямой линией на том же рисунке. 

Соотношение (13.11), устанавливающее, что АЧХ фильтра К (о) долж- 
на по своей форме совпадать с амплитудным спектром сигнала 5 (о), также 
легко поддается физическому истолкованию. При АЧХ К (о), отвечающей 
условию (13.11), фильтр пропускает спектральные составляющие шума не- 
равномерно, с тем большим ослаблением, чем меньше модуль $ (в). Это при- 
водит к существенному уменьшению мощности шума на выходе фильтра. На 
рис. 13.3, б эта мощность определяется площадью (заштрихованной) под кри- 
вой № ых (6) = К? (өю) У.. (Для наглядности характеристики на рис. 13.3 
построены в предположении, что А5 (0) = 1.) 

Ослабление сигнала из-за неравномерности характеристики К (~) вы- 
ражено в меньшей степени, чем ослабление шума, поскольку уменьшение 
К (о) имеет место для спектральных составляющих, вклад которых в пико- 
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вое значение сигнала сравнительно мал. В результате. получается ослабле- 
ние шума относительно сигнала. В сочетании с устранением фазовых сдви- 
гов между спектральными составляющими сигнала это и приводит к макси- 
мизации отношения сигнал-помеха на выходе фильтра. 


13.3. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
СОГЛАСОВАННОГО ФИЛЬТРА. ФИЗИЧЕСКАЯ 
ОСУЩЕСТВИМОСТЬ 


Тот факт, что коэффициент передачи согласованного фильтра К (ѓо) 
является функцией, сопряженной по отношению к спектру сигнала $ (о), 
указывает на существование тесной связи также и между временными харак- 
теристиками фильтра и сигнала. Для выявления этой связи найдем импульс- 
ную характеристику согласованного фильтра. 

Применяя выражение (5.39) и учитывая формулу (13.8), получаем 


&(0=-- | К (6) ею до = А 2 { $* (о) ев До, (13.13) 


Учитывая, что $* (6) == $ (-- о) и переходя к новой переменной Ф = 
—@®, переписываем выражение (13.13) следующим образом: 


А — о0о 
8 (2) = —> ) $ (3) е9: 9 бо = 


= А | $ (о) ей 0 фо. (13.14) 


Правая часть этого выражения есть не что иное, как функция Аз (Ё, —#). 
Следовательно, если задан сигнал $ (2), то импульсная характеристика согла- 
сованного (оптимального) фильтра р (2) определяется как функция 


8 (0) = Аѕ (Ё — 0), (13.15) 


т. е. импульсная характеристика по своей форме должна совпадать с зеркаль- 
ным отражением сигнала. 

Построение графика функции $ (&% — В показано на рис. 13.4 Кривая 
$ (—#) является зеркальным отражением заданного сигнала $ (#) с осью ор- 
динат в качестве оси симметрии. Функция же 5 (й, — 0), сдвинутая относи- 
тельно $ (—#) на время & вправо, также зеркальна по отношению к исход- 
ному сигналу $ (1), но с осью симметрии, проходящей через точку &/2 на 
оси абсцисс. На рис. 13.5 показано аналогичное построение для случая, 
когда отсчет времени ведется от начала сигнала. 

Поскольку импульсная характеристика физической цепи не может на- 
чинаться при #< 0 [отклик фильтра не может опережать воздействие 6 (#], 


362) 30-1) | 50) 


7 —— 
0 7/2 т Е 
Рис. 13.4. Построение функции, зеркаль- Рис. 13.5. Построение импульсной ха- 
ной по отношению к сигналу рактеристики согласованного фильтра 
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то очевидно, что задержка &, фигурирующая в выражении (13.8), не может 
быть меньше Т.. Только при & >> Т, может быть использована вся энергия 
сигнала для создания наибольшего возможного пика в точке # = &. Ясно, 
что увеличение & сверх Т, не влияет на пиковое значение выходного сигнала, 
а просто сдвигает его вправо (в сторону запаздывания). Ес 

Кроме того, условие і, >> Т, накладывает на сигнал  (#) требование, что- 
бы длительность его Т, была конечна; только в этом случае при конечной за- 
держке & можно реализовать пик сигнала. Иными словами, применение сог- 
ласованной фильтрации для максимизации отношения сигнал-помеха в опи- 
санном выше смысле возможно при импульсном сигнале (а также ограничен- 
ной по продолжительности пачке импульсов). 

Обратимся к вопросу о физической осуществимости согласованного 
фильтра. Пусть задан произвольный сигнал $ (#), которому соответствуют им- 
пульсная характеристика согласованного фильтра р (1} и преобразование 
Фурье от этой функции К (ѓо), определяемые соответственно выражениями 
(13.15) и (13.18). Возникает вопрос, при каких условиях К (іф) может являть- 
ся передаточной функцией физически осуществимого четырехполюсника. 

Ответ на этот вопрос дает критерий осуществимости Пэли — Винера, 
согласно которому неравенство 1 


Ре до < во (13.16) 


0 
является необходимым условием, чтобы положительная функция К (®) 
могла быть модулем передаточной функции электрической цепи. 

Хотя критерий Пэли — Винера оставляет открытым вопрос о структуре 
цепи, из него вытекают некоторые полезные следствия о свойствах электри- 
ческих цепей. 

В частности, из него следует, что АЧХ К (о) должна быть интегрируе- 

со 


мой в квадрате, т.е. [ К? (о) ао < оо. Только при этом условии числитель 
— © 


Іа К (о) растет с увеличением © медленнее, чем знаменатель 1 -- о?, и 
условие (13.16) выполняется. Например, передаточная функция К (о) = 


= Ке- , о >> 0, реализуема, так как ПпКо (®)| = ПК, — ав| растет 
медленнее, чем 1 -+ ®*. Гауссовский фильтр с передаточной функцией К (®) == 
= К е—9? не реализуется, так как [1а К (®)| = ПК, — ао? | растет с уве- 


личением в с такой же скоростью, что и знаменатель 1 -- в". 

Далее, АЧХ К (о) может быть равной нулю только на некоторых диск- 
ретных частотах, но не в конечной или бесконечно большой полосе частот. 
Действительно, если в полосе частот в < о < ®, функция К. (о) = 0, 
то | пК (о) | обращается в бесконечность и интеграл в (13.15) расходится. 
Аналогично рассуждая, можно прийти к выводу, что фильтры с П-образной 
АЧХ нереализуемы, хотя практически можно получить характеристики, 
близкие к идеальным. 

Так как в рассматриваемой задаче синтеза согласованного фильтра за- 
дано равенство К (о) = А5 (о) [см. (18.11)], то условие (13.16) можно запи- 


сать в виде 


С 115) 
и ао < оо 


и все приведенные выше ограничения на К (о) можно распространить на мо- 
дуль спектральной плотности сигнала 5 (о). 


1 Здесь под Ф подразумевается безразмерная нормированная величина. 
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13.4. СИГНАЛ И ПОМЕХА НА ВЫХОДЕ 
СОГЛАСОВАННОГО ФИЛЬТРА 


Для определения формы сигнала на выходе используем общее выраже- 
ние 


$вых (Ё) => | $ (о) К (іо) еѓ®* до. 
Подставив в него соотношение (13.8), получим 


$вых (В) == А 1 | $ (©) $* (о) е- № его? о = 
27 г 


= 4—— | 59 (о) его № до, (13.17) 


Сопоставим это выражение с (2.136). Нетрудно видеть, что интеграл в 
правой части выражения (13.17) есть не что иное, как корреляционная функ- 
ция входного сигнала * В, (т), в которой аргумент т заменен? на # — {,. Та- 
ким образом, приходим к важному выводу, что 


бвых (9 = АВ, (2—1) (13.18) 
и соответственно 
$вых (4 Т) = АВ, (т). (13.19) 


Итак, сигнал на выходе согласованного фильтра с точностью до постоян- 
ного коэффициента А совпадает с корреляционной функцией входного сигнала. 

Для построения графика функции 5х (Ё) по заданной функции В, (т) 
достаточно в последней т заменить на ѓ — & (и учесть коэффициент А). При 
= і, т.е. при т == 0, величина В, (0) равна энергии сигнала. Следователь- 
но, пиковое значение сигнала 


бвых (2) = АВ, (0) = АЭ. (13.20) 


Рассмотрим теперь параметры и статистические характеристики шума 
на выходе согЛасованного фильтра. При действии белого шума с нормаль- 
ным законом распределения (именно такой шум и представляет основной ин- 
терес для практики) распределение шума на выходе линейного фильтра ос- 
тается нормальным. Спектр шума на выходе, как это ясно из (7.2) и рис. 13.3, 
У вых (©) = К? (0) !.,. Следовательно, корреляционная функция шума 
на выходе согласованного фильтра 


В) [| вых (о) ето | Кио) ет аә. (13.21) 


4 
Подставляя К (©) = А5 (®) и учитывая выражение (2.136), получаем 


Вы: (= А10, -- | 52 (0) ет до = ДЗ У, В, (9). (13.22) 


1 Обратим внимание на то, что символом В; (т) обозначена корреляционная функ- 
ция детерминированного сигнала $ (1). Использованные в гл. 4, 5 и 11 обозначения 
К. (2), Вх (т) и г, регламентированы (по ГОСТ) для статистики. 

2 Различие в знаках показателя степени е!®* не имеет значения ввиду четности 
функции 5? (о). 
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Отсюда следует, что корреляционная функция шума на выходе согласо- 
ванного фильтра по форме совпадает с корреляционной функцией входного 
сигнала (и, следовательно, с самим выходным сигналом). 

Приравнивая т = 0, находим дисперсию (среднюю мощность) шума на 
выходе 


сЗ = Юных (0) = АЗ, В, (0) = А №, Э. (13.23) 


Составим отношение пикового значения сигнала $,ых (Ё к среднеквад- 
ратическому значению шума о,ых. В соответствии с формулами (13.19) и 
(13.23) приходим к результату (13.9): $вых (&)/бъых = (9/12. 

Итак, при белом шуме отношение сигнал-шум не выхода фильтра, согла- 
сованного с сигналом, зависит только от энергии сигнала и энергетического 
спектра шума М. 

Из этого заключения следует, что при заданных энергии и ширине спект- 
ра сигналу можно придавать различную форму, выгодную для решения конк- 
ретной задачи. 

Так, для повышения скрытности передачи целесообразно удлинять сиг- 
нал при соответствующем уменьшении амплитуды (47, = соп$). Это при- 
водит к уменьшению отношения сигнал-помеха на входах любых радиопри- 
емных устройств, что затрудняет извлечение информации из смеси сигнал + 
+ шум. Лишь в приемнике с фильтром, согласованным с данным сигналом, 
восстанавливается наибольшее возможное при заданной энергии отношение 
сигнал-помеха. Следует, конечно, обеспечить неизменную ширину спектра 
при удлинении сигнала. Это можно осуществить, введя внутриимпульсную 
модуляцию, например частотную. `Пример подобного сигнала — импульса 
с линейной ЧМ (ЛЧМ импульс) был рассмотрен в $ 3.7, п. 3. 

Удлинение радиоимпульса, дополняемое внутриимпульсной модуля- 
цией, позволяет также снизить пиковую мощность генератора в передатчике 
при заданной энергии сигнала и при сохранении разрешающей способности 
сигнала (после сжатия в согласованном фильтре). Это преимущество более 
подробно рассматривается в $ 13.5, п. 2. 

Уточним смысл коэффициента А, фигурирующего во многих предыдущих 
выражениях. При определении отношения сигнал-помеха [см. (13.9)] в уточ- 
нении нет необходимости, однако при рассмотрении сигнала и помехи по- 
рознь, как, например, в выражениях (13.20) и (13.22), неэбходимо учи- 
тывать, что А— размерный коэффициент. Удобно нормировать А так, 
чтобы энергии входного и выходного сигналов были одинаковы, тем 
самым исключая из анализа усиление сигнала по энергии. 

Энергия входного сигнала Э = В, (0), а выходного 


Эвых = | $Вых (1) аЁ = А? { В? (т) ат. (13.24) 


— 00 


Приравнивая Э,„х величине Э, получаем условие нормирования коэф- 
фициента А 


1/2 


А = | В, (0) (в; (т) 41| . (13.25) 


Подставив этот результат в (13.20), находим пик сжатого сигнала 


оо 1/2 
зы: (10) = АВ, (0) = 18, (0)8/? || {8 0%| . (13.26) 


| 
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Таким образом, пик сжатого сигнала (в отсутствие усиления) выражен 
через корреляционную функцию исходного сигнала $ (1). Применение выра- 
жения (13.26) иллюстрируется примерами, приведенными в следующем па- 
раграфе. 


13.5. ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ СОГЛАСОВАННЫХ 
ФИЛЬТРОВ 


1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ВИДЕОИМПУЛЬС 
Зададим сигнал следующей функцией времени: 
Е при О<Е<Т,, 


(0) = (13.27) 
О при {< 0и Ё> Г.. 
Спектральная плотность такого сигнала, как известно, 
$ (о) =Е-№ (1—е-"‹), 8 (а) = 2 Се (13.28) 
а) о 


По формуле (13.8), в которой &% приравниваем длительности импульса 
Т. находим передаточную функцию согласованного фильтра 
1 7 Г 1 е Тс 
К (0) = БА ——— (1—е®е)е Те = БА. (13.29) 
(— 0) Иа) 

Рассматриваемый пример характерен тем, что К (іо) отличается от спект- 
ра сигнала $ (о) лишь постоянным коэффициентом. Ясно, что и импульсная 
характеристика фильтра & (Р совпадает по форме с самим сигналом $(1); 
действительно, из соотношения (13.15) следует, что 


АЕ при О<Е<Т,, 
О приі<0иѓ>тТ,. 


График е (д/А (рис. 13.6) по форме полностью совпадает с входным им- 
пульсом $ ($. 

о Дальнейшая задача сводится к отысканию структуры физической цепи, 
обладающей импульсной характеристикой, изображенной на рис. 13.6, и 
передаточной функцией, определяемой формулой (13.29). 

Простейший сигнал (13.27) удобен для иллюстрации основных положений 
синтеза четырехполюсника по заданной импульсной характеристике р (й == 
= 4$ (1, — Ё) или, что то же, по комплексной передаточной функции К (іф), 
являющейся преобразованием Фурье от в (8. 

Прежде всего отметим, что интеграл 


8 (1 = 45 (Г. —) = (13.30) 


(119.5 (9) (ә) | -| | 1112 ѕіп 1119 іп (@7о/2)| пе |, оо, 
Бо? 1-- 2 


т, е. интеграл сходится, так что в рассматриваемом примере функция 
К (о) = А5 (о) не противоречит критерию Пэли — Винера (13.16). 

Показанную на рис. 13.7 структурную схему фильтра можно наметить 
непосредственно по передаточной функции (13.29). Входящий в эту функцию 
множитель 1/1 реализуется интегрирующим звеном, а второй множитель 
(1 —е (Тс) — устройством вычитания, к которому сигнал попадает без 
задержки и с задержкой Т,. Передаточная функция идеальной линии за- 
держки (без потерь) равна ее, 
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Рис. 13.6. Импульсная характеристика \ | 5} | 
фильтра, согласованного с прямоуголь- 
ным импульсом 


га 


0 К - 
.. Л | 


Го 
Рис. 13.7. Структурная схема фильтра, Рис. 13.8. Формирование импульсной ха- 
согласованного с прямоугольным им- рактеристики в идеальном (2) и физиче- 
пульсом ском (6) фильтрах 


Объяснить работу этой схемы можно также на основании временных пред- 
ставлений: при подаче на вход единичного импульса ЭДС [дельта-функции 
5 (#}] на выходе идеального интегратора появляется скачок напряжения 
в момент # = 0. На выходе устройства получается напряжение в виде раз- 
ности двух единичных скачков, сдвинутых относительно друг друга на вре- 
мя Т, (рис. 13.8, а). 

Реализация изображенного на рис. 13.7 устройства, которое обеспечивало 
бы точное интегрирование, а также задержку входного сигнала без искаже- 
ния его формы (в пределах бесконечно широкого спектра единичного импуль- 
са), практически неосуществима. Можно, однако, получить достаточно хоро- 
шее приближение при использовании реальной интегрирующей ЮС-цепи, 
если обеспечить постоянную времени этой цепи, достаточно большую по срав- 
нению с Т,. При этом на выходе вычитающего устройства импульс напряже- 
ния, являющийся разностью двух экспонент (рис. 13.8, 6), может быть реали- 
зован достаточно близким к прямоугольному. 

Найдем напряжение на выходе фильтра. Применяя формулу (13.18) и 
учитывая, что корреляционная функция прямоугольного импульса имеет вид 
равнобедренного треугольника с основанием 27, и высотой, равной энергии 
импульса Е?Т ., получаем 


АЕ? і при 0<{$Т,, 


= (13.31) 
АЕ? (Т, —# при ТЕ 7Т.. 


бвых (2) = АВ, (1 — і) 
Максимальное значение выходного сигнала, равное АЕ?Т,, достигается 
в момент # == Т., т. е. к концу действия входного сигнала (рис. 13.9). 
Отношение сигнал-помеха в соответствии с (13.9) 


Ѕвых (Гс)/бвых = БУТ. (13.32) 


Определим теперь пик сжатого сигнала по формуле (13.26). В данном при- 
мере В, (0) = ЕТ. а 


с Тс То 
В» (ут =2 [| 8: (94 =2 | Ез т? йт = 24 
0. 0 


с 


Т з 
Ге 


З 
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Следовательно, 


_ ___ [В (037? — (Е Тез! 5 
ы (0) =, уу уста 
[| 82 (ж) ат с 
—Тс 


Таким образом, $вых (&)/Е = | 3/2. 


Как будет видно из дальнейших примеров, пик выходного сигнала на- 
много превышает амплитуду входного при согласованной фильтрации 
сложных сигналов (с большой базой). 


2. РАДИОИМПУЛЬС С ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННЫМ 
ЗАПОЛНЕНИЕМ 


Рассмотрим сигнал, изображенный на рис. 13.10, а. Огибающая этого 
сигнала имеет прямоугольную форму, а частота заполнения нарастает по ли- 
нейному закону (рис. 13.10, 6) со скоростью 


В == 200/7, = 2-27, (Т, (13.33) 


где Т, — длительность импульса; 20, — полное изменение частоты внутри 
импульса; в, = 21}, — центральная частота заполнения. В дальнейшем ис- 
ходим из условия, что 2%, «< ©. Таким образом, 


о (0) = 0 В —Т./2 < ЕТ. 2, (13.34) 


а мгновенное значение сигнала в интервале от —Т./2 до Т./2 определяется 
выражением 


$ (1) = В, со$ (в, Ё+ВР/2). | (13.35) 


Спектральная плотность подобного импульса была определена в гл.3. 
Было установлено, что модуль и фаза спектральной плотности определяются 
соответственно формулами (3.50) и (3.51). 

Эти выражения могут быть в принципе положены в основу синтезирова- 
ния фильтра, но создание четырехполюсника, точно реализующего столь 
сложные АЧХ и ФЧХ, представляет собой задачу трудную или даже во- 
обще невыполнимую. Поэтому приходится прибегать к различным приемам 
аппроксимации АЧХ и ФЧХ. Первым этапом на этом пути является допуще- 
ние о том, что огибающая спектра сигнала имеет прямоугольную форму, а 


Рис. 13.9. Сигнал на выходе фильтра, 
согласованного с прямоугольным им- 
пульсом 


‚о | - й 
Рис. 13.10. ЛЧМ импульс (а) и закон —7. /2 0 7. /2 + 
изменения мгновенной частоты .(6) с с 
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ФЧХ — форму квадратичной параболы. Таким образом, точные выражения 
заменяются приближенным [см. пояснения к формулам (3.50) и (3.51)] 


$ (о) = А, То/ЗУ т = сопѕі, юу 0 <, (13.36) 


оо)? л Фо 


оВ 4 0? 


Ө, (о) = ‚ 08—000 < 90 о. (13.37) 


В $ 3.7 было показано, что такое приближение тем лучше, чем больше 
т = 2}, Г. (постоянный фазовый сдвиг л/4 опущен). 
При отсчете времени ѓ от начала импульса фазовый спектр сигнала запи- 
шем в виде 


{о 0)? оТе 


2 
о? 2 


0, (о) = — т (13.37) 


Для сигнала с подобными амплитудными и фазовыми спектрами согла- 
сованный фильтр должен иметь прямоугольную АЧХ и ФЧХ, определяемую 
выражением 


Фк (9) = — 6, от, | ть Т, = 
4 од 2 
79290) _ ӘТе , 


4 оё 2 


(13.38) 


Строго прямоугольная АЧХ также неосуществима. Поэтому дальней- 
шее упрощение заключается в замене прямоугольной амплитудной характе- 
ристики характеристикой реализуемого полосового фильтра. После этого 
фильтр может быть осуществлен в виде сочетания ‘двух линейных четы- 
рехполюсников: полосового резонансного фильтра (обычный усилитель 
промежуточной частоты приемника) и специального четырехполюсника с 
равномерной АЧХ и квадратичной ФЧХ. 

Заметим, что фазовой характеристике (13.38) соответствует групповое 
время запаздывания узкополосного сигнала 


т (6) = афк (©) пп ооо) Те 
ао 2 003 2 


д 


В качестве устройства с требуемой ФЧХ может быть использована лю- 
бая цепь, у которой задержка в некотором частотном диапазоне (вблизи 
частоты ®о) линейно зависит от частоты. Такими свойствами обладают, 
в частности, дисперсионные ультразвуковые линии задержки. 

Определим сигнал на выходе фильтра. При этом будем иметь в виду не ап- 
проксимированный, а точно согласованный фильтр, передаточная функция 
которого отвечает условию (13.8). 

Основываясь на соотношении (13.18),воспользуемся выражением (3.106') 
для корреляционной функции входного сигнала, введенным в $ 3.11: 


| т т [1 1 ) 
В, (т) = Т Тел То 
а лт (т/Тс) 


С05 рт. 


Заменяя в этом выражении т на # — Т, и ограничиваясь рассмотрением 
участка вблизи точки і == Т., т.е. в окрестности точки, где выходной сигнал 
достигает пикового значения, можем считать т/Т7, < 1. 
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Тогда 


1 зіп [(лт/Те) (#— То)" 
Ве (Т) = — Ем сох —То. 
а (# Те) 9 Е Те (лт/То) (#—Те) СО5 0% (1 с) 
Учитывая, что т == (1/л) оТ, (см. (3.38)1, последнее выражение перепи- 
шем в несколько иной форме 


В,(#—Т,) = - ЕЗТ, Зол) собо (#Т,). (13.39) 
9 од (#—То) 


Подставляя полученное выражение в (13.18), находим напряжение на 
выходе согласованного фильтра 


иных (В) = АВ, (#(—Т.) =- АВТ, То собо (Т) = 
2 д (#— Те) 
= Иных (0 с0$ © (#—То, | (13.40) 
где огибающая 
1 тд ({-— Го) 
= —— ДЕТ. 13.41 
вых (1) р] А ОТ, од ((—То) . А ( З ) 


Заметим, что частота заполнения не модулирована и равна Фо, т.е. сред- 
ней частоте входного сигнала. 

Поясним этот важный результат. ЛЧМ импульсу, определяемому выра- 
жением (13.25), при т Ў 1 соответствует амплитудный спектр прямоуголь- 
ной формы и фазовый спектр в виде квадратичной параболы. После про- 
хождения через согласованный фильтр амплитудный спектр остается прямо- 
угольным, а фазовый спектр принимает вид линейной зависимости 0, вых (©) = 
= — (0 — @о) В в пределах ®, — ©, << 0 < © + ®,. Тем самым эффект 
ЧМ снимается и спектр приобретает вид двух лепестков прямоугольной фор- 
мы (одного в области ® >> 0 и другого в области о < 0), симметричных от- 
носительно частот + ®, и с линейным фазовым спектром. В соответствии с 
теоремой о смещении спектра (см. п. З $ 2.8) подобная структура спектра 
соответствует функции времени вида А (№) соѕ о, Ь где А (1) — медленная 
функция, имеющая смысл огибающей амплитуд сжатого сигнала. Спектраль- 
ная плотность функции А (#) получается сдвигом упомянутых двух лепест- 
ков на оу к нулевой частоте и в рассматриваемом примере (ЛЧМ импульс) 
имеет форму прямоугольника с основанием, равным 20, с центром в точке 
« = 0. По аналогии с п. 4 $ 2.10 (см. рис. 2.19), заменив о, и оз, придем 
к А (ё) в виде функции ѕіпс (2л). 

Очевидно, что отсутствие модуляции высокочастотного заполнения сиг- 
нала на выходе согласованного фильтра имеет место при любом законе ЧМ 
входного сигнала. При определении же огибающей выходного сигнала не- 
обходимо учитывать изменение формы амплитудного спектра сигнала в 
фильтре (при непрямоугольной форме на входе фильтра). 

Определим пик сжатого сигнала при нормировании энергии выходного 
сигнала к энергии сигнала на входе (см. (13.26)], в данном случае 


В. (0)=Э=1, ЕзТ,, а В, (т) ах 1, ЕТ, 511941 соз орт. 
о) 


дт 
Поэтому 
| 1/, Её Те) 3/2 
бвых (№0) = - - ЕЮ 1/2 
1 іп? од Т 
— ЕТ | ЗШ бді со Фо тат 
2 (од т)? 
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| Усвых 089/272 


эй 


Є 
5 
5) 
< 
2 ать Т НИХ «рът 
Ф А |’ ЧИ Мф Ё 
%- 7+2 7+ 2х | 
КЕ 
\ { 
Ед 


0) 
Рис. 13.11. ЛЧМ импульс на входе согласованного фильтра (а) и сжатый сигнал на 
выходе (6) 


Подставив соѕ? ут == М, + 1/, соѕ 2 ®от и отбросив интеграл с подын- 
тегральной функцией, содержащей множитель соѕ 2 ут, а также учитывая 


зіл: х 


равенство Г ах = л, получаем окончательный результат 


1/, ЕТ)! /2 —— — 
вых (Б) = ЕТ. =Е И. 


1 ( ѕіпё х 1/2 
ах 
20 д х? 


— оо 


Таким образом, выражение (18.41) можно переписать в форме 
О () =УтЕ, Ато , (13.42) 
д{#— То) 
Сигналы на входе и выходе фильтра изображены на рис. 13.11 (при Е, = 


= 1), Наибольшая амплитуда выходного сигнала (в момент # = Т.) в Ут 
раз больше, чем на входе, а длительность основного лепестка, отсчиты- 
ваемого между двумя нулями, равна 1/Ё„. Длительность выходного импульса 


на уровне 1//2 от максимального значения Т, зых ғ 0,89/9/,. 
Таким образом, отношение 


Т.Т, вых А 11.2 Т, (13.43) 
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близкое по значению к параметру модуляции т = 2.7, можно назвать 
коэффициентом сжатия ЧМ импульса в согласованном фильтре. 

`Из выражения (13.42) видно, что компенсация фаз спектра сигнала — 
основная операция в согласованном фильтре — приводит к сжатию им- 


пульса в т раз при одновременном увеличении пика сигнала в Ум 
раз (при нормировке энергий входного и выходного сигналов). 

Это весьма ценно для практики, так как позволяет удлинять импульс, 
генерируемый передатчиком, для увеличения энергии сигнала без потери 
разрешающей способности, которая определяется длительностью импульса 
на выходе согласованного фильтра. Техническое преимущество этого метода 
проявляется особенно в тех случаях, когда увеличение амплитуды импуль- 
сов в передатчике ограничивается импульсной мощностью электронных при- 
боров, используемых для генерации колебаний. Значительно проще увели- 
чивать энергию сигнала удлинением импульсов при одновременном нало- 
жении ЧМ. При этом параметр модуляции т должен расти пропорционально 
длительности Г, излучаемого сигнала (при заданной длительности Т, вых 
импульса на выходе согласованного фильтра). Иными словами, девиация 
частоты должна оставаться неизменной, а скорость изменения частоты В 
должна быть обратно пропорциональна Т, (см. (13.39)). 


3. ПАЧКА ОДИНАКОВЫХ ИМПУЛЬСОВ 


Рассмотрим сигнал в виде группы из п одинаковых видеоимпульсов 
(рис. 13.12). Интервалы между импульсами могут быть неодинаковыми. 
Спектр такого сигнала 


$ (о) = $, (0) (14-е 07: + е—7. +-... Не 7-1), (13.44) 


где $, (о) — спектр первого имплульса, начинающегося в момент Ё = 0; 
$, (о) е ®Т: — спектр второго импульса, начинающегося в момент # = Т,, 
ИТ. Д. 

Так как полная длительность изображенного на рис. 13.12 сигнала рав- 
на т, | Гь, то в соответствии с выражением (13.8) согласованный со спект- 
ром $ (‹) фильтр должен иметь коэффициент передачи 


К (іо) =А$5* (о) е‘ (тии 1) — 

— А$* (о) е ^9 е 078—1 (рд. вәт, а ет а еТа- = 

= К, (ію) 1-е (Тп _1--Тһ — 2) Бе—іо (Ти —1 7—3) 1. 

4-е (и —1-— 7) 0 е7 Ц | (13.45) 


В этом выражении К, (іо) = 481 (о) е “и представляет собой коэф- 
фициент передачи фильтра, согласованного с одиночным импульсом. 
Основываясь на выражении (13.45), нетрудно наметить схему фильтра, 
согласованного с сигналом, изображенным на рис. 13.12. Подобный 
фильтр должен содержать звено с передаточной функцией К, (іо), обеспе- 
чивающее оптимальную внутриимпульсную об- 
работку сигнала, и набор линий задержек. Ве- з 
личины этих задержек должны нарастать в по-. 
рядке, обратном расстановке импульсов в пачке 
на входе фильтра. Один из возможных вариантов 
такого устройства показан на рис. 13.13, а. т, т 7 Љу Т 
Максимальный импульс на выходе сумматора 
получается, когда первый импульс входной после- рис 1319 Сигнал в 
довательности, прошедший через задержку 7, _;, пачки импульсов 


виде 
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Рис. 13.13. Согласованная 
фильтрация пачки импульсов 
(к рис. 13.12) 


суммируется со вторым импульсом, прошедшим через задержку Т, — Т}, 
с третьим импульсом, задержанным на Т,_; — Ть, и так далее вплоть до по- 
следнего импульса проходящего через рассматриваемое устройство без до- 
полнительной задержки. Вместо набора из п линий задержки конструктив- 
но проще и выгоднее применять одну линию задержки с п отводами 
(рис. 13.13, 6). Отводы располагаются таким образом, чтобы соответствую- 
щие им задержки нарастали в том же порядке, что и на рис. 13.13, а. 

Построение согласованного фильтра значительно упрощается, когда 
входной сигнал представляет собой последовательность равноотстоящих 
одинаковых импульсов, т. е. когда 


Т, = Т, Т, = 2Т, Т, ЗТ, ..., Т1 = (п — 1) Т. 
Для этого случая выражение (13.45) можно записать так: 
К (іо) = Қ, (10) [1 е7 + е-—1297 --... феі (п 0) 97] — 
= К, (іо) К, (ѓо). (13.46) 


При достаточно большом числе п выражение в квадратных скобках 
можно свернуть по формуле геометрической прогрессии 


К, (іо) = 1/(1 — е 97). | (13.47) 


Структура выражения (13.46) указывает на возможность осуществле- 
ния согласованного фильтра в виде каскадного соединения двух четырехпо- 


люсников: одного с передаточной функцией К, (ѓо), как и в схеме на 
рис. 13,13, а, согласованного с одиноч- 


ным импульсом, и другого в виде цепи 
с обратной связью, содержащей всего 
лишь одну Линию задержки Т (рис. 
13.14). Передаточная функция подобной 
цепи (на рис. 13.14 обведенной штрихо- 
вой линией) определяется выражением 


1 


К, (10) = - == 1 4 
1 — Клз е ®Т 
+К аз е— ФТ -- К*. е— {297 4. ... 
86а & (13.48) 
Символом К обозначен безынер- 
Рис. 13.14. Гребенчатый фильтр ционный четырехполюсник, учитыва- 
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Рис. 13.15. Амплитудно-частотная характеристика гребенчатого фильтра 


ющий затухание в линии задержки (достигающее десятков децибел) и вклю" 
чающий в себя усилитель, компенсирующий это затухание. Для устойчиво- 
сти цепи коэффициент К, должен быть меньше единицы. Сама линия за- 
держки при этом может рассматриваться как идеальная с передаточной функ- 
цией е— ‘оТ, 

При частотах, отвечающих условию ®Т == (28 + 1) л, А = 0,1, 2, ..., 
обратная связь отрицательна и К, (іо) = 1/(1 -- К,„.). При частотах 
оТ = 22л, Ё = 0,1, 2, ..., обратная связь положительна и К, (іо) = 
= 1/1 — Киз). 

Амплитудно-частотная характеристика цепи приобретает вид, пока- 
занный на рис. 13.15. Фильтры с подобной характеристикой называются 
гребенчатыми . Они эффективны для выделения сигналов в виде пе- 
риодической последовательности импульсов на фоне белого шума. Чем боль- 
ше число импульсов в пачке п и чем ближе К, к единице, тем лучше при- 
ближение цепи к согласованному фильтру. 

Импульсная характеристика фильтра К, (іф) 


в (= (ИК 6 (1 Т) + Кл 6 (27)... 


Коэффициенты при единичных импульсах, возникающих на выходе 
четырехполюсника через интервалы Т, убывают по закону, близкому к экс- 
поненте. Таким образом, импульсная характеристика фильтра К; имеет вид, 
показанный на рис. 13.16. 

Все приведенные выше рассуждения можно распространить и на филь- 
трацию последовательности радиоимпульсов. Необходимо лишь под К; (ѓо) 
подразумевать коэффициент передачи фильтра, согласованного с одиночным 
радиоимпульсом. Кроме того, для обеспечения сложения задержанных 


радиоимпульсов в фазе требуется введение корректирующих фазовых 
сдвигов (при Т = А2л). 


Рис. 13.16. Импульсная характеристика гребенча- 
того фильтра 


Рис. 13.17. Формирование сигнала, сопряженного 
с заданным фильтром 


90) 
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13.6. ФОРМИРОВАНИЕ СИГНАЛА, 
СОПРЯЖЕННОГО С ЗАДАННЫМ ФИЛЬТРОМ 


Рассмотрим. одно интересное свойство схемы, представленной на 
рис. 13.17. На этой схеме К, (іо) и К; (ѓо) — передаточные функции фильт- 
ров на приемной и передающей сторонах канала связи, при этом выполняет- 
ся условие 
т. е. функции К, (іо) и К, (іо) являются комплексно-сопряженными. 

При ударном возбуждении четырехполюсника К, (іо) единичным им- 
пульсом б (1) на его выходе возникает колебание (импульсная характе- 
ристика) 


2, => | К, (о) еге до, 


которое используется в качестве сигнала, передаваемого по каналу связи. 
Таким образом, в. (й) = $ (2). 

Нетрудно видеть, что по отношению к этому сигналу приемный фильтр 
К, (іо) согласован, так как его импульсная характеристика &; (#} является 
зеркальным отражением сигнала $ ({). 

Действительно, 


0. (0 = | К, (іо) его до = | К: (10) ее до = 
2л 2л ` 


= 0, (——1) = 5(— 1). 
(Постоянная задержка &, входящая в выражение (13.15), здесь опущена.) 

Сигнал 5,ых ({) на выходе фильтра К, (іо) максимизирован в смысле со- 
отношения (13.17). 

Итак, для формирования на передающей стороне сигнала, сопряженно- 
го с заданным приемным фильтром, можно применить принцип ударного 
возбуждения «обратного» фильтра. Под обратным подразумевается фильтр, 
передаточная функция которого комплексно сопряжена с передаточной’ 
функцией «прямого» фильтра. 

Так как формирование сигналов и обработка в приемнике обычно осу- 
ществляются на промежуточной частоте, то схема (см. рис. 13.17) должна 
быль дополнена высокочастотным генератором и преобразователем для сдви- 


Рис. 13.18. Высокочастотное колебание, манипу- Рис. 13.19. Структурная 
лированное по фазе схема фильтра, согласо- 
ванного с фазоманипу- 


лированным сигналом 
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Рис. 13.20. Колебание на выходе фильтра, согласованного с фазоманипулированным 
сигналом 


га спектра сигнала в область высокой частоты в передатчике, а также гете- 
родином с преобразователем для обратного преобразования частоты в прием- 


нике. 


Несмотря на кажущуюся простоту изложенного принципа формирования сигна- 
ла, обеспечивающего оптимальность его обработки в приемнике, реализация обратного 
фильтра является весьма сложной задачей, которая может быть успешно решена не для 
любого сигнала. 

Относительно просто подобная задача решается для системы связи, в которой ис- 
пользуется фазоманипулированный сигнал, представляющий собой последовательность 
радиоимпульсов, следующих без интервалов и различающихся между собой только фа- 
зой высокочастотного заполнения: начальная фаза в каждом из импульсов может быть 
либо 0, либо л, причем чередование фаз осуществляется по определенному коду: А-му 
импульсу приписывается коэффициент бк, равный +1. Знак плюс соответствует фазе 0, 


а знак минус — фазе л. 
На рис. 13.18 нзображен подобный сигнал из пяти радиоимпульсов с коэффици: 


ентами фу == + 1, б = 41, б = +. = — | и б = + 1. 

Структурная схема фильтра, используемого для обработки подобного сигнала, 
изображена на рис. 13.19. Фильтр представляет собой соокупность четырехполюсника 
К (0), согласованного с одиночным импульсом (с длительностью ти), и многоотводной 
линии задержки. Число отводов, следующих через интервалы ти, равно числу элемен- 
тарных радиоимпульсов в сигнале. Безыңерционные четырехполюсники бо, ё, 6.,... 
пропускают импульсы, поступающие с отводов линии задержки, без изменения или 
с изменением на 180° фазы высокочастотного заполнения импульсов. 

Чередование коэффициентов ёо, ё,,... является зеркальным по отношению к сиг- 
налу. В результате напряжение на выходе приобретает вид, показанный на рис. 13.20 
(без учета влияния четырехполюсника К, (ѓо) на 
форму импульсов). 

К концу действия входного сигнала на выходе 
сумматора выделяется макснмальный нмпульс с ам- 
плитудой пА,, где п — число элементарных импуль- 
сов. Таким образом, рассматриваемая цепь осуще- 
ствляет сжатие сцгнала, причем коэффициент сжа- 
тия равен п, т.е. числу отводов линии задержки. 
Число л в данном случае играет такую же роль, как 
произведение 2/2 Те = т для фильтра, осуществ- 
ляющего сжатие радиоимпульсов с частотно-моду- 
лированным заполнением. 

Структурная схема обратного фильтра для по- 
лучения сигнала, представленного на рис. 13.18, 
изображена на рис. 13.21. От схемы на рис. 13.19 
эта схема отличается тем, что входной сигнал пода- 
ется к противоположному концу линии задержки, 
благодаря чему чередование коэффициентов ёо, ё}, 

‚ ёп, является зеркальным по отношению к схеме Рис. 13.21. Структурная схема 
рис. 13.19. Кроме того, передаточная функция Кз (1%) фильтра, обратного по отноше- 
четырехполюсника, осуществляющего внутриим- нию к фильтру на рис. 13.19 
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пульсную обработку, является комплексно-сопряженной функции К, (ѓо), обозначен- 
ной на рис. 13.19. Для импульса, симметричного относительно середины, К, (ѓо): 
совпадает с К, (іо). По существу, фильтры, показанные на рис. 13.19 и 13.21, со- 
вершенно идентичны, что является большим преимуществом, особенно в тех случаях, 
когда приемник и передатчик находятся в одном месте, например в радиолокаторе. 
В подобных случаях генерирование сигнала и его оптимальная обработка при приеме 
могут быть осуществлены с помощью одного фильтра. Подобная система получила 
называние ключ-замок. 


13.7. ФИЛЬТРАЦИЯ ЗАДАННОГО СИГНАЛА 
ПРИ НЕБЕЛОМ ШУМЕ 


Пусть на полностью известный сигнал $ (#) линейно (аддитивно) накла- 
дывается шум с неравномерным энергетическим спектром М (о) (небелый 
шум). Требуется синтезировать фильтр, максимизирующий отношение сиг- 
нал-помеха. В отличие от ранее рассмотренных задач в данном случае пере- 
даточная функция должна быть согласована не только со спектром сигнала 
$ (о), но и с энергетическим спектром шума \ (о) [22]. 

Наиболее простым способом отыскания требуемой передаточной функ- 
ции К (іо) является приведение заданного шума к белому. Для выяснения 
сути этого способа рассмотрим вспомогательную структурную схему, пока- 
занную на рис. 13.22. На этой схеме К (іо) обозначает искомую передаточ- 
ную функцию синтезируемого фильтра, а К, (іо) и 1/К, (іо) являются пере- 
даточными функциями двух вспомогательных условных четырехполюсни- 
ков, введение которых не оказывает никакого влияния на работу устройства, 
так как их результирующая передаточная функция равна единице. 

Так как функцию К, (іо) можно выбирать произвольно, то модуль этой 
функции зададим в виде 


К, (о) =У Мы (о), (13.49) 


где У, — постоянная величина. 
Тогда на выходе первого четырехполюсника будет действовать шум с 
равномерным энергетическим спектром 


У, (о) = М (<) К, (©) = 17, = сопѕі, т. е. белый шум. 


Само собой разумеется, сигнал на выходе этого четырехполюсника от- 
личается от входного сигнала, так как спектральная плотность 


$, (о) = $ (о) К, (іо) (13.50) 


отличается от $5 (о). Однако это обстоятельство несущественно; основной за- 
дачей является максимизация отношения сигнал-помеха на выходе всего уст- 
ройства. Поэтому важно отношение энергии сигнала к энергетическому 
спектру шума, а форма сигнала при этом роли не играет. 

Так как в рассматриваемом сечении схемы шум является белым, то для 
получения на выходе максимума отношения сигнал-помеха вся последую- 
щая часть устройства должна иметь передаточную функцию, отвечающую 

условию (13.8). Таким образом, 


г 7 ——К(®)=4$; (0) е- 6. 
К (№) 
(13.51) 
=сопвё — | Левая часть этого выражения 


является результирующей переда- 


Рис. 13.22. Согласованная фильтрация ТОЧНОЙ функцией четырехполюсни- 
заданного сигнала при небелом шуме ка, обведенного на рис. 13.22 штри- 
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ховой линией, а правая. часть —“функцией, комплексно-сопряженной по 
отношению к спектру $; (©) и дополненной множителем ео». 
Из выражения (13.51) получаем 


К (о) = А5: (©) К, (©) еә. (13.52) 

Но из (13.50) следует, что $; (0) = $* (о) К! (іо). 

Таким образом, 

К (0) = А8 (ш) К; (іо) К, (ә) с = А 5% (о) (К, (0)? ео, 
Подставляя сюда соотношение (13.49), окончательно получаем 

К (19) = А, т) еі, (13.53) 


Нетрудно истолковать физический смысл этого соотношения. 

Как и в случае белого шума, для максимизации отношения сигнал-по- 
меха в фильтре должна осуществляться компенсация начальных фаз спектра 
входного сигнала $ (о). Поэтому в правую часть (13.53) входит комплексно- 
сопряженная функция $* (о). Однако модуль передаточной функции должен 
быть, во-первых, пропорционален модулю $ (©) (как и в случае белого шу- 
ма), и, во-вторых, обратно пропорционален энергетическому спектру шума 
на входе фильтра. Тем самым обеспечивается подчеркивание тех компонентов 
спектра сигнала, при которых интенсивность шума меньше. 


13.8. ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛА С НЕИЗВЕСТНОЙ 
НАЧАЛЬНОЙ ФАЗОЙ 


При обработке сложных сигналов с внутриимпульсной модуляцией на- 

чальная фаза 0, высокочастотного заполнения в выражении 
а (Е 9.) = А (2) соѕ [®ёЁ + Ө (+6. (13.54) 
обычно являетсянеизвестной величин ой. 

Если фильтр согласован с сигналом а (і, 0) = А (№) соѕ [®.Ё- Ө (0)] 
без учета Ө, то при наличии фазового сдвига Ө, фильтр оказывается рассог- 
ласованным. Выясним влияние этого рассогласования на выходное колеба- 
ние. 

Основываясь на общем выражении (13.18) и опуская для упроще- 
ния анализа постоянную задержку 1, сигнал на выходе согласованного 
фильтра (при 60, = 0) представляем в форме (см. приложение 3) 


авых (Ё, 0) = = Ве [е | А (х) А* (х—1) а) => С Ве [ег Ва (1]. 


(13.55) 

Введем в рассмотрение начальную фазу Ө, входного сигнала. Для этого 
достаточно функцию А (х) домножить на ее. 

Новый интеграл | А (х) е№ А* (х —/) 4х определяет взаимную корре- 


ляцию между функциями А (х) е• и А* (х-— 1), однако после вынесения 
множителя е! за знак интеграла получается произведение е/ Вл ({). Та- 
ким образом, приходим к следующему выражению для сигнала на выходе 
рассогласованного фильтра; 


аъых (6, 65) == Ке [ег (9 1+8] Ва (1). (13.56) 
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Из сравнения этого выражения с (13.55) вы- 
текает, что для учета начальной фазы достаточ- 
но прибавить Ө, к слагаемому ФоЁ, сохранив 


огибающую выходного сирнала. 

Проиллюстрируем этот результат на примере 
ЛЧМ. импульса, рассмотренного в примерах $ 3.11 
и 13.5. 

Из соотношений (3.103) и (3.106') после замены в 
них т на { (задержка сигнала не учитывается) выте- 
кает следующее выражение для корреляционной 

‚ функции огибающей: 


6080 +4) 


В, (Е) =Т 
Рис. 13.23. Высокочастотное ^ лт (ИТе) 
заполнение сжатого ЛЧМ . 
импульса при начальной фа- Таким образом, 
зе сигнала 9, =90° 

| і і 
т [ат тт (1 — =-} 
авых (#, 90) = АТо мо соз (0210. (13.57) 


лт (ИТс} 


На рис. 13.23 изображено выходное колебание на отрезке времени вблизи пика 
при Ө, = 90° для фильтра, согласованного с ЛЧМ сигналом. Параметры входного 
сигнала соответствуют п. 5% 13.5 (см. рис. 13.10). В зависимости от Ө, положение пика 
сжатого сигнала на оси времени может изменяться в пределах + л/®з, т. е. половины 
периода высокочастотного заполнения. Из этого примера видно, что при достаточно 
большом числе периодов, приходящихся на длительность сжатого сигнала, влияние 
9, на пиковое значение иезначительно. Если дальнейшая обработка сигнала ведется по 
огибающей, то при выполнении указанного выше условия относительно высокочастот- 
ного заполнения влияние Ө, исключается. 


13.9. СОГЛАСОВАННАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 
КОМПЛЕКСНОГО СИГНАЛА. КВАДРАТУРНАЯ 
ОБРАБОТКА 


В гл. Зи 6 отмечалось, что комплексная огибающая А (7) узкополосного 
сигнала а (?) = А (0) соѕ [оѓ - Ө (91 содержит в себе всю информацию, 
обусловленную как амплитудной, так и угловой модуляцией. Во многих 
практических задачах радиотехники обработку сигнала целесообразно про- 
изводить непосредственно по огибающей А (1) с исключением несущей часто- 
ТЫ Ф. Такой подход особенно актуален при цифровой обработке сигналов. 
Осуществление цифровой обработки на частотах радиотехнического диапазо- 
на усложняется из-за требования чрезвычайно высокого быстродействия 
АЦП и арифметических устройств цифрового фильтра. В связи с этим циф- 
ровая обработка, как правило, производится в тракте видеочастоты прием- 
ного устройства. 

Структурная схема устройства, выделяющего комплексную огибающую 
узкополосного сигнала а ({), представлена на рис. 13.24. Устройство состоит 
из двух одинаковых преобразователей частоты с общим гетеродином, частота 
которого о, совпадает с несущей частотой сигнала а (1. 

Избирательная цепь на выходе каждого преобразователя представляет 
собой фильтр нижних частот (®ЮС-цепь). Полоса прозрачности предполагает- 
ся достаточной для неискаженного воспроизведения спектра передаваемого 
сообщения. При выполнении условия Е, » Алах осуществляется линейное 
преобразование частоты, в результате которого колебание разностной часто- 
ты на выходе первого преобразователя принимает вид (см. $ 8.11) 


5. (0) =а» Е; А (0) соѕ {[0,7-- 0 (1)] — оо #} =Ё А (0) соѕ Ө (2). (13.58) 
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Па выходе второго преобразователя благодаря сдвигу фазы гетеродинно- 
го колебания на угол ф = 90° получается колебание 


з, (0) =а. Е. А (0) соз {[0,7--Ө (9]— («о 1-- 90°)} = Кар А (1) ѕіп Ө (1. 
| | (13.59) 


Символом рр = а.Ё, обозначен постоянный коэффициент, имеющий 
смысл крутизны характеристики преобразования; а, — коэффициент при 
квадратичном члене в выражении (8.10). 

Устройства, выделяющие на выходе колебание, содержащее инфор- 
мацию о фазе Ө (1) (слагаемое ®оЁ исключено), обычно называют фаз о- 
выми детекторами. 

Колебания $. (№ и $, (#) совпадают соответственно с действительной и 
мнимой частями комплексной огибающей А (№) (см. (3.90]. В этом смысле 
рассматриваемая обработка является квадратурной. 

Совокупность физических колебаний 5, (1) и $, (1), записанная в ви- 
де суммы $, (#) + і, (1, позволяет трактовать комплексное колебание как 
физический процесс. Следует при этом иметь в виду, что рассматриваемое ко- 
лебание не является аналитическим сигналом. Это объясняется тем, что 
спектральная плотность комплексной огибающей А (ї) не обращается в нуль 
в области частот о < 0 (см. 53.10). 

9с тимея к синтезу фильтра, согласованного с комплексной огибающей 
А (1). | 

Свойства согласованной фильтрации, изложенные в $ 13.1—13.4 для дей- 
ствительных сигналов, полностью распространяются и на комплексные сиг- 
налы. Это очевидно, так как: 

в фазовых детекторах (см. рис. 13.24) отсутствует взаимодействие меж- 
ду сигналом и помехой (линейное преобразование); 

сохраняется равномерность энергетического спектра помехи на выходе 
(белый шум); 

коэффициент преобразования Апр одинаков для сигнала и помехи. 

Исходный радиосигнал запишем в форме 


а (1) = А (1 соѕ [о +09 (0 -- 9], 0<#<7,, (13.60) 


где Ө, — начальная фаза, обычно неизвестная. 

Имея в виду квадратурную обработку, подвергаем сигнал а (1) преобра- 
зованию по схеме рис. 13.24, причем на первом этапе начальную фазу 0, 
учитывать не будем. Тогда получим следующие сигналы на выходах фазовых 
детекторов [см. (13.58) и (13.59)]: 


з, (0 = А (0 соѕ 0 (2), 5, (= А (0 96 (0), 3 ()=А (0) е8 0 А (1). (13.61) 


(Постоянный коэффициент А. опущен.) 
Задача сведена к согласованной 
фильтрации полностью известного комп- 


лексного сигнала $ (#) = А (2). 

Рассмотрим сначала аналоговую 
обработку. Сигнал на выходе согласо- 
ванного фильтра по форме совпадает с 
корреляционной функцией входного 
сигнала, в данном случае с корреляци- 
онной функцией комплексной огибаю- 
щей (задержку № не учитываем): 


3.0) 


ў )2-соз орг 
А(2) 


550) 


Ва (1 = | А(х) А* (х-- 2) ах (13.62) рис. 13.24. Выделение квадратурных 
[см. (3.98 ] = составляющих комплексиой огибаю- 
. ( . ) . щей узкополосного сигнала 
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Следовательно, 

Звых (0 = Авых (0 = СВА (0), (13.63) 
где С — постоянный коэффициент. 

В момент Ё = 0 

Ва (0) = [1А (х) ? ах 


— действительная величина, однако при #=2 0 Ва (1) является ком- 
плексной функцией: 

В (1) = Вве (#) {Виш (0). (13.64) 

Для выявления структуры согласованного фильтра воспользуемся со- 
отношением вида (13.15) (постоянный коэффициент А заменен на С): 


8 (0) =СА* (4—9. 
Ограничимся здесь частным случаем симметричного сигнала 
[А (Г) =А(—#], а также опустим постоянную задержку № (обобщение 
см. в приложении 4). Тогда 
2 (0) =СА* (0) =С [А (1) соѕ 0 (4) — А (2) ѕіп 0 (21 = две (А— іта (0), 
(13.65) 
где Све (И иди (В) — действительная и мнимая части комплексной импульс- 
ной характеристики согласованного фильтра в (#). 
Сигнал на выходе фильтра определим с помощью интегральной свертки 
ых (0) = | 500) 8(—Х дА (0. | (13.66) 
Подставив в это выражение $ (2) = $, (0) -- іѕ, (0, а также импульсную 
характеристику по формуле (13.65), получим 


0 = { 9.0) ан (0—0) а { з, (9) д (0) йк 


_ | зы (0—0) ах з, (0) аве ( х) а) = 


—=$е вых (/) + 15: вых (0). (13.67) 

Первый интеграл определяет отклик физической цепи с импульсной ха- 
рактеристикой (действительной) &ве () на воздействие$, (2), второй интеграл 
| — отклик цепи с импульсной характе- 
ристикой аъ (К) (также действительной) 
на воздействие $, (1) и т. д. 

Алгоритм (13.67) реализуется схе- 
мой, показанной на рис. 13.25. 

Сопоставление выражений (13.64) 
и (13.67) показывает, что сигнал на 
выходе сумматора І соответствует функ- 
ции СВь. (1, а на выходе сумматора 
П — функции СВ! (0. 
Рис. 13.25. Согласованная фильтра- После дополнительной обработки 
ция комплексного сигнала (квадрирование и суммирование), по- 
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[20,6]? 
а@) 


Рис. 13.26. Структурная схема согласованного фильтра 


казанной в правой части полной структурной схемы (рис. 13.26), получаем 
окончательное выражение 


[вых (912 = С° 189, (0) - В%, (01 = С° [84 (ОР. (13.68) 


Возведение в квадрат является нелинейным преобразованием. Однако 
эта часть обработки производится после максимизации отношения сигнал- 
помеха в линейной части устройства, поэтому взаимодействие сигнала и но- 
мехи проявляется незначительно. 

Введем теперь в рассмотрение начальную фазу Ө, сохраняя прежние 
значения бре (#) и тъ (Ё). Тогда функция А (х) под интегралом в (13.62) долж- 
на быть умножена на постоянное число еѓ@•, из чего следует, что при 0, == 0 
сигнал на выходе сумматоров І и И будет 


СВА (0) е9» == соз 0, Ва, (7) —зіп Ө, Ва; (1) +1 [соѕ 0, Ва, (#) + 
+ ѕіп Ө, Вд, (А], 


а в результате последующей обработки на выходе всего устройства получится 
сигнал, совпадающий с выражением (13.68). 

Таким образом, применение квадратурной обработки устраняел влияние 
неизвестной начальной фазы 0, на эффект фильтрации. 

Итак, для осуществления согласованной фильтрации на видеочастоте в 
аналоговой форме требуется создание фильтров двух видов: с импульсными 
характеристиками ев, (0) = А (8 соѕ 0 (1) и в (Й = А (0) ѕіп Ө (2). 

При обработке сигналов сложной формы реализация указанных 
импульсных характеристик является трудной задачей. Например, при согла- 
сованной фильтрации ЛЧМ импульса эти характеристики должны быть 
следующими: 


Све (В = соѕ В22/2, ет (В = ѕіп В22/2, || < 7,/2. 


Очевидно, что аналоговую обработку ЛЧМ импульсов затруднительно 
осуществлять с помощью квадратурной схемы в тракте видеочастоты. 
При цифровой же обработке отмеченные трудности устраняются. 


13.10. ЦИФРОВОЙ СОГЛАСОВАННЫЙ ФИЛЬТР 


Рассмотренные выше принципы квадратурной обработки, а также соот- 
ношения между сигналами на входе и выходе аналогового фильтра полно- 
стью распространяются и на цифровую обработку. Однако собственно 
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А (#)5039 [4-ц] Ц Перемно- 
Св (К) 


Ни 
А- 
дозе 


Рис. 13.27. Согласованная фильтрация цифрового сигнала с использованием БПФ 


К устройств 
исключения &) 


фильтр обычно синтезируется на основе спектрального подхода, с использо- 
ванием БПФ. 


Поскольку согласованный фильтр должен выдавать на выходе сигнал, 
совпадающий по форме с корреляционной функцией входного сигнала, ал- 
горитм фильтра можно построить по структурной схеме, представленной 
на рис. 13.27. 


„На вход БПФ подается последовательность закодированных в цифру 
комплексных отсчетов {А (&)}, А = 0,1, ..., М — 1, а последовательность 
спектральных коэффициентов {24 (п)}, п = 0,1, ..., М — 1, с выхода БПФ 
поступает на набор перемножителей, осуществляющих умножение каждого 
из коэффициентов 24 (п) на комплексно-сопряженный коэффициент 24 (п). 
Полученная таким образом последовательность {|2 (п) |?, и = 0, 1, ..., 
М — 1, подвергается обратному быстрому преобразованию Фурье, и тем са- 
мым формируется последовательность отсчетов. выходного сигнала (с точно- 
стью до постоянного коэффициента). 


Последующая обработка по устранению влияния начальной фазы сигна- 
ла повторяет (в дискретной форме) обработку, показанную на рис. 13.26. 


Сопоставление описанного цифрового согласованного фильтра с рассмот- 
ренными в $ 13.5 аналоговыми фильтрами указывает на главное преимущест- 
во цифровой обработки — возможность реализации устройств с любыми им- 
пульсными и частотными характеристиками в пределах полосы частот, обеспе- 
чиваемой быстродействием преобразования А—Ц и арифметических уст- 
ройств. Все сводится к выбору весовых коэффициентов. Факторы, характер- 
ные для аналоговых цепей: инерционность энергоемких элементов, влияние 
паразитных связей между отдельными узлами и их несогласованности и др., 
при цифровой обработке полностью отсутствуют. Важным преимуществом 
цифровых устройств является возможность расширения динамического диа- 
пазона увеличением разрядности АЦП (-- 6 дБ на один разряд, см. $ 12.9). 


Наконец, следует указать на высокую точность и стабильность характе- 
ристик цифровых фильтров, что особенно важно при сжатии сигналов с очень 
большой базой. Все эти преимущества достигаются ценой усложнения струк- 
туры фильтра, но, как показывает практика, современная микроэлектро- 
ника успешно справляется с возникающими в этой области проблемами. 


Вместе с тем в ряде радиотехнических 'задач применение квадратурной 
обработки оказывается неприемлемым и более предпочтительно осуществлять 
согласованную фильтрацию в тракте высокой частоты. Широко распростра- 
нены аналоговые согласованные фильтры на линиях акустической поверх- 
ностной волны, на дисперсионных линиях задержки. Осваиваются новые 
способы, основанные на различных физических явлениях, таких, например, 
как спиновое эхо. 
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Глава 14. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ 
НЕКОТОРЫМИ СПЕЦИАЛЬНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ 


14.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


‚ В $ 2.2 отмечалось, что в зависимости от класса сигнала ортогональные 
системы специальных функций могут быть подобраны таким образом, что- 
бы требуемая точность представления обеспечивалась при минимуме членов 
ряда. 

Условия ортонормированности этих функций на заданном интервале 
(а, 5) записываются в форме 


О при пэ=Ет, 


(14.1) 
1 прил =”. 


(е, (х) Ф, (х) р (х) =) 
Ь 


От определения (2.4) это выражение отличается множителем р (х) под 
знаком интеграла, называемым весовой функцией илифункци- 
ей веса. Говорят, что функции Ф, (х) ифю (х) ортогональны с весом р (х). 


Это означает, что ортогональны не эти функции, а функции Ур (х) фл (х). 

При определении коэффициентов обобщенного ряда Фурье, аппрокси- 
мирующего функцию ў (х), следует исходить из формулы, аналогичной (2.9), 
но с учетом весовой функции р (х): 


п 


[2 
1 
==> \ Р) фа (0) р (а) 4, (14.2) 
СЯ Ур |? ) ио 
где 
ь 
|е. Ир |” =} «т (х) р (х) ах (14.3) 


а 


— квадрат нормы функции Фф, (х) Ур (0). 


Для представления сигналов наиболее употребительны ортогональные 
полиномы и функции Лежандра, Чебышева, Лагерра, Эрмита, а также ку- 
сочно-постоянные функции Хаара, Радемахера и Уолша. 

Для представления непрерывных сигналов необходимо использовать 
систему непрерывных ортогональных функций, для представления дис- 
кретных (цифровых) сигналов — систему дискретных ортогональных функ- 
ций, которые получаются из непрерывных функций путем дискретизации. 

Ортогональные полиномы и функции Лежандра, Чебышева, Лагерра и 
Эрмита (им посвящены $ 14.2 и 14.3) используются преимущественно для 
представления непрерывных сигналов, а функции Уолша чаще используют- 
ся для представления дискретных сигналов. Последние приобрели особо 
важное значение в связи с развитием вычислительной техники. Рассмотре- 
нию непрерывных функций Уолша посвящены $ 14.4, 14.5, а дискретных — 

14.6 


— 
. . 
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14.2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ И ФУНКЦИИ 
НЕПРЕРЫВНОГО ТИПА 


Перечислим некоторые из наиболее часто применяемых полиномов и 
кратко рассмотрим их свойства. 

1. Полиномы Лежандра (первого рода), определяемые фор- 
мулой 


Р, (х) = (х2 — 1)", (14.4) 


оп = ах" 


ортогональны с весом р (х) = 1 на интервале — 1< х <!. При целых 


п >> 0 полиномы Р, (х) содержат конечное число членов. 
Полиномы Лежандра низших степеней, графически представленные на 
рис. 14.1, определяются выражениями 


Р, (х) =1, Р, (х) =х, Р (х) = 1/5 (3 — 1), Рз (х) = 1/, (5х3 —Зх), Р, (х) = 
= 1/; (35х* —30х2 - 3). (14.5) 
Квадрат нормы функции Р, (х) в соответствии с формулой (14.4) [32,33] 


ИР, (012 = | Р? (х) їх = (14.6) 


т. 


Выражение (2.9) для коэффициентов с» принимает при этом форму 


1 
Сп = | Ё (х) Р, (х)ах, (14.7) 
—1 
аряд (2.8) 
ай = с, Ри (х) Ба Р; (х)... +6 Р, (х) +... (14.8) 


9. Полиномы Чебышева (первого рода) определяют- 
ся как 


Т, (х) = тутж (ига). (14.9) 
Полиномы Чебышева низших сте- 
пеней 
Т, (х) = 1, Т, (х) =, Т (х) = 
=9%2 — 1, Т (х) = 4х8 — 3х, Т, (х) = 
== 8х‘ — 82 -- 1, Т, (х) = 168 —208 -- 
5х. 


АХ 
И 
в. 


И 


Рис. 14.1. Графики полиномов Лежанд- 
ра 
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На рис. 14.2 представлены графи- 
ки полиномов Т, (х) на интервале 0< 
<х< |, ана рис. 14.3— одного из них, 
в частности четвертого порядка, при 
0< {| < °/,. При | > 1 Ть (х) стре- 
мится К бесконечности как 921-1 хп, 

Важной особенностью полиномов 
Чебышева является то, что из всех 
многочленов степени п со старшим ко- 
эффициентом, равным единице, они на- 


р 


М 224 


УРУ 
И 
ДК 


< 
<) 


сат 595%, 


‚5 0,5 07 « 7 
Рис. 14.2. Графики полиномов Чебышева 


именее уклоняются от нуля на отрезке — 1 < х< 1. Благодаря этому свой- 
ству полиномы Чебышева обеспечивают наименьшую максимальную ошиб- 
ку равномерной аппроксимации на интервале — | < х < 1. 

Полиномы Чебышева не ортогональны, но после умножения на 


4 итча 
1/ И 1 х? они образуют ортогональную в интервале — 1 < х < 1 систе- 
му функций (ИУ 1 — х) Т, (х). Иными словами, полиномы Т, (х) орто- 
гональны с весом р (х) = 11 — 2х2: 


О при п=>Е т, 


1 
| Т, ти 0 =) п (14.10) 
СА У! > при и = т. 


Кроме того, при т=п = 0 
1 1 
| Т, (х) Т, (х) —@ | ахд, (14.10) 
Мр И У, И 
Таким образом, норма |Т, = Ули ИТ Ив = Ул/2. 
При разложении функции # (х) по полиномам Чебышева (с учетом 
Т, (х) = 1) коэффициенты ряда 


Рх) =с,+ У с. Т, (х), —1< х < 1, 
п== і 


должны определяться в соответствии с (14.2) и (14.10), (14.10°) следующими 
выражениями: 


са = 2 | П Та 0) ду (14.11) | 
л М1 | 
21 
Поведение полиномов Чебышева в ин- 27% 7 7 7 
2 2 


тервале — | < х < 1 в сочетании с неогра- 
ниченным возрастанием |Т» (х)| при |х|2> 1 рие, 14.3. График полинома 
делает эти полиномы очень эффективными Чебышева четвертого порядка 


425 


для аппроксимации АЧХ различных фильтров. Этот вопрос рассматривает- 
ся в гл. 15. 


3. Полиномы Лагерра определяются формулой 


хп 
1 (х) = 22. (хте), х >> 0. (419) 


Первые четыре полинома: 
Г, (х) =1, 1, (к) = 1, 1, (0) 0000—01, 1, (А = 8164. 
+, х2-—3х 4 1. | 


Полиномы Лагерра ортогональны на полуоси 0 < х < оо с весом р(х) = 
= е-Х, 

Так как полиномы Лагерра образуют систему расходящихся при х оо 
функций, удобнее пользоваться функциями Лагерра 


„= Ур 1, (0) е2 1, (а). (14.13) 


При этом функции Лагерра /, (х) ортогональны с единичным весом. На 
рис. 14.4 приведены функции Лагерра при п = 1,2,..., 5. Норма функции 
[, (х) 


му | п (дах =1, 
0 


поэтому при разложении функции } (х) по функциям Лагерра коэффициенты 
ряда 


| (х) = У Сп 1 (х) (14.14) 
п== 0 
должны определяться по формуле 
сп = } бх) 1, (х) ах. (14.15) 
0] 


Рис. 14.4. Функции Лагерра 
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у 
ет) с) 
пт 


Рис. 14.5. Генератор функций Лагерра 


Функции Лагерра получили широкое распространение в измерительной 
технике и в многоканальных системах связи, что в значительной степени объ- 
ясняется простотой их генерирования. Дело в том, что функция [л (2) по 
форме совпадает с импульсной характеристикой физической цепи, составлен- 
ной из каскадного соединения простых звеньев (рис. 14.5). Для определе- 
ния передаточной функции требуемой цепи применим преобразование Лап- 
ласа к функции Лагерра (14.13), предварительно заменив в (14.12), (14.13) 
переменную х новой переменной х = аѓ: 


еб / 2 а" 


пі аі" 


Ь (&0 = (№е-—“\). 


Функции времени ем соответствует изображение л!/(о -- а)п+ 1, 
а п-кратному дифференцированию — умножение изображения на р". Учи- 
тывая также, что умножение на е/?2 дает сдвиг на р-плоскости на —0/9, 
приходим к следующему изображению для функции Лагерра: 


(а—9/2)" 1 | р— 12 } 
(р-+а/2)"+1 (19/2) \ р-- 9/2 
Передаточная функция первого звена 1/(р + 9/2) реализуется интегри- 
рующей ЮС-цепью, отвечающей условию АС = 2/а. Передаточная функция 
(р — а/2)/(р + 9/2) соответствует мостовой схеме при РС = 2/а, 


Действительно, непосредственно для мостовой схемы одного звена (см. 
рис. 14.5) 


052/011 = (Ок — Ос)И = (В — юС)АВ + 1796), 
откуда 
Оо. (р), (р) = (р МВС) Др + 1/КО). 


При возбуждении цепи (см. рис. 14.5) дельта-функцией колебание на вы- 
ходе первого звена будет е— 9/2 = /, (@1), а на выходах последующих звень- 
ев соответственно {[; (02), [, (0) ит. д. 

Взвешенное суммирование всех этих колебаний дает на выходе суммато- 
ра колебание 


М1 
(а) = У с. 1, (90), ё 2 0, 
па 0 


где коэффициенты с, определяются выражением (14.15). 
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4. Полиномы Эрмита определяются формулой 
Н, 9 =0—1)"е 2 (е). (14.16) 
ах" 


Первые пять полиномов Эрмита: 
Н, (х) = 1, Н, (х) =2х, Н, 4х) = 4х2 —2, Н, (х) = 8? —12х, Н, (х) = 
— 16х* —48х? -|- 12. 


Графики этих полиномов представлены на рис. 14.6. 
Полиномы Эрмита ортогональны с весом р (х) = е-х на всей оси—оо<$ 
< х < оо, так что 


ў Н „ (х) Н, 6 е“ 4х -| 


— оо 


0 при т = п, 
9" Ули! при т=п. 


Таким образом, норма функции Н, (х) Ур (х) =Н, (х) е **/? 


|А, ур |= Уут . 


Для перехода к ортонормированной системе полиномов Эрмита вводят 
функцию 


Нь (х) Ме(х) Нь (д е2 


в. У ТУ љут. 


При этом разложение функции / (х) по нормированным функциям Эрми- 
та записывается в форме 


ф» (х) = (14.17) 


Ё (х) = 5 Сп Фһ (х), 


где 
= (о) 9 ах (14.18) 


Графики нормированных функций Фһ (х) приведены на рис. 14.7. 

Из приведенного перечисления видно, что ортогональные системы функ- 
ций можно разбить на два класса: 1) системы, определенные на конечном ин- 
тервале (полиномы Лежандра и Чебышева); 2) системы, определенные на 
бесконечном интервале, представляющем собой 
полуось 0 < х < оо (полиномы Лагерра) или 
всю ось — © < х < оо (полиномы Эрмита). Для 
аппроксимации процессов и характеристик, оп- 
ределенных на конечном интервале, естественно 
применять ортогональные системы первого клас- 
са. Для функций ] (х), заданных в бесконечном 
интервале, целесообразно применять системы 
второго класса. 

При выборе полиномов важное значение 
имеет вид весовой функции р (х), соответствую- 
щей тому или иному виду полинома. Этот 
Рис. 14.6. Графики полино- выбор должен быть тесно увязан с харак- 
мов Эрмита тером аппроксимируемой функции } (х): ве- 
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ЭЯ 
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т 


1 Ч 


04 0,8 12 7,6 2,0 2 


Рис. 14.7. Графики нормированных функций Эрмита 


совая функция р (х) должна достигать максимума на участке, где требуется 
наилучшая аппроксимация. При этом появляется возможность уменьшения 
числа членов ряда при заданной допустимой ошибке аппроксимации. Выбо- 
ром весовой функции можно также осуществить аппроксимацию процессов 
конечной длительности полиномами второго класса (определенными на бес- 
конечном отрезке). Для этого необходимо, чтобы эффективная длительность 
весовой функции была близка к длительности :аппроксимируемого сигнала. 


14.3. ФУНКЦИИ УОЛША 


Функции Уолша и Радемахера, известные с 1922 г., были надолго 
преданы забвению. Интерес к этим функциям и широкое их распространение 
связаны с развитием вычислительной техники. 

Существуют различные способы определения функций Уолша. Рассмот- 
рим способ, основанный на взаимосвязи функций Уолша с функциями Ра- 
демахера. Последние, в свою очередь, получаются из синусоидальных функ- 
ций с помощью соотношения 


г, (0) = п [іп (2* л0)], 0<0 < 1, (14.19) 


где аргумент Ө == ЕТ. есть безразмерное время, т. е. время, нормирован- 
ное к произвольному интервалу То, а целое положительное число Ё — поря- 
док функции. Символом ѕієп (сигнум-функция) обозначается функция 


зипх=[ | ПРих>0, (14.20) 
—1 при х< 0. 
В соответствии с (14.19) и (14.20) +, 
функции Радемахера, принимающие 0 7, @) 
одно из двух значений + [, имеют вид ^" 
меандра (рис. 14.8). м, @) 
Функции Радемахера ортонормиро- 
ваны (см. $ 2.2) с единичной весовой з 0) 
функцией на интервале 0 < Ө < 1. Дей- | 
ствительно, для любых двух функций =, @) 
Г ©) г, (0) имеют место соотношения 0 05 Р 
А ————- 


1 при т=п, 
С г, (9) г, (6) 40 -| Рис. 14.8. Первы 
. .8. е четыре функции 

0 О при тул. Радемахера р 
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Все функции Радемахера являются нечетными относительно середины 
интервала определения и, следовательно, не могут быть использованы для ап- 
проксимации сигналов $5 (9), четных относительно момента Ө = 1/2. Иными 
словами, система функций Радемахера — неполная (см. $ 2.2). 

Функции Уолша, образующие полную ортонормированную систему, 
можно сформировать, образуя произведения степеней соответствующих функ- 
ций Радемахера. Первые восемь функций Уолша представлены на рис. 14.9. 
Сопоставление этих функций с функциями Радемахера (рис. 14.8) позволяет 
составить очевидные, по крайней мере для первых четырех функций Уолша, 
соотношения 


ма! (0, 0) = г? (0) е3 (0) = 1, ма! (1, Ө) =, (Ө) е3 (Ө) = 
=, (0), мма] (2, 0) = г, (6) га (9), ма! (3, 9) =? (9) л, (6) = (Ө). 


Нетрудно также проверить правильность соотношений 
уа! (4, 0) = (6) г» (0) гз (0) =. (Ө) гз (0), ха! (5, Ө) =, (9) е, (0) е, (0), 
ма! (6, 6) == г, (0) из (0) гз (0) =, (0) гз (0), а] (7, 0) =? (0) из (0) е. (0) =з (0). 


Итак, каждая функция Уолша. ма! (о, 6) за номером ш, входящая в си- 
стему из № =2" функций, является произведением степеней первых п функ- 
ций Радемахера. Принцип нахождения показателей этих степеней поясняет- 
ся табл. 14.1 на примере № == 23 == 8. 

В таблице использованы следующие обозначения: ш — номер функции 
в системе (в десятичном счислении); ии — т-й разряд представления числа 
ш в двоичной системе счисления, т. е. 


Ш) — (ил 5. Шт... Ш) = Шу 2" ш; 21-2 4... шю, 2" " 4 


= У) ш 0" = У шаі 2". (14.21) 


т= т === | 


са, (0,0) 


3а\ (4, 0) 


‚ с0\ (#0) 
ваї (2,0) 


0 49 10 9 


Рис. 14.9. Первые восемь функций Уолша и их нумерация при различиых ` способах 
упорядочения 
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Таблица М.1 


ғ, @) х => (8) 5 ша! (ш, @) 


—@) х 2 @) х 0 40% (0,8) 
у) х т) х к? шол (7,0) 
Н) х 00) х 0 ша! (2,8) 
РД) х = @) х м2 ма (5,8) 

МО) х Р) х =: шаї (4,0) 
ИА х0) х =: \ 01 (5,0) 
0) х 72 @) х =: ма! (6,9) 
н) х 2 @) х 50) а (7,8) 


Мм А ә ә м м о ә 
а Ф момо һо 


0 
0 
0 
0 
7 
7 
7 
7 


В выражении (14.21) п = 106, М — число разрядов, ш (т) может при- 
нимать одно из двух значений — нуль или единица, а 0, равно нулю по оп- 
ределению. 


‚ Символ Ф обозначает поразрядное суммирование по модулю 2 по пра- 
вилам 


1®1=090-=-0, 1Ф 0=0@ 1-1. (14.29) 


Показанный в табл. 14.1 способ построения функций Уолша можно вы- 
разить аналитически для любого № == 2" в виде следующего соотношения: 


ма! (ш, 6) = П и» (812+ Фив. (14.23) 
Ё-= 


Поясним применение (14.23) на примере шестой функции Уолша (о =6), 
входящей в систему размером № = 23 = 8. Произведение в (14.23) состоит 
из трех множителей вида 


при = 1 [и, (0)1%@%, при к= 2 [ғ (0)1% ©, при Ё = 3 [из (буре, 
Подстановкой в левую часть (14.21) и = бип = 8 получаем 
6 = ш} 22 4 0, 91 4- шз 29, 


откуда следуют равенства ш} = 1, ш, = 1, шз == 0. 
Таким образом, 


Шз Фи. = 0 Ф 1 ==1, и Фи = 1 Ф 10, ш, Ф ш,= 1 Ф 0-1 
и по формуле (14.23) | 
ма! (6, 0) = г, (0) г (0) г, (9) == г, (0) г. (6). 


Из рис. 14.9 видно, что четным относительно середины интервала опре- 
деления (9 = 0,5) функциям ма] (о, 6) соответствуют четные номера ша 
нечетным функциям — нечетные номера. Такое взаимно-однозначное соот- 
ветствие между четностью функций жа! (о, 0) и четностью их номеров ш 
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2л . 2д 
аналогично свойствам тригонометрических функций соѕ [х п ) И 5іП [ғ рч ) 


(рис. 14.10). | 

Поэтому иногда применяются обозначения са] (у, 0) для четных и 
за| (і, 90) для нечетных функций Уолша. Легко проверить, что функции 
са1(7, Ө) и за! (у, Ө) связаны с функциями уа! (о, 0} следующими соотноше- 
НИЯМИ: 


са] (у, 9) = \а1 (2/, Ө), за1 (у, Ө) = ма (27 — 1, Ө). 


Эти обозначения указаны в таблице на рис. 14.9. 
Функции Уолша ортонормированы на интервале 0 < 0 < 1: 


1 при =, 


| (14.24) 
О при #51. 


і 
[чај (2, 6) ма! (1, 6) 40 -| 
0 


Функции Уолша обладают свойством мультипликативности, т. е. пере- 
множение двух функций Уолша дает другую функцию Уолша, причем 


ма (А, 9) ма] (і, 0) == \ма| (2 Ф г, 6). (14.25) 


Функции Уолша жаі (1, 0) обладают свойством симметрии, проявляю- 
щимся в том, что все выводы относительно і справедливы также и относитель- 
но Ө. 

Например, свойство мультипликативности (14.25) с учетом свойства сим- 
метрии запишется в виде 


уа] (і, 9.) ма] (1, Ө, = ма! (і, 0,, Ф Ө,). (14.26) 


Умножение любой функции Уолша самой на себя дает функцию нулево- 
го порядка жа] (0, 6), так как в результате получаются только произведения 
вида (--1)(--1) и (—1) (—1). Таким образом, 

ма] (і, 9) ма] (Е, 9) = ҹа! (0, Ө). 

Очевидно также, что умножение ҹа! (1, 9) на ма! (0, 0) не изменяет функ- 
цию маЇ (і, 6). 

Функции Уолша иногда определяют на интервале — 1/2 < Ө < 1/2. 
Первые восемь функций на указанном интервале представлены на рис. 14.11. 


Функции Уолша могут служить базисом спектрального (негармоничес- 
кого) представления сигналов. 


605 рии пни, 
Ѕіп оки 
03 (29) к=2 
Ѕіп (2221) 


| 

кед 

05 = 
| | 
| | 


О ООО ООО 
0 0,5 10 1/7 


Рис. 14.10. Четность номеров косинусои- 
дальных и нечетность номеров синусоидаль- 
ных функций 


Рис. 14.11. Первые восемь функций Уолша 
на интервале -—0,5<%0<0,5 
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Рис. 14.12. Генератор первых восьми функций Уолша 


Любую интегрируемую на интервале 0 < Ө < 1 функцию } (0) можно 
представить рядом Фурье по системе функций Уолша 


| (0) = А (0) + А (1) ча! (1, 0) + А (2) ма! (0, 0) +... 
+... ФА (0) ма (і, 0) (14.27) 


с коэффициентами 


1 
А00 = (10) га] (і, 0) 40, 01/7. (14.28) 
0 


Вне полуоткрытого интервала [0,1) ряд (14.27) описывает периодичес- 
кую функцию (0 -! А), где ё — любое целое число. 

Некоторые особенности разложения непрерывных функций по системе 
Уолша иллюстрируются в $ 14.5 на примерах. 

Как уже ранее отмечалось, функции Уолша, широко используемые в за- 
дачах вычислительной техники, могут быть легко реализованы с помощью 
ключевых схем. Один из возможных вариантов схемы генератора первых во- 
сьми функций представлен на рис. 14.12. 

Алгоритм формирования функций Уолша в этом генераторе основан на 
выражении (14.22), т. е. на перемножении степеней трех функций Радемахе- 
ра: и, (0), г», (0) и г. (0). Функция г. (0) получается непосредственно от гене- 
ратора меандрового колебания. Вторая функция г, (9) получается из г, (0) 
удлинением периода этого колебания в 2 раза. Это достигается с помощью 
триггера со счетным входом (на рис. 14.12 изображен Р-триггер Т, в счет- 
ном режиме '), запускаемого фронтом каждого периода меандра. Аналогич- 
ным способом из г» (0) получается функция г, (0). Таким образом, на выхо- 
дах триггеров 7; и Т, получаются функции Радемахера, смещенные по уров- 
ню на положительную величину 1/2, т. е. 


п (0) ш, г» (0) + ш и г, (0) + и. 
1 См. Алексенкс А. Г. Основы микросхемотехники. — М.: Сов. радио, 1977. 
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Указанные смещенные функции соответствуют, функциям Уолша 
мај (1, 0), ма!1 (3, 9) и маї (7, 0) (также смещенным). Для получения осталь- 
ных функций Уолша используются сумматоры по модулю 2 (на рис. 14.12 
обозначены М2) с инверсными выходами. Подобные сумматоры представ- 
ляют собой устройство совпадения, которому соответствует следующая таб- 
лица истинности: 


Вход х Вход у лей Вход х | Вход и ея 
0 | 0 1 1 0 0 
0 1 0 1 1 1 


Легко убедиться, что при подаче на сумматор функций л; (0) + и/2 и 
г, (0) + и/2 на выходе получается функция Уолша ма! (2, 0)-|-и/2, т. е. эф- 
фект, эквивалентный перемножению соответствующих функций г, (0) и 
г, (9) (см. табл. 14.1). 

Аналогично при объединении в сумматоре функций г, (0) + и/2 и 
гз (0) + и/2 имеем \уа! (4, 0) + 2/2 ит. д. 

Для получения несмещенных функций Уолша, которые могут прини- 
мать значения +- 1, —1, используются коммутаторы на операционных уси- 
лителях ОУ, — ОУ, (с большим коэффициентом усиления для сокращения. 
длительности фронтов). На инвертирующие входы усилителей задается сме- 
щающее напряжение -|- Ё „м, выбираемое из интервала 0 < Е см < и. Если 
поступающее с сумматора напряжение и >> Есм, то на выходе коммутатора 
возникает напряжение -- Е, при и < Ем — напряжение — Е, что соответ- 
ствует + 1 и—1. 

Функции маі (1, 6), ма1 (3, 9) и ма! (7, 0) получаются без обращения к 
сумматорам. 


14.4. РАЗЛИЧНЫЕ СПОСОБЫ НУМЕРАЦИИ 
ФУНКЦИЙ УОЛША 


Способ нумерации функций в системе называется упор ядочени- 
е м. Функции Уолша, сформированные в соответствии с выражением (14.22), 
упорядочены по Уолшу. 

В ряде практических задач целесообразно пользоваться иными способа- 
ми упорядочения. Часто применяются функции Уолша, упорядоченные по 
Адамару [Ва4 (№, 6)] и по Пэли [раї (р, 9). 

Независимо от упорядочения функции Уолша, составляющие систему 
из М = 2" функций, всегда можно представить в виде произведения степеней 
первых п функций Радемахера. Принцип же нахождения показателей этих 
степеней индивидуален для каждого упорядочения. . 

Остановимся более подробно на упорядочении по Адамару, получив- 
шем широкое распространение. 

Функции һай (й, 0) можно сформировать с помощью матриц Адамара. 
Матрицей Адамара Нм порядка № == 2" называется квадратная матрица раз- 
мера М х М с элементами + 1, такая, что 


Нух Нк = №, 


где / — единичная матрица; т — знак транспонирования. 


1 Обозначения һай (й, 0) и ра! (р, 0) образованы от начальных букв фамилий 
Надатага и Рееу соответственно. 
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Пормированную матрицу Ада- 
мара порядка № можно построить 
рекурсивно, т. е. 


Нм/2 —Н м2 
при Н, =1. (14.29) 
Например, 
н [№ њр | 
Н, —Н, 1 —] 
| № 
н, —Н, 
| 111 | 
1-11 1-1 
} 


Функция Уолша, упорядочен- 
ная но Адамару, т. е. һай (А, Ө) с 
номером А, является последова- 
тельностью прямоугольных им- 
пульсов с единичными амплиту- 
дами и полярностями, соответ- 
ствующими знакам элементов Й-Й 
строки матрицы Адамара. Под 
длительностью импульсов подра- 
зумевается (1/№)-я доля интервала 


Для иллюстрации связи между - 


функцией Һай (№, 0) и матрицей 
Адамара, а также для определения 


маі (10,6) 
ро1(0,0) 


ц ћаа( 


~ є 


7) 


Со Ф 


№ 


74 


10 


77 


15 


Рис. 14.13. Нумерация функций Уолша при 
различных способах упорядочения. Размер 


соответственно плюс и минус: 


места этих функций в системе при- базиса №16 
ведем матрицу Адамара для М = 

=8 == 23, заменяя | и —1 знаками 

+++ 

РЕ ЫЕ — + 

+ + -— —| ++-— 

РЧ Б наа ии 

НИ | 

+ + 1 + — 

+ | — + 

в Ф Ф + 


Нумерация первых восьми функций Уолша при различных способах 
упорядочения дана в таблице на рис. 14.9, а для 16 функций —в таблице на 
рис. 14.13. В этих таблицах указана также нумерация функций Уолша при 


упорядочении по Пэли. 
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Следует указать, что введенные выше упорядочения вытекают из свой- 
ства симметричности матрицы Адамара, заключающегося в том, что транс- 
понированная матрица совпадает с исходной: Нм = Нм. Как видно из 
предыдущего, введенные упорядочения отвечают симметричности соответст- 
вующих им матриц. 

Не следует полагать, что упорядочениями Уолша, Пли в Адамара ис- 
черпываются все возможные упорядочения. Отмеченная в предыдущем па- 
раграфе ортонормированность функций Уолша сохраняется при любом спо- 
собе их упорядочения. 


14.5. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ФУНКЦИЙ УОЛША 


1. Спектр синусоиды $ =: 21 4 (рис. 14.14, а) в базисе функций Уолша. 


Интервал разложения Ту в данном случае целесообразно приравнять вели- 
чине Т. 

Переходя к безразмерному времени Ө = ИТ, записываем колебание 
$ (#) в форме $, (0)=зт 270. Ограничимся 16-ю функциями, причем сначала 
выберем упорядочение по Уолшу. Поскольку заданная функция $; (0) не- 
четна относительно точки Ө = !/,, все коэффициенты А (1) при четных 
функциях Уолша в ряде (14.27), т. е. при са! (7, 0), равны нулю. 

Те из оставшихся восьми функций ма! (і, 0), которые совпадают с функ- 
циями Радемахера и имеют периодичность внутри интервала [0,1), кратную 
периоду функции $, (0), также приводят к нулевым коэффициентам А (1. 
К таким функциям относятся \а[(3, 9), жа! (7, 0) и ма! (15, Ө). Наконец, 
функция \а] (11, 6), нечетная не только относительно точки 0 == М», но так- 
же относительно точек Ө = М, и Ө = 3/, [внутри интервалов [0,:/,) и (М, 1), 
приводит к нулевому коэффициенту А (11) из-за четности $, (0) в указанных 
интервалах. 

Итак, лишь четыре коэффициента из 16 не равны нулю: А (1), А (5), 
А (9) и А (13). Определим эти коэффициенты по формуле (14.28). 
Подынтегральные функции, являющиеся произведениями сигнала $; (0) 
(см. рис. 14.14, а) и соответствующей функции ма! (1, Ө), представлены на 
рис. 14.14, 6 — д. Кусочное интегрирование этих произведений дает 


. 1/2 . 
А (1) =2 | ѕіп 27040 = 2/л = 0,636, 


0 


2/16 6/16 
14 зіп 21040 —2 віп 2104 = = (1—2 сова) = —0,265, 
2/16 " 
і/16 3/16 5/16 
40) = =4 | ѕіп 21040 —4 | ѕіп 21040 +2 | сіп 27040 = —0,052, 
1716 3716 
1/16 2/16 3/16 
А (13) =4 | зіп 21049 —4 | ѕіп 27040 ++ 4 { ѕіп 2л040 — 
0 ЕИЕб 2/16 
5/16 
—2 | ѕіп 27040 = —0,128. 
3/16 


Спектр рассматриваемого сигнала $; (0) в базисе функций Уолша (упо- 
рядоченных по Уолшу) представлен на рис. 14.15, а. При упорядочении 
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Рис. 14.14. Стробирование отрезка сину- Рис. 14.15. Спектры синусоиды в базисе 
соиды функциями Уолша функций Уолша, упорядоченных по 


Уолшу (а), Пэли (6) и Адамару (в). 
Размер базиса №=16 


по Пэли и Адамару спектр того же сигнала принимает вид, показанный на 
рис. 14.15, би в. Эти спектры получены из спектра на рис. 14.15, а перестанов- 
кой коэффициентов в соответствии с таблицей (см. рис. 14.13), показывающей 
взаимосвязь между способами упорядочения функций Уолша (для М = 16). 

Для уменьшения искажений при восстановлении колебания ограничен- 
ным числом функций Уолша предпочтение следует отдавать упорядочению, 
которое обеспечивает монотонное убывание спектра. Иными словами, наилуч- 
шим является упорядочение, при котором каждый следующий спектральный 
компонент не больше (по модулю) предыдущего, т. е. | А (1 1)| < |А (0). 
В этом смысле наилучшим упорядочением при представлении отрезка сину- 
соиды, как это следует из рис. 14.15, является упорядочение Пэли, а наихуд- 
шим — Адамара. 

Восстановление исходного сигнала (см. рис. 14.14, а) шестнадцатью 
функциями Уолша представлено на рис. 14.16 (двенадцать спектральных 
коэффициентов обращаются в нуль), От способа упорядочения функций это 
построение, разумеется, не зависит. Очевидно, что для более удовлетвори- 
тельной аппроксимации синусоидального колебания в базисе Уолша требу- 
ется существенное увеличение числа спектральных компонентов. 

‚ Вне интервала [0,1) ряд (14.27), как отмечалось в $ 14. 4, описывает 
периодическое продолжение $, (0), в данном примере гармоническую функ- 
ЦИЮ. 
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2. Спектр гармонического колебания $ (В = соѕ (оѓ + 0.) (рис. 14.17) 
в базисе функций Уолша. Как и в предыдущем примере, рассматривается 
один цикл гармонического колебания с периодом Т = 2л/о. Переходя к 
безразмерному времени 9 = #/Т. записываем колебание $ (1) в форме 


$1 (0) = соѕ (270 -- 0.) = соѕ0 ,соѕ 270 — ѕіп Ө, ѕіп 2л0 = 
= А соѕ 2л0 — В— т 2л6. 


Спектр Уолша функции ѕіп 2л0 определен в примере 1. Совершенно ана- 
логично определение спектра функции соѕ 2л на интервале [0,1). Необходи- 
мо лишь функции $а1 (7, 9) заменить функциями са! (7, Ө). Легко проверить, 
что при упорядочении по Уолшу новые коэффициенты А; в ряде (14.27) будут 
А(2), А (6), А (10) иА (14) вместо А (1), А (5), А (9) иА (13). При этом зна- 
чения коэффициентов остаются прежними. 

Таким образом, ряд (14.27) для рассматриваемого колебания можно за- 
писать в форме 


$1 (0) = со 0, соѕ 2109 — зіп Ө, ѕіп 2л0 = соѕ 0, [А (2) ма! (2, Ө) + 

--А (6)\а1 (6, 0)--А(10) жа] (10, 0) А(14) ма] (14, 0)1— ѕіп Ө, [А (1) х 

х маі (1,0) | А (5) ма! (5, 0) А (9) ма1 (9, 0) + А (13) ма! (13, 0). 

Итак, при сдвиге гармонического колебания по фазе спектр Уолша 
содержит четные и нечетные функции са! (ј, 9) и за] (/, 0). 

З. Спектр периодической последовательности прямоугольных импульсов 


(рис. 14.18) в базисе функций Уолша. Определим колебание $ (# на интерва- 
ле [0, Го) выражением $ (1) = 1, 0 << т,, и соответственно 


1 при 0<0<т,/Т,, 
51 (0) = 

О при Өр>т,/Т,. 
Структура спектра Уолша заданного колебания сильно зависит от со- 


отношения между ти и Т,. Временная база Т, является дополнительным и 
произвольно выбираемым параметром функций Уолша. Действительно, при 


(14.30) 


Рис. 14.17. Один период гармонического 
колебания на интервале 0<0<1 


«20 ти/70 10 


Рис. 14.16. Аппроксимация синусоиды функ- Рис. 14.18. Один цикл периодической им- 
циями Уолша пульсной последовательности при 
Ти/То=1/2 
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Рис. 14.19. Спектры последовательности прямоугольных импульсов в базисе функций 


Уолша: , 
а) при ти/То=1; б) при ти/То= 1/2; в) при ти/То= 1/4; М=16 


т, То = 1 спектр содержит лишь одну функцию маї (0, 6) с коэффициентом 
А (0) = 1. При т„/То = М, колебание (14.30) полностью определяется дву- 
мя функциями ма] (0, Ө) и \а! (1, 0) с коэффициентами А (0) =А (1) =14.. 


Далее, при т„/Т. = 1/4 использование формулы (14.28) 


А (и) -| $ (0) жа (о, Ө) 40 = | ҳа! (и, Ө) 40 


0 0 


дает следующие коэффициенты: А (0) = А (1) = А (2) = А (3) = 144. 

Найденные спектры представлены на рис. 14.19. Этот результат легко 
обобщается для последовательности прямоугольных импульсов с отноше- 
нием т,/ 7, = 1/98, где Ё — целое положительное число. Очевидно, что 
спектр Уолша такого колебания состоит из 2 компонентов с одинаковыми 
амплитудами, равными 1/2*. Очень важно, что этот спектр содержит конеч- 
ное число составляющих; разложение того же колебания (14.30) по гармони- 
ческим функциям является бесконечным. 

Рассмотрим теперь случай, когда т,/Т, = !/,, например, т„/То = !/ 3з. 
Ограничиваясь первыми 16-ю функциями Уолша (в упорядочении Уол- 
ша) и опуская промежуточные выкладки, получаем А (0) = А (1) = 
=1/3,— А (4) =—А (5) =А (6) =А (7) = Ц», А (8) =А (9) = — А (10) = 
= —А (11) = —А (13) = А (14) = А (15) = 1/24. 

Найденный спектр представлен нарис. 14.20. При переходе к упорядо- 
чению по Пэли структура спектра сохраняется (по модулям). 

Итак, при ти/Го 5= 1/2* спектр Уолша периодической последовательно- 
сти прямоугольных импульсов содержит бесконечно большое число состав- 
ляющих. Суммирование первых 16 функций дает импульс, показанный на 
рис. 14.21. 

4. Влияние сдвига импульсной периодической последовательности 
на спектр Уолша. Рассмотрим этот вопрос на примере импульсной последо- 


д 05 7 
ГА э 


Рис. 14.20. Спектр последовательности 
прямоугольных импульсов в базисе 
функций Уолша при т,/То= 1/3; М=16 


Рис, 14.21. Аппроксимация прямоуголь- 
ного импульса 16 функциями Уолша 
при т„/То= 1/3, М=16 
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Рис. 14.22. Один цикл периодической последо- , 

вательности импульсов на интервале 0,5<0<1 
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Рис. 14.23. Влияние сдвига импульсной харак Рис. 14.24. Пример дискретных функ- 
теристики на спектр Уолша (ср. с рис. 14.19, в) ций Уолша при М=8 


вательности при ти/То = М, (рис 14.22), смещенной на т„/2 относительно 
аналогичной последовательности (см. пример 3). 

Используя функции Уолша (в упорядочении Уолша), определенные на 
интервале — !/, < Ө < 1, (см. рис. 14.11), запишем выражение для коэф- 
фициентов Уолша 

1/8 
А (—) = | ма! (о, Ө) 40, 
—1/8 
откуда получаются следующие ненулевые коэффициенты: 
А (0) = А (2) = А (4) = А (6) =Ч.. 


Полученный спектр (рис. 14.23) вдвое шире спектра, представленного на 
рис. 14.19, в. Таким образом, сдвиг импульсной последовательности на вре- 
мя ти/2 привел к изменению спектра. Зависимость структуры спектра от сдви- 
га колебания $ (№) на оси времени являелся особенностью анализа в базисе 
функций Уолша. Эта особенность связана с непериодичностью функций 
Уолша на единичном интервале их определения. Напомним, что при разло- 
жении по гармоническим функциям сдвиг сигнала во времени влияет лишь на 
ФЧХ спектра (см. $ 2.7, п.1). 


14.6. ДИСКРЕТНЫЕ ФУНКЦИИ УОЛША 


Для цифровых методов спектрального анализа и обработки сигналов на- 
ибольший интерес представляют дискретные функции Уолша. Эти функции 
являются отсчетами непрерывных функций Уолша. Каждый отсчет располо- 
жен в середине связанного с ним элемента непрерывной функции. Длитель- 
ность элемента равна 1/№ от интервала [0,1). 

В качестве примера на рис. 14.24 показаны первые две и последняя 
(№ — 1)-я дискретные функции Уолша при М = 8. В качестве аргумента 
дискретной функции Уолша принят номер отсчета х = 0,1..., № — 1 (см. 
ось абсцисс на верхней части рис. 14.24). Основываясь на (14.21) и (14.22), 
можно получить общее выражение для дискретной функции Уолша 


„23 (п +1 9 Ь-в)хь 
жа! (ш, х) =(—1)"=' (14.31) 
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где хһ=0 или | есть А-й разряд в представлении номера отсчета х в двоичной 
системе счисления: 


х= Уж 2" * = (к х... Жид (14.32) 


= 1 


- Пусть, например, рассматривается система функций Уолша размером 
№ = 16, п = 105, М = 4. Тогда 


4 
Хх = У, х. 24-Е =. 23 -- ха. 22-х. 21 4х: 20. (14.33) 
в=\ 


Определим одну из функций системы, например шестую (о = 6). По мо- 
дулю все отсчеты функции Уолша равны единице и требуется определить 
лишь знак. Обратимся для этого к формуле (14.31), в которую подставим 
ш= бип = 4: 

4 
> (в.в )ь 
уа! (6, х) = (—1)*=! 


Напомним, что в соответствии с (14.21) при п = 4 
ш = 6 = м, .2° 4 ш,: 22 шз: 2 4-ю: 29, 


откуда следуют равенства и; = 0, ш, = 1, шз = 1 им, = 0). 
Далее находим значения ии +1, @,-һ и сумму 


04-р. Шаһ при Е == 1... 4: 


= 1: шаръ = Ша = 0, 0а = Шз = 1, Ша... = 0Ф1 = 
Е=2: шаръу Шз = 1, Шар = Шз =1, Шар. Ша-һ = ІФ 1 = 0 
Е = 3: Шар == Шз == 1, Шаһ = Шу =0, 1Ф0 = 1; 

Е =4: Шара = = 0, ш-р == Шу == 0, 000 = 0. 


Значения х» (нуль или единица) находим из выражения (14.32), прирав- 
нивая номер отсчета х последовательно значениям 0, 1, 2,. 

При х = 0 все разряды х ха Хз, Х, равны нулю и, следовательно, по 
формуле (14.31) ма! (6, 0) = 

При х = 1 военно. Ч == 0, х, = 0, ха = 0 и х = 1; при этом 
показатель степени в (14.31) при 2 == 4 равен 0:х, = 0 и маі (6, 1) == + 1. 

При х= 2 х = 0, х = 0, хз = 1, х, = 0 показатель степени в 
(14.31) при ё = З равен 1-х. = 1, откуда получаем ма! (6,2) = — 1. 

Вычисленные три отсчета в точках х = 0,1 и 2 согласуются с ходом не- 
прерывной функции жа] (6,6) на рис. 14.13. Продолжая расчет для х = 3,4, 

‚ 15, находим все отсчеты функции ма! (6, х). 

Другой формой представления дискретных функций Уолша являются 
матрицы Адамара, приведенные в $ 14.4. Номера столбцов матрицы Адамара 
соответствуют номерам дискретных значений функций Уолша, а номера 
строк — номерам функций Уолша. Строки матрицы Адамара могут быгь упо- 
рядочены по Пэли, по Уолшу и собственно по Адамару. 

Перечисленные в $ 14.3 свойства непрерывных функций Уолша записы- 
ваются для дискретных функций следующим образом. 


Ортогональность 

М1 . 

У жа! (і, х) жа! (1, х) = М при і=/, (14.34) 
= О при і=/. 
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Дискретные функции Уолша не нормиров аны; норма равна № независи- 
мо от номера функции. 
Мультипликативность 


маі (і, х) ма! (р, х) = маї (ё Ф 1, х). (14.35) 
Пусть сигнал $ (#) (вещественная функция) представлен совокупностью 
своих эквидистантных отсчетов $ (д), Е = 0,1, 2, ..., М— 1. 
Тогда преобразования 
М1 
$ (п) = У $ (А) ма (п, А), (14.36) 
= 0 
р М1 
$ (А) = > У 5 (п) ма! (п, А) (14.37) 
п == 0 


образуют пару дискретных преобразований Уолша (ДПУ). Выражения 
(14.36), (14.37) аналогичны паре ДПФ в базисе гармонических функций (см. 
(12.14), (12.15)]. 


Как и ДПФ (см. $ 2.17), ДПУ обладают свойством периодичности 
$ (п) = 5 (п мм), $ (А) = 5 (Е + тм), (14.38) 


где т — целое число. 

Имеются, однако, и существенные особенности ДПУ. Это относится к 
теореме запаздывания. Напомним, что в случае спектрального анализа в ба- 
зисе гармонических функций умножение ДПФ $ (п) на базисную функцию 

129 ат 
е № эквивалентно сдвигу во времени последовательности $ (й), Е == 0,1, 2, 
... М — 1, на т интервалов. 


Действительно, вводя под знак суммы в правой части (2.127) множитель 
2л 


м пт 
е ‚ получаем 


— А 2л пт ти М1 121 (ет) 
ту: (п)е е = = У 50) е =5(6 + т), 


что эквивалентно сдвигу каждого из отсчетов $ (®) на (№ -|- т) — Ё = т ин- 
тервалов. 
Проведем аналогичное рассуждение для ДПУ. Обращаясь к выражению 
(14.37) для $ (Е), вводим под знак суммы множитель ҳа! (п, т), т. е. базисную 
; 27 


— ПТ 
функцию, имеющую тот же смысл, что и е № "" для анализа в базисе гар- 
монических функций; тогда получим 


М1 
—- 2 5 (п) ма! (п, Е). ма] (п, т) = 


М—1 


= 5 2, $ (п) ма1 (п, ЕФт) = 5 (КФ). (14.39) 


Здесь использовано свойство мультипликативности функций Уолша. 

Как видим, при заданном значении т сдвиг А-го отсчета $ (К) будет ра- 
вен (6 Ф т) — Е интервалов (а не просто т интервалов). 

Переход от $ (А) и $ (Ё Ф т) означает диадный сдвиг на т интервалов 
последовательности отсчетов $ (А), & = 0, 1, 2, ..., № — 1. 
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Поясним смысл термина «диадный сдвиг». С понятием «сдвиг функции» 
приходится иметь дело, например, при определении корреляционной функ- 
ции, при рассмотрении теоремы запаздывания, при определении свертки 
двух функций. В обычном смысле сдвиг рассматривается как параллельный 
перенос сдвигаемых значений колебания вдоль оси времени. Такой сдвиг 
можно назвать арифметическим, так как он выражается обычным арифмети- 
ческим сложением или вычитанием. При арифметическом сдвиге, например, 
на т = З интервала #-й отсчет х (5) переместится и станет х (54-3) = 
= х (8). При достаточно большом т отсчет х (Е) выйдет за пределы исходной 
совокупности отсчетов. При диадном сдвиге тот же отсчет х (5), сдвинутый 
на т == 3, займет положение х (5Ф3) == х (6), так как 


5= (101), 
023 (011), 
(110), 6, 


Диадный сдвиг обладает так называемым групповым свойст- 
вом: сдвиг отсчетов х (ё) (где А == 0,1,2, ..., М — 1) нат < № — 1 соот- 
ветствует лишь перестановке этих отсчетов внутри их исходной совокупно- 
сти. Эта перестановка определяется операцией сложения по модулю 2, т. е. 
Е Ф т, для которой результат сложения всегда не превышает число 
№— 1 при любом т = 0,1, 2, ..., М —1. При этом имеется в виду, что М == 21, 
где п — целое положительное число. 

Сделанное утверждение легко проверить перебором всевозможных диад- 
ных сдвигов всех отсчетов х (ё) при заданном №. Например, при № = 8 по- 
лучается следующая квадратная матрица значений д == АФ т 


01234567 А 


КУ 

| 
Э о сл њ со м ~ о 
УЧ о сл р о м о 
Ф м ь слм о о 
ль У о ~ о с м 
> сло У о ~ м о 
Ф м о У о с 
№ со Ф О м р сл 
+ Ф о м сл ч о 
Ф ~ м со р сло У 


З 


Из этой матрицы видно, что диадный сдвиг не выводит сдвинутые отсче- 
ты за пределы исходной совокупности № отсчетов, а лишь производит их пе- 
рестановку внутри этой совокупности. 

Например, при исходной последовательности $ (0) $ (1)... $ (7) получим 
следующие последовательности: 


при т == 1 

$ (1) $ (0) $ (3) $ (2) $ (5) $ (4) $ (7) $ (6); 

при т = 2 

$ (2) $ (3) $ (0) $ (1) (6) $ (7) $ (4) $ (5); 

при т = З 

$ (3) $ (2) $ (1) $ (0) $ (7) $ (6) (5) $ (4) ит. д. 


Диадный сдвиг придает существенное своеобразие как спектральному 
анализу в базе функций Уолша, так и представлению сигналов во временной 
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области. В частности, диадная свертка двух временных последовательностей 
х (к) и у (№) записывается в форме 


№М== 1 
п = У хп) ут) =х(0Ә0 (0. 
т== 0 


Основное преимущество ДПУ перед ДПФ заключается в том, что отсче- 
ты сигнала умножаются на функции Уолша, которые принимают значения 
+1 1см. (14.36), (14.37)]. По существу, операция умножения исключается и 
выражения (14.36), (14.37) сводятся к суммированию отсчетов с соответствую- 


щими знаками. В случае же ДПФ требуется умножение на комплексные чис- 
2л 


ла вида ем ‚ причем действительная и мнимая части этих чисел требуют 
представления достаточно большим числом разрядов (для снижения уровня 
шума округления). | 

По аналогии с БПФ и ОБПФ можно построить алгоритмы быстрых пре- 
образований — прямого и обратного — по Уолшу. 

Для вычисления № = 27 спектральных коэффициентов при использова- 
нии БПУ требуется всего № г операций сложения и вычитания. 

Возведение спектральных коэффициентов Уолша $ (п) в квадрат и об- 
ратное преобразование Уолша дает диадную корреляционную функцию ис- 
ходного сигнала. По своей форме эта функция сильно отличается от арифме- 
тической корреляционной функции. Кроме того, диадная корреляционная 
функция не инвариантна относительно положения обрабатываемого сигнала 
во времени. Эти обстоятельства препятствуют применению функций Уолша 
к такой, например, обработке сигналов, как согласованная фильтрация. 

Тем не менее большое преимущество функций Уолша, не требующих ис- 
пользования операций ‘умножения при обработке сигналов, способствует все 
большему их распространению в различных областях (передача изображений, 
распознавание образов, сжатие данных и др.) 


Глава 15. ЭЛЕМЕНТЫ СИНТЕЗА ЛИНЕЙНЫХ 
 РАДИОЦЕПЕЙ 


15.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


Общая теория синтеза линейных электрических цепей не входит в задачу 
курса «Радиотехнические цепи и сигналы». 

В данной главе рассматриваются лишь некоторые частные, специфичес- 
кие для синтеза радиоцепей вопросы: 

синтез активных четырехполюсников в виде каскадного соединения 
элементарных невзаимодействующих (развязанных) звеньев первого или вто- 
рого порядка; 

построение избирательных цепей, не содержащих катушек индуктив- 
ности (интегральные микросхемы); 

элементы синтеза дискретных (цифровых) цепей и соотношение между 
АЧХ и ФЧХ цифровых фильтров. 

Синтез аналоговых цепей в данной главе проводится лишь в частотной 
области, т. е. по заданной передаточной функции; для цифровых цепей рас- 
смотрен синтез и по заданной импульсной характеристике (кратко). 
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Известно, что передаточная функция линейного четырехполюсника од- 
нозначно определяется своими нулями и полюсами на р-плоскости (аналого- 
вые цепи) или на 2 -плоскости (цифровые цепи). Поэтому выражение «синтез 
по заданной передаточной функции» эквивалентно выражению «синтез по за- 
данным нулям и полюсам передаточной функции». Существующая теория син- 
теза четырехполюсников рассматривает цепи, передаточная функция кото- 
рых имеет конечное число нулей и полюсов, иными словами, цепи, состоящие 
из конечного числа звеньев с сосредоточенными параметрами. Излагаемый 
ниже материал ориентирован на четырехполюсники с небольшим числом 
звеньев, которые характерны для фильтров нижних частот, верхних частот, 
заградительных фильтров и т. д., широко применяемых в радиоэлектронных 
устройствах. 


15.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛОГОВОГО 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА КАСКАДНЫМ 
СОЕДИНЕНИЕМ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 


При заданных нулях и полюсах передаточную функцию К (р) целесо- 
образно представлять в виде произведения множителей, каждый из которых 
может являться передаточной функцией простейшего, элементарного че- 
тырехполюсника. Пусть, например, передаточная функция синтезируемого 
четырехполюсника 


К (р) = -29_ р (15.1 
(р) % (р— рпі) (р — Риз) (р — Риз) 


обладает нулем в точке р == 0 и тремя полюсами, из которых один вещест- 
венный в точке ри: < 0 и два комплексных: рца И риз == рах. 
Учитывая равенство 


(р — Риз) (р — Ри?) = р? —2 Ке (Риз) р +\ Ри \?, (15.2) 


записываем (15.1) в форме 
ен К, (2) (0). (15.3) 


Бо (р-р) р? —2 Ве (рпа) р-| рпз {? во 


Передаточная функция К, (р) реализуется звеном первого порядка (ЮС- 
или ЮГ-цепь). Действительно, для ЮС-цепи (рис. 15.1, а) при съеме напря- 
жения с резистора передаточная функция 


Кой 15.4 
откуда следует р: = —1/ВС, ВС = 1/рил. 
При использовании ЮГ-цепи (рис. 15,1, 6) 
Гр р 
К, (==, (15.5 
1(0) р РЕВИ, ) 
откуда ри: = —А/.. 


Функция К, (р) реализуется звеном второго порядка. 

Трактовка выражения (15.3) как передаточной функции каскадного сое- 
динения взаимно независимых четырехполюсников К; (р) и К, (р) позволяет 
задачу синтеза сложного четырехполюсника свести к синтезу простых звень- 
ев. Увеличение числа нулей и полюсов в передаточной функции приводит 
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а 6) 
Рис. 15.1. Примеры четырехполюсника Рис. 15.2. Реализация типового звена 
первого порядка второго порядка 


лишь к соответствующему увеличению числа звеньев. Естественно, такой 
подход имеет смысл и допустим лишь при достаточной развязке элементар- 
ных четырехполюсников. Применение эмиттерных повторителей и некоторых 
других устройств современной микроэлектронной техники обеспечивает 
выполнение этого требования. В тех случаях, когда нельзя пренебрегать вза- 
имным влиянием элементарных четырехполюсников, приходится прибегать 
к более сложным методам синтеза, излагаемым в специальной литературе. 

Передаточную функцию элементарного четырехполюсника второго по- 
рядка в соответствии с (15.3) зададим в форме 


1 1 
К (р) =а == О -————, 15.6 
(р) = [2—2 Ве (рд) р--1 Ро В р-р в (15.9) 
где постоянные коэффициенты 6, = — 2 Ве (ри), 6, = |р, Во =1. 


Рассмотрим сначала реализацию функции К (р) с помощью цепи, со- 
держащей катушку индуктивности Г., конденсатор С и резистор А (рис. 15.2). 
Сопротивление резистора, являющегося нагрузкой четырехполюсника, ‘счи- 
таем заданным. Один из элементов цепи 71., 4, должен быть индуктивным, а 
другой — емкостным. Под источником тока, возбуждающим цепь, можно 
подразумевать, например, коллекторную цепь транзисторного усилителя, 
работающего по схеме с ОЭ (см. рис. 5.8, а). Внутренней проводимостью ис- 
точника тока пренебрегаем. Ток 1, равен $Е;, где Е; — напряжение база— 
эмиттер. 

Напряжение на элементе 2; можно определить выражением 


0, = 21 (23 + Ю) $Е1/ (245 + 25 + В), 
а напряжение на резисторе А — выражением 
В В 213 (25 4+ А) 5Е 


и Шъ = 
К +23 (А-2) (2-2 +В) 
Следовательно, 
О 21 Р 
К (0) = = = $ ал. 15.7 
Р) Е, 2-2. К , ) 

Из сопоставления этого выражения с (15.6) очевидно, что для получе- 
ния вещественного числителя следует задать 2, = 1/Ср и 2 = Гр. При 
этом 

К (р) = 50 ————— = 27 І . (15.8) 


со (10+) г те) 
Сравнение (15.8) с (15.6) приводит к равенствам ЮЛ. = 61, 1/ГС== 
= 0,, ЗЮ/ГС = а, откуда 
Г = 8/0; С = 11,1; а, = 5ВЬ.. (15.9) 
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Таким образом, схема иско- 


мой цепи принимает вид, пока- [ С 
занный на рис. 15.3, 4. 
Аналогичным образом нетруд- —==5 Ю— —ы 3/1 в — 
но показать, что передаточной 
функции вида 2) 2) р 
К (р) =а, РР (15.10) Рис. 15.3. Реализация передаточной функ- 
р? РЕ, ЦИИ: 
а) по выраженню (15.8); 6б) по выраженню 
соответствует схема, представлен- (15.10) 


ная на рис. 15.3, 6б, параметры ко- 

торой Г. и С выражаются через коэффициенты 6; и 6, теми же соотно- 
шениями (15.19), что и в схеме на рис. 15.3, а. Различие лишь в постоянном 
коэффициенте @ = 5Ю. 


15.3. РЕАЛИЗАЦИЯ БЕЗЫНДУКТИВНОСТНОЙ 
ЦЕПИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 


В интегральных микросхемах, не допускающих применения катушек ин- 
дуктивности, цепь второго порядка реализуется с помощью активной ЮС- 
цепи. Один из возможных вариантов такой цепи представлен на рис. 15.4, а. 
Свойства этой цепи обусловлены применением операционного усилителя 
Ко и обратной связи. Усилитель в рассматриваемой схеме должен обеспечить 
небольшое усиление (не более нескольких единиц). Основные требования к 
усилителю — очень большюе входное и близкое к нулю выходное сопротив- 
ления, а также отсутствие обратной реакции. При выполнении этих требова- 
ний усилитель можно рассматривать как идеальный источник напряжения 
(управляемый напряжением), что позволяет при определении токов и напря- 
жений в схеме на рис. 15.4, а считать точки а и б разомкнутыми, а напряже- 
ние на выходе приравнивать величине К,Џс,, где (Оо, — напряжение на 
конденсаторе С,. Эти допущения приводят к эквивалентной схеме на 
рис. 15.4, 6, на которой усилитель Ко опущен, а его влияние учтено тем, что 
напряжение на конденсаторе С, связано с выходным напряжением соотно- 
шением Ос, = Е/Ко. 

Применяя общие уравнения четырехполюсника (5.4) к схеме, представ- 
ленной на рис. 15.4, 6, и учитывая добавочное условие Е, = К, (В + 
--1,)/Сзр, получаем 

Е = 21 + 2,91, Е = 2310 -- 2 = Ко (+ №)/Слр. (15.11) 


Здесь 7 = А, + В, + Ср; 21, = В, + ШСр; 23 = К, | ШСр 
Йо — Р, -- Сур -- 1/Сор. 


Рис. 15.4. Активная ЮС-цепь второго порядка (а) и схема замещения (6) 
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Исключив ток Г, из первого уравнения (15.11) после несложных преоб- 
разований получим следующее выражение для передаточной функции четы- 
рехполюсника: 


Ко 
В К, Сз __ 
КО) = =, а С.В К; 
С, К, р? +в 26 В, с.) 2р 
: 2 Кә 


Ко/С;: Сз К, К» 


а. 15.12) 
АС, В+ ИС, Ка {+ 1/С К, —Ко/С» В») рі 1/С, Сз К, В» 

Дальнейшая задача синтеза сводится к подбору резисторов, конденсато- 
ров и Ко, обеспечивающих требуемые значения коэффициентов Ё; и 6, поли- 
нома (15.6): 


1 1 1 К | 
р = ( + ___ 0 ) Ь == —=——————————— , (15.13 
а с С С)” ЕСС, 


Из первого равенства можно получить следующее выражение для требу- 
емого коэффициента усиления: 


Ко = 1 + С/С, + Ю.С/Ю:С, — Ю.С... (15.14) 


Полученные соотношения будут проиллюстрированы в $ 15.6. 


15.4. ОСОБЕННОСТИ СИНТЕЗА 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА ПО ЗАДАННОЙ 
АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ 


При синтезе фильтров нижних частот (ФНЧ), фильтров верхних частот 
(ФВЧ), полосовых фильтров и т. д. к ФЧХ обычно не предъявляется каких- 
либо специфических требований. Предполагается, что обеспечение удовлет- 
ворительной равномерности АЧХ минимально-фазового четырехполюсника 
в заданной полосе частот одновременно обеспечивает также и линейность 
ФЧХ в этой полосе. 

Представим комплексную передаточную функцию К (ѓо) в форме 


К (о) = К (0) =-® (15.15) 


О (0) 


после чего перейдем к квадрату модуля 


э 
р==іо 


К (о) = К (іо) К (іо) = ҮТЕ Е (15.16) 
р==і@ 


тем самым исключая из рассмотрения ФЧХ четырехполюсника. 

Модуль передаточной функции, четный относительно частоты, можно 
рассматривать как функцию о?. То же относится к модулям |Р (10)| и 
О (0) |. Поэтому выражение (15.16) можно записать в форме 


А (о?) _ А(—2) 
В (0%) В(—2) 
где А (— р?) = Р(р)Р (—р); В (—р?) = 9 (р) © (р). 


|К (іо) Р=К (0) К (—р) |, = (15.17) 


А А 
р==і@ 
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Рис. 15.5. Простой четырехполюсник с Рис. 15.6. Квадрантная симметрия полю- 
двумя полюсами сов 


Переходя от мнимой оси 1% к любой точке р-плоскости, получаем сле- 
дующее выражение: 

К (р) К ([- р) = А (—р)/В (—р?). (15.18) 

Полюсы и нули функции А (—р*)/В р?) расположены в квадрантной 
симметрии: каждой комплексно- сопряженной паре в левой р-полуплоскости 


соответствует зеркальная пара в правой полуплоскости. 
Поясним это положение на примере простейшего четырехполюсника 


(рис. 15.5) с передаточной функцией 


ОИ оС — /ЁС , 
Ко = алас" Ко) р? ре 1/1С 


Комплексно-сопряженной функции К (—іѓо) соответствуют выражения 


Я кр С. 
= аео О рейс 


Следовательно, 
|К (о) 2 = (1/2С)2 — _(/ЁС)* 
(0? —1/Ё С)? + (0/20)? В (— р)? [р=ю 
КФ) К(—2) = 0) = ОЛОТ 


(р 4 ре/ АЛС) (р? — ре Е МЕС) В(—р?) 


Полюсы функции (1/4С)?/В (—р)?, являющиеся корнями уравнения 
В (—р?) = 0, расположены в точках (рис. 15.6)! 


ра == 0121 УИС (7121)? = —@ іо, 


Рза = + Г/2Ё ИС (7121)? = + а + ев. 


К передаточной функции К (р) относятся полюсы, расположенные толь- 
ко в левой р-полуплоскости (в данном примере р; и р,). То же относится к 
нулям передаточной функции, т. е. к корням уравнения А (— р?) == 0, если 
передаточная функция К (р) соответствует минимально-фазовой цепи. В про- 
тивном случае нули могут быть расположены и в правой р-полуплоскости 
(в данном примере нули отсутствуют). 

Следует также указать, что полюсы, расположенные на мнимой оси, мо- 
гут быть только кратными (с кратностью 2). Одна половина из них должна 
быть отнесена к К (р), а другая — к К (— р). 

Из перечисленных свойств функции К? (0) вытекает, что для аппрокси- 
мации заданной АЧХ четырехполюсника можно использовать функции, за- 
висящие от 6*, а при переходе к переменному р = о -- {« — функции, соот- 
ветствующие указанному выше расположению полюсов и нулей на р-плоско- 
сти. 


1 Здесь опущен индекс «п» в обозначении полюса рц: 
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15.5. СИНТЕЗ ФИЛЬТРА НИЖНИХ ЧАСТОТ. 
ФИЛЬТР БАТТЕРВОРТА 


Амплитудно-частотная характеристика идеального ФНЧ представлена 
на рис. 15.7. При аппроксимации АЧХ на оси абсцисс обычно откладывает- 
ся безразмерная (нормированная) частота х == ®/ю., где о, — частота сре- 
за, а по оси ординат — нормированное значение К (о/о,) == К (х). 

Аппроксимирующую функцию для идеальной АЧХ фильтра, показан- 
ной на рис. 15.7, задают в виде 


К (®) = ПИТ-+Р? (х), (15.19) 


причем накладывают условие, чтобы функция Ё (х) по модулю была мини- 
мальна в полосе 0 < х < | и максимальна при х >> 1. 

Простейшей функцией, отвечающей этому требованию, является функ- 
ция Р (х) = х" = (о/о,)". При этом 


К? (х) = {К (і) В = 11-Е (5) = 11 х2"). (15.20) 


Графики функции (15.19) при нескольких значениях п показаны на 
рис. 15.8. Определяемая выражением (15.20) аппроксимирующая функция 
получила название функции Баттерворта, а фильтры, синтези- 
рованные на основе этой функции, называются фильтрами Баттер- 
ворта. При частоте среза х = | (® = ®.) функции Баттерворта любого 
порядка п равны 1/2, что соответствует ослаблению АЧХ 1/2 (на З дБ). 
Аппроксимацию по Баттерворту часто называют максимально плоской. 

При исчислении К (х) в децибелах (15.19) приводится к виду 


К (х)дь = 2015 К (х) = —10 15 [1 Е (х)| = —10 15 (1+ х?"). 


Если безразмерную частоту х представить в виде степени числа 2, т. е. 
х = 29, где у — число октав, то 


К (х)дв = 1016 (1+ х2") = — 1015 (14 229. (15.91) 


График зависимости К в децибелах от у показан на рис. 15.9. На ча- 
стоте среза (х == 1, у = 0) затухание равно З дБ независимо от порядка п. 

Вне полосы прозрачности фильтра, при ж" У | (у> 1), выражение 
(15.21) определяет прямую линию 


1/Кдь ғ 1015 22" = 201/16 2 = бпу. (15.22) 


Таким образом, ослабление АЧХ равно бид на одну октаву (т. е. при 
изменении частоты х вдвое, а у на одну единицу). 

Для удовлетворительной аппроксимации прямоугольной характеристи- 
ки (см. рис.15.7) с помощью функции Баттерворта требуются относительно 


А 
К] 
ч. 
0 1с [2] | 
_ А в. ы 
у= 70 од» 0 25 15 2,5 Ф/ЮГ 
Рис. 15.7. Амплитудно-частотная харак- Рис. 15.8. Аппроксимирующие функции 
теристика идеального фильтра нижних Баттерворта 
частот 
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Рис. 15.9. Затухание в фильтре Бат- Рис. 15.10. Расположение полюсов переда- 
терворта в зависимости от числа ок- точной функции фильтра Баттерворта тре- 
тав тьего и четвертого порядков 


высокие значения п. Так, если необходимо, чтобы при о == Зо, (х == 3) ос- 
лабление (затухание) АЧХ было не менее 40 дБ, то п > 40/6у. В данном 
случае у = 16,х = 16,3 = 1,58 и, следовательно, п > 4,25, т. е. требуется 
п = 5. 

Следующим шагом после определения п является нахождение полюсов 
передаточной функции. Для, этого выразим (15.20) в форме (15.17), для 
чего в (15.20) приравниваем іх == р, х? = — р? их” == (—1)"р?": 


А . 1 1 
[К (х) Р=К (р) К | 
| Ри + (—1)” р?" р=іх В (—р?) р==іх 
Рассматривая теперь поведение функции 1/8 (—р?) на р-плоскости, 
находим полюсы как корни уравнения 


В (— р?) = 146 (— 1)" р?" = 0 
ИЛИ 
рт == —1/(— 1)" = (1-0. (15.23) 


С помощью соотношений 
(—1) — еіп, (—1)%—! == е —іл(п— 1) е і26л, 


где Е — любое целое число, получаем для А-го корня уравнения (15.23) сле- 
дующее выражение: 
‚ры = ет +28] /2п, (15.24) 


причем число корней равно степени уравнения (15.23). 
Модули всех полюсов р» равны единице, а аргументы 


фь = л [п + (28 — 1), (15.25) 


причем разность аргументов любых двух соседних корней равна л/п. Следо- 
вательно, все полюсы функции 1/В (— р?) лежат на окружности единичного 
радиуса и делят эту окружность на равные дуги л/п. Аргумент первого по- 
люса фу == л (п + 1)/2п, а последнего Фф, = л (5 п — 1)/2м. 

Расположение полюсов на окружности единичного радиуса для фильтра 
Баттерворта третьего и четвертого порядков показано на рис. 15.10. 

В соответствии с $ 15.4 к передаточной функции синтезируемого фильтра 
относятся только полюсы, расположенные в левой полуплоскости. 

Эти полюсы 


рь = зіп (27 л) со (0), Б =1,9,.., п. (15.26) 
2 п 


п 
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Следует помнить, что формулы (15.23), (15,24) определяют значения 
нормированных переменных р, т. е. 


р = (с + іо)/е (15.27) 


Все полюсы образуют комплексно-сопряженные пары, кроме одного по- 
люса на вещественной оси при нечетном п. Этому единственному полюсу со- 
ответствует # = (п + 1)/2. Подставив р» по формуле (15.24) в общее выра- 
жение для передаточной функции 


К (р) = —4 Ро) (р Ров)... РР) _ 
(0) Бо (Р— Риз) (р — Риз). .. (Р—Рит) 


где руһ — нули; рик — полюсы, получим передаточную функцию фильтра 
Баттерворта. Приведем эти выражения для п = 2, 3, 


При п = 2 полюсы рз = — ПУ + ИУ? и по формулам (15.2) и 
(15.6) находим 
Кр) 1, (15.28) 


(р— рі) (0—0) р Ирр рр 
При п=3 полюсы ру = —0,5--1 ИЗ/2, р = —1, = —0,5— 3/2 = 
= рі. 
Передаточная функция 

, н н І 

(юр рі) (Р-Р) (р —ра) (о — Рз) (0Р1) (р—р1) 

= ИНН (15.29) 
(РВ (Р+Р-+И р? +01 р 4-6 р-- В 

При п = 4 передаточная функция приводится к виду 


| 2 
Р Пао бр АЕ РЬЮ > 


| 
РГГУ (15.30) 
р“ 6, р? 4 6 р? 4-53 р 6, 


Коэффициенты полиномов в знаменателе передаточной функции Баттер- 
ворта приводится во многих пособиях по расчету фильтров. 

Последним этапом синтеза ФНЧ является подбор элементов для типовых 
звеньев второго порядка, а при нечетных п — дополнительно для одного зве- 
на первого порядка. 


`15.6. ПРИМЕР СИНТЕЗА ФИЛЬТРА 
БАТТЕРВОРТА ВТОРОГО ПОРЯДКА 


В основу расчета положим выражение (15.28) 


К (р) = у = 0, В == 1. 


р УЗ р+1 


Переходя в выражении (15.12) к нормированной частотной переменной 
р = (с + ю)/о. [как ив (15:28)], приводим его к виду 
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| Ко 
К (р) == К.Р, С.С, 


2 о _@с_ К Са Са і — о 
(вс + с о ] РТ ВВ, СС, 
Ко 
о2 КРК С, С. 
= : с —- 212 (15.31) 
аа 1 [Каба б р ) і 
"+ о (Е + Ко |Р+ оё К, А, С; Съ 


Приравнивая знаменатели в выражениях (15.28) и (15.31), получаем 
следующие условия для определения параметров схемы: 


(06 рр )= =У2 
(вс + м К і уз, 
1 
—————————— =}, == |, 15.32 
о2 А, К. С, С, 2. ) 


Постоянную времени цепи Ю.С, обычно приравнивают значению, близ- 
кому к [/ю.. Тогда и ю.Ю,С, 2х 1 [из второго условия (15. 32), при этом ус- 
ловие (15.32) сводится к равенству 


Ко рее 2. фы 11+ 0 И = 059+. 
К, С, С, 
Задавая С./С, = 0,4 и, следовательно, И ПРЕ, = 2,5, получаем Ко Ах 1 
В данном примере операционный усилитель, по существу, сводится к эмит- 
терному повторителю. 
Для количественной оценки параметров ФНЧ зададим частоту среза 
[с = 1000 Гц, а емкость конденсатора С, = 0,1 мкФ. Тогда 


С; = С./0,4 = 0,25 мкФ, А, = 1/0, С, ах 640 Ом, 
Р, = 1/5 С, АУ 1600 Ом. 


Приведенный выше пример реализации фильтра второго порядка яв- 
ляется лишь иллюстрацией. Для выбора оптимальной схемы и проведения 
инженерного расчета читатель должен обратиться к специальной литера- 
туре. 


15.7. ФИЛЬТР ЧЕБЫШЕВА (НИЖНИХ ЧАСТОТ) 


Для улучшения аппроксимации идеальной прямоугольной характерис- 
тики ФНЧ (см. рис. 15.7) часто применяется аппроксимация по Чебышеву, 
при которой в качестве функции Е? (х) в формуле (15.19) используется квад- 


рат полинома Чебышева Т, (х) соответствующего порядка п. При этом фор- 
мула (15.20) записывается в виде 


К (їх) [2 == 11-22 Т2 (х)], | (15.33) 
где х = ©/ ® 

Коэффициент = < 1 вводится для ограничения амплитуды пульсации 
АЧХ в полосе пропускания, т. е. в интервале |х| < 1. Чем меньше е, тем 
лучше аппроксимируется АЧХ в указанной полосе, но одновременно снижа- 
ется крутизна ската характеристики в полосе задерживания (при х >> 1). 


Варьируя коэффициент = и степень полинома п, можно осуществить прием- 
лемый компромисс между противоречивыми требованиями к аппроксимации 
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полосы. 
В $ 14.2 указывалось, что значение 7, (х) ко- 


К характеристики в полосе- пропускания и вне этой 
леблется в пределах + 1 в интервале |х| < 1 и 


0 77 5% растет по закону Т, (х) = 271 х" при |х| №1. 
б л=Ә/ос График функции |Қ (іх)| при е? = М; ип = 4 пока- 
зан на рис. 15.11 
Рис. 15.11. Амплитуд- Амплитуду пульсации АЧХ в полосе пропус- 
но-частотная харак Кания, равную 
Чебышева четвер АҚ =1--ПуТҒе, (15.34) 
го порядка 


при малых = можно приравнять значению ~~ 22/2 
(см. рис. 15.11). 
Вне полосы пропускания (при больших х), когда =?Т» (х) У 1, переда- 
точная функция монотонно убывает по закону 


\К (22) | = Пе |Т, (х) |. (15.35) 


Для сравнения аппроксимации прямоугольной АЧХ по Чебышеву с 
аппроксимацией по Баттерворту найдем ослабление АЧХ при х =3 для 
фильтра четвертого порядка п == 4, е? = 1/5. По формуле, приведенной в 
$ 14.2 (или из таблицы полиномов Чебышева), определяем 


Т, (3) = 8х* —8х2- | =8.34 —8.32 4-1 = 574. 

Далее, 

\ К (13) [а 5 /574 л 4.10-8, 1/| К (3)| = 250, (1/| К (3) |) = 
= 2016 250 = 20.2,39 = 48 дБ. 


Қак видим, при одной и той же степени сложности фильтра (при одина- 
ковых значениях п = 4) ослабление АЧХ у фильтра Чебышева на 8 дБ 
больше, чем у фильтра Баттерворта. При этом аппроксимация АЧХ в поло- 
се пропускания лучше у фильтра Чебышева: наибольшее отклонение от еди- 
ницы не превышает =*/2 = 0,1 (вместо ~ 0,3 у фильтра Баттерворта). 

Определим полюсы передаточной функции фильтра Чебышева. Как и в 
предыдущем параграфе, записываем выражение (15.33) в форме 


2 а ООО 
[К (іх) 2 = К (р) К(—Рр=ь атау В |,’ (15.36) 


после чего находим корни уравнения 
е? Та (х) +1 = 0, Т, (х) = + і/е. (15.37) 


Опустив промежуточные выкладки [27], приведем окончательные выра- 
жения 


рь == эт Ф, $ Ф, і соѕ Ф, с Ф,, 
где 


Ф, == (224 ) = ‚ 220, 1, 9,..., (21 — 1), (15.38) 


Ф, = таге 1 ). (15.39) 
п 8 
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Для полюсов, расположенных в левой р-полуплоскости, получается 
следующее выражение: 


р, = =-=іп[(264 у | 5 Ф, і соз [Е 1) = | Ф,, 


В=0, 1,2, ..., (п — 1). (15.40) 


По найденным полюсам составляется выражение для передаточной функ- 
ции К (р), аналогичное (15.29): 


Ь Ка 
р" рт, р"... ви, р Ба 
— ыы бв 
(р— рл) (р— Ра)... (Рр— рп) ° 


К (р) = 


(15.41) 


В отличие от фильтра Баттерворта коэффициент В, не равен единице (по- 
скольку полюсы передаточной функции расположены не на окружности еди- 
ничного радиуса, а на эллипсе). Поэтому в числитель вводится коэффициент 
Ь, для нормирования АЧХ к единице при о = 0 (и соответственно р==0). 

Численные значения коэффициентов В, В», ..., Ё, а также полюсов ру, 
рз,:-., Рь В зависимости от степени п и коэффициента неравномерности АЧХ 
= приводятся в литературе по расчету фильтров. 

Для иллюстрации синтеза фильтра Чебышева определим схему и пара- 
метры фильтра при следующих требованиях: неравномерность в полосе про- 
зрачности не более З дБ, затухание при х = о/о, = 4 не менее 30 дБ. При 
заданной неравномерности, приравнивая в выражении (15.34) АК = 1— 
— ПУ, получаем = = 1. Далее по формуле (15.35) находим требуемое зна- 
чение 


|7, (х) 1 = [7 (9) 2 111 К 04). 


Ослаблению на 30 дБ соответствует уменьшение АЧХ в 11000 — 
А: 32 раза. При максимальном значении АЧХ, равном единице, получаем 
следующее условие для определения порядка полинома Чебышева: Т, (4)> 
—>1/32. Перебором первых трех полиномов низших степеней (см. $ 14.2) убеж- 
даемся, что полином второй степени при х = 4, равный Т, (4) = 2х? — 1 = 
= 31, обеспечивает требуемую скорость убывания АЧХ в полосе задержива- 
ния. Применяя формулы (15.39), (15.40), находим 


Ф, = Е агсзВ (2) = 1 агсѕһ 1 = 0,44, 
п 8, 2 


ру = — т (5558 0,44 оз [ 75 ] в 0,44 = — 0,392 + 10,777, 
рэ = рү = — 0,322 —10,777. 
Передаточная функция [по формуле (15.41)] 


Ь Б Б 
Қ (р) == ё а 0В 9 15.49) 
(р) (р—р1) (р—р1) р° 4-р 62 р? 4-0,645р-- 0,708 ( 


Приравнивая (как и в предыдущем параграфе) коэффициенты полинома 
в знаменателе выражения (15.31) соответственно Ё = 0,645 и Б, = 0,708, 
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получаем следующие соотношения для определения параметров активной 
ЮС-цепи: 


[ВС +. <» рр \ р 064 
(с С 4 К) 1 = 0,645, 


1 


—____ == 0 = 0),708. 
92 К, РС, С, 

Сохранив соотношения, принятые в $ 15.6 для фильтра Баттерворта 
(о. Р.С = 1, СУС, = 0,4), получим 


о, Ср 1-1 =, К=1+ 0 — 0,645 л 1,46. 
ос К С» 6 С, 2 

Из сопоставления полученных результатов с результатами расчета 
фильтра Баттерворта видим, что, изменяя коэффициент усиления К, (опе- 
рационного усилителя) и несущественно изменяя сопротивления резисторов 
Р,, В, (или емкости конденсаторов С;, С»), можно перейти от фильтра Бат- 
терворта к фильтру Чебышева. Следует, однако, отметить, что при п =2 
фильтр Баттерворта обеспечивает ослабление АЧХ при х = о/о, = 4 всего 
лишь на 24 дБ [см. (15.22) припи = 2 ииу = 2]. Для получения ослабления на 
30 дБ потребовалось бы п >> 3 (одно звено второго порядка и одно аперио- 
дическое звено). Это преимущество фильтра Чебышева в зоне задерживания 
(более быстрое убывание АЧХ) достигается ценой некоторого ухудшения 
равномерности в полосе прозрачности фильтра. 


15.8. СИНТЕЗ РАЗЛИЧНЫХ ФИЛЬТРОВ 
НА ОСНОВЕ ФИЛЬТРА НИЖНИХ ЧАСТОТ 


Вернемся к функции (15.20), аппроксимирующей прямоугольную АЧХ идеаль- 
ного ФВЧ, и введем новую переменную 


у= 1/х а= 00/0. (15.43) 
Тогда 
Кая (х) = И + (1/%)2%1= м2" Д1-- у2"] = Квч (у). (15.44) 


Новая функция К.ч (у), получаемая из АЧХ Кнч (х) фильтра нижних частот за- 
меной аргумента на у == 1/х, показана на рис. 15.12 (для п == 2). Функцию Кьч можно 
рассматривать как АЧХ фильтра Баттерворта верхних частот, обладающего в полосе 
частот 1 < У < оо такой же неравномерностью АЧХ, что и функция Кнч (х) в полосе 
0 < х < 1. Таким образом, при синтезе ФВЧ можно использовать аппроксимирую- 
щую функцию Ё (х) [см. (15.19)], заменив в ней аргумент на у == 1/х. 

. В соответствии с такой заменой частотную переменную рв (15.28) следует заменить 
переменной $ = 1/р. Функция (15.28) при этом принимает вид 
52 
Къ (8) а 8, (15.45) 
(1/8 4-72 (1/9) И 


Полюсы передаточной функции Кьч (5), т. е. корни уравнения 5*-- 254-1 = 0, 
остаются теми же, что и в (15.28). 


48 2 88 

04 04 

-0 45 15 25-е 2 05 15 2,5 у 
Рис. 15.12. Фильтр верхних частот Рис. 15.13. Фильтр верхних частот 
Баттерворта Чебышева 
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Аналогичным образом можно получить передаточную функцию ФВЧ Чебышева. 

Соотношение между АЧХ фильтров Чебышева верхних и нижних частот представ: 
лено на рис. 15.13 (для п == 4). 

Соответствущим преобразованием переменной р можно синтезировать и иные 
фильтры, например полосовые, на основе исходного ФНЧ [27]. 


15.9. СВЯЗЬ МЕЖДУ АМПЛИТУДНО- И ФАЗО- 
ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ В ЦИФРОВЫХ 
ЦЕПЯХ 


Линейные электрические цепи делятся на два класса: минимально-фа- 
зовые и неминимально-фазовые. 

К первым относятся цепи, у которых между АЧХ и ФЧХ существует од- 
нозначное соответствие, так что задание одной из характеристик полностью 
определяет вторую. Ко второму классу относятся цепи, у которых между 
АЧХ и ФЧХ нет однозначного соответствия. 

В теории аналоговых электрических цепей этот вопрос детально изучен. 
Установлено, что если передаточная функция четырехполюсника К (р) не 
имеет нулей в правой р-полуплоскости и, следовательно, постоянная 
передачи 


Ө (р) =Шк (р) (15.46) 


не имеет полюсов в указанной полуплоскости, то четырехполюсник является 
минимально-фазовым. 
На оси частот постоянную передачи Ө (р) можно представить в форме 


Ө (Го) = ШК (іо) = ШК (о) + 0 (о) = А (о) +19 (Ф). (15.46') 
В этом выражении ! ф (о) — ФЧХ, а 
А (о) = ШК (о) (15.47) 


— логарифмическое затухание четырехполюсника. 
При условии отсутствия нулей функции Ө (р) в правой р-полуплоскости 
имеет место равенство | 


І. г Го(о) 

- Ө (ө) + — | ие =0, (15.48) 
где о; — фиксированная частота ?: 

Из (15.46'’) и (15.48) вытекают следующие соотношения: 


А (о) = —— 29). ао, (15.49) 
(о) = — | А ©) дә, (15.50) 
л 0 — 0 


Таким образом, при оговоренных выше условиях А (0) и Ф (о) связаны 
между собой однозначно преобразованием Гильберта [см. (3.62), (3.63)]. 


1 Следует иметь в виду, что при логарифмировании комплексной функции 


К (10) == К (о) е‘ (9) возникает неоднозначность, так как добавление к ф (®) любого 
числа 27, где А — целое число, не изменяет значения функции. В данной главе под 
Фф (©) подразумевается главное значение аргумента, ограниченное пределами —л < 
< Фф (0) < л. Способы устранения неоднозначности рассматриваются в гл. 16. 

| 2 См. предыдущее издание настоящей книги. 
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Переход от логарифмического затухания А (о) к АЧХ совершается с по- 
мощью соотношения, обратного соотношению (15.47): 


К (о) =ел ®, (15.51) 

Обратимся к установлению связи между АЧХ и ФЧХ в цифровых цепях. 

Основываясь на определении передаточной 1 функции цифрового фильтра 
(12.33), (12.34), переходим от к (2) к функции 9 (2) = Ш К (2) и по анало- 
гии с выражением (15.46) к функции 


9 (2) = ШК (ет) = ш Кг (іо) = Аг (0) + ют (ә), (15.52) 
где Ат (о) =1п |К (еѓет) |. 


— 
Исходя из условия, что функция Ө (2) не имеет полюсов вне круга [| = 
= 1 [что тождественно ранее принятому условию отсутствия полюсов функ- 
ции Ө (р) в правой р- полуплоскости), можно получить равенство, аналогич- 
ное (15.48): 


1 — 1 л/Т 9 (е!®Т) 

—- 1 — _ И Н Т) — 
т т | рат рат 46097) =0 1559) 
| лут 


Подставив 4 (еѓет) = ; Теѓет о, приведем интеграл в (15.53) после 
перехода к переменной о к виду 


То А юг, юг т > ют 
. Т іб 
Е. Г _Ө ее’ ао = — | 9 (67) цю 
1— 


2лі ей®Т __ ей: Т 9л е 109 — 9)7 
—л/Т —л/ 
Подставим в (15.53) Ө (е®Т) и © (еѓо:Т) по формуле (15.52): 
ліТ 
1 . Т Ат (о) іТ 
> [Аг (%;) +- іфт (%;)1 + "и | и 49 + эт х 
—л/ 
л/т (о) 
х — т йо = (). (15.53') 
|е (9 ®1)7 
л/т 
Воспользуемся равенством 
1х/2 
1 — е = соѕ к/2 4-і ѕіп х/2 = (1—1 сів х/д). 
1-е {х ей Х/2 6 {х/2 21 ѕіп х/2 


Тогда, выделив в (15.53') действительную и мнимую части, придем к следую- 
щим формулам: 
л/Т п/Т 


— Т 
Ат (о) = — | Ат (6) 46 — = | от (о) сів Ши йо, (15.54) 
—л/Т лут 
п/Т 
фт (о) = 2 | Аг (о) сів 2907 до. (1555 
л/т 


Первое слагаемое в правой части (15.54) имеет смысл среднего значения 
Ат (о) в полосе частот от ФТ = 0 до оТ = 2л. 
Соотношения (15.54), (15.55), как это вытекает из Условия отсутствия 


нулей функции к (2) вне круга единичного радиуса |2| = 1, справедливы 
для минимально-фазовых цифровых цепей. 
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Ра 
Как и .передаточная функция Кг (іє) [или К. (еТ )], логарифмическое 
затухание Аг (@о) и ФЧХ дискретной цепи являются периодическими функ- 
циями частоты. Это позволяет существенно упростить соотношения, связы- 
вающие между собой АЧХ и ФЧХ. 


С этой целью запишем функции Ат(®) и фу(о) в виде рядов Фурье: 


Ат (@) = Ш |К (е—^7) | = М» -+ А, созоТ- А, ёоѕ 2®Т-..., (15.56) 
фт (0) = Ф, ѕіпоТ 4- Ф, ѕіп 207 +... (15.57) 
Косинусоидальный ряд для Аг (о) обусловлен четностью этой функции 


относительно ®, а синусоидальный ряд — нечетностью функции фт (6). 


Соответственно коэффициенты рядов (15.56) и (15.57) определяются фор- 
мулами 


Ат (о) соѕ пота (оТ), (15.58) 


Ф, = — фт (о) зп поТа (оТ). (15.59) 


Подставим ряд (15.56) в (15.55): 


л л 
фт (в!) = = | сіе [(® — в.) 1/2] а(оТ) + < | соѕ оТ х 
— д —п 
л 


х сіе [(о —в,) Т/2] а (Т) + 22 | соѕ 207 Св (о —в!) Т/2] а (оТ) +... 


Первый интеграл равен нулю, а последующие 2л (— зш п о; Т). 


Таким образом, приходим к следующему ряду для фт (1) (опуская ин- 
декс 1 при ©): 


фт (о) = — У А, зіплот. (15.60) 
пя |. 
Аналогично подстановка ряда (15.57) в (15.54) приводит к выражению 
Ат (ө) = А У Ф, соз поТ. (15.61) 
п== 1 
Из сопоставления рядов (15.60) и (15.57),а также (15.61) и (15.56) вы- 
текает важное соотношение 
Аһ = — Фи. (15.62) 


Следовательно, по заданной функции Ат (о), записанной в виде ряда 
Фурье, можно найти коэффициенты Ф, ФЧХ фг (о). При заданной ФЧХ 
(также в виде ряда Фурье) функцию Ат (о) можно найти с точностью лишь 
до А,. Физический смысл этого факта очевиден, так как величина 


1 л 
А = 5 | АК (©) аот, 


зависящая только от АЧХ фильтра К (о), может изменяться в широких пре- 
делах (изменением усиления) при сохранении ФЧХ. 
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Рис. 15.14. Фазо-частотная характери- Рис, 15.15. Фазо-частотная характеристи- 
стика цифрового фильтра, соответствую- ка цифрового фильтра с АЧХ, равной 
щая АЧХ, равной 4311? (@Т/2) 1/ ИТ? — 26, соз оТ 


Итак, для полного описания передаточной функции минимально-фазо- 
вой цифровой цепи достаточно знать коэффициенты Фурье одной из харак- 
теристик: ФЧХ фт(®) или логарифмического затухания Ат (о). 

Вычисление коэффициентов ряда Фурье любой из характеристик Ат (о) 
и Фу (@), заданной на интервале 0 < оТ < 2л, несравненно проще, чем вы- 
числение интегралов в бесконечных пределах, требующееся при анализе 
аналоговых цепей [см. (15.49) и (15.50). 


15.10. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФЧХ 
ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА ПО ЗАДАННОЙ АЧХ 


1. Задана АЧХ фильтра Ку (ФТ) = 4 ѕіп? (®Т/2), — л < оТ < л (см. п. З 
5 12.8). Требуется найти ФЧХ (не выясняя схемы фильтра). 
В данном примере логарифмическое затухание 


Ат (в) = 1а Кг (ӘТ) = 1144-2 10| зіп (оТ /2) |, =л< оТ <л. 


Находим коэффициенты Фурье периодической функции Ат (в) по формуле 
(15.58) 1: 


1 л 
—_— |! 
о = } [ә т 
0 


р л 
Ане | Ё 49 10 
л 
0 


Итак, А, == 0, А, = — 2.1, А, == — 9.1/2, Аз == — 9.1 ѓаз, ... 
Основываясь на выражении (15.60) составим выражение для ФЧХ фильтра 


фт (0) =2 (ѕіп 07 -- 1/2 зт оТ +4143 зт З=Г-+-...), —л «оТ < л. 
Полученный ряд сходится к (л — ® Т)/2 при 0< о Т << 2л, следовательно 
фт (в) =л оТ, 0< оТ < 2л. 


л/2 
Г 2 
п “|| а (оТ) = (а 4 | 1а (ѕіп х) 4 (2х) =0, 
0 


5> 


оТ 


2 
зіп | со; пота (оТ) = ——. 
п 


График фт (ө) представлен на рис, 15.14. Продолжение в область ®Т < 0 (штри- 
ховая линия) основано на периодичности функции Фу (о). Заметим, что получеиная ха» 


рактеристика совпадает по форме с ФЧХ однозвенного фильтра, рассмотренного в 
п. 16 12.8. Каскадное соединение двух звеньев, соответствующее АЧХ, равной 
4 ѕіп? ®Т/2, приводит лишь к удвоению ФЧХ. 

2. Рассмотрим теперь фильтр с АЧХ (см. п. 2 $ 12.8) 


КтеТ)=И/И 1502—26, сво Т. 


1 См. {31}, формулы (4.224.3) и (4.384.3). 
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Логарифмическое затухание 
і 
Ат (о) = Ку (©) = —> іп (1—26, соѕ 07 -- 5). 


Находим коэффициенты Фурье 
2 т | 
А» =— (—1/2) | т (1—26, соз 07 + 5?) соз по7а (оТ). 
0 


Выполнив интегрированые !, получим 


оо рп 
1 А 
= — — пло. 
фт (о) Хх = зіпло 


Используя соотношение ? 


оо 
п у ѕіп х 
У ———— ѕіп пх == агсіб —————————, 
п 1—6, соѕ х 
п == 
получаем выражение, совпадающее с (12.49): 
Д ѕіп оТ 


пог < л. 
1 — 6; соѕ 07 


Фт (©) == —агеіс 


График ФЧХ для 6, = 0,8 представлен на рис. 15.15 (на интервале 0 < ФТ < 
< 2л). 


3. Задан цифровой ФНЧ с АЧХ, приближенно совпадающей с гауссовской кри- 
вой: 

| К(е/®Т) | а= е—а* (©Т)*. 

Найти ФЧХ фильтра. В данном примере 

Ат (©) = п | К (27) |= —а? (оТ)?. 


Вычисление коэффициентов Аъ по формуле (15.58) дает следующие результаты: 


л? 4 
Ао= — 2 00, Арай, Дае ов, Аза, 
4 
А=— —— а?, Аз == а?,... 
‹ 4 2'25% 05 0 


Таким образом, 


Фу (0) = — У Ап зіп по Т = 


п== 


4 
= а? Е ѕіп оГ- ѕіп 207 ——- п 307 + 


1 4 
+ РТ ѕіп 47 — = ѕіп 507-4 .. | 


Графики фт (0) для двух значений параметра 
а показаны на рис. 15.16. 


- Рис. 15.16. Фазо-частотная ха- 
» См. [31], формула (4.397.6). рактеристика цифрового фильт- 
См. [31], формула (1.448.1). ра с АЧХ, равной ехр [—а? (оТ) 2] 
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15.11. СИНТЕЗ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ. ОБЩИЕ 
ЗАМЕЧАНИЯ 


Как и аналоговые, цифровые фильтры обычно синтезируются на основе 
передаточной функции, представленной в виде рациональной дроби (12.33). 
В результате соответствующей аппроксимации заданной передаточной функ- 


ции К (2) определяется положение нулей и полюсов на 2-плоскости, после 
чего находятся весовые коэффициенты а, и би, входящие в (12.34). 

Цифровой фильтр можно реализовать либо в виде совокупности простых 
звеньев (первого или второго порядка), либо в виде канонической схемы, опи- 
санной в $ 12.3 (см. рис. 12.6). 

При разбиении фильтра на простые звенья отпадают все ограничения, 
отмеченные в $ 15.2 по отношению к аналоговым цепям. В цифровых цепях 
вопросы согласования входных, выходных и нагрузочных сопротивлений, 
а также вопросы развязки отдельных звеньев вообще не возникают. В связи 
с этим наряду с каскадным (последовательным) соединением простых звень- 
ев широко применяется их параллельное включение. 

В первом случае функция (12.33) записывается в виде произведения про- 
стых множителей, каждый из которых является передаточной функцией зве- 
на (см. аналогичное разбиение в $ 15.2). Во втором случае функция (12.33) 
разлагается на простые дроби 


о, Р (2) _ 
= Д 
К (2) 0 92) А, р ал 


Р , а 
где А, == Е | А — вычет функции К (2)/ А, в полюсе 21}. 


Если знаменатель 0 (2) содержит всего т корней, из которых т; -—число 
вещественных (лежащих на действительной оси), а т, — число комплексно- 
сопряженных пар корней (т = т; -- 2т,), то 


т: т.т . 
1 ПА Вт. 1 2 — ца 2—8 


Это выражение легко приводится к виду 


К) = 4,1 У № У, | ата 


Въ г 
== т, |1 2 18 2 бъ 


где аһ = 2Ве(А,); а= — [Ве (2.һ) Ке(А,) + Іт (22а) іт (А һ)]; Валь = 
== 2Ке (2.һ); Ваһ = — |201]. 


Как в каскадной, так и в параллельной схеме отдельные звенья реали- 
зуются по схеме, описанной в $ 12.8 (см. рис. 12.21). Весовые коэффициенты 
звена второго порядка определяются по формуле (12.57), а звена первого 
порядка — непосредственно из передаточной функции звена. 

Существенно различны подходы к синтезу трансверсальных и рекурсив- 
ных фильтров. 

В $ 12.2 отмечалось, что передаточная функция трансверсального фильт- 
ра не имеет полюсов и импульсная характеристика является ограниченной 
последовательностью {5(#)}, Ё = 0,1,..., Н, содержащей № = Н + 1 от- 
счетов, где Н — число элементов памяти, а значения & (Ф) равны весовым 
коэффициентам фильтра ак. Из этого следует, что задание импульсной ха- 
рактеристики р (№) непосредственно определяет как структуру трансверсаль- 


462 


ного фильтра, так и его передаточ- а, 05 а; 


ную функцию а) а2 а, а, 
К.(2) = а, 4-а =" а 27° +. а 5 4 
Банн. 07 2 зак т 01? А 
а, 
В случае же рекурсивного а) $) аз 


фильтра структура и весовые ко- Рис. 15.17. Симметричная (а) н антисим- 


эффициенты более сложным обра- метричная (6) импульсные характеристики 
зом связаны с импульснои характе- траисверсальиого фильтра 


ристикой и передаточной функ- 
цией. Эти вопросы рассматриваются в следующем параграфе. Здесь 
мы рассмотрим некоторые особенности синтеза трансверсальных фильтров. 
В $ 12.8 и 15.10 приводились примеры простейших трансверсальных 
фильтров со строго линейной ФЧХ. Выявим требования к весовым коэффи- 
циентам, при которых обеспечивается линейность ФЧХ при любом значении 
№. Используем для этого выражение (12.9) и для сокращения записи ограни- 
чимся значением Н = 4, т. е. М = 5: 


Соответствующая этой передаточной функции импульсная характеристи - 
ка & (^) представлена на рис. 15.17, а. 

Наложим условие симметрии весовых коэффициентов, т. е. а, = а,, 
ау = аз, и вынесем за скобки множитель е—297; 


К (еѓеТ) == 6—27 (а, е:2°Т а, ет а, + аз е —і®Т |а, е 207) — 
= 5 е— (97) | 24, соз 20Т -| 2а, соѕоТ а» |. 


Выбор знака плюс или минус перед правой частью приведенного выра- 
жения зависит от соотношения коэффициентов а,, @ и а», а также от их зна- 
ков, фазовая же характеристика ф (оТ) линейна и определяется как 


Ф (Т) = а оТ = оТ, 


где № == 1,2, 3,... при нечетных значениях № >> 3. 
При четных М >> 2 это выражение принимает вид 


Ф(оТ) =РеТ/?, Е-= 1,3, 5,... 


Фильтры с линейной ФЧХ можно осуществить также при антисимметрич- 
ной импульсной характеристике (рис. 15.17, 6). 

Трансверсальные фильтры с линейной ФЧХ применяются в дифферен- 
цирующих устройетвах, а также при исследовании различных систем с не- 
линейными ФЧХ. Болышое число элементов памяти и весовых коэффициен- 
тов, достигающее сотен, не является препятствием при использовании микро- 
электронной аппаратуры. 


15.12. СИНТЕЗ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 
ПО АНАЛОГОВОМУ ПРОТОТИПУ 


Пусть задан аналоговый фильтр с передаточной функцией Кл (ѓо) и 
импульсной характеристикой 5. (1) и требуется построить эквивалентный 
ему (в определенном смысле) цифровой фильтр. 

Рассмотрим физически наглядный, хотя и не во всех задачах эффектив- 
ный, способ, основанный на дискретизации дифференциального уравнения, 
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|=) А 
Рис. 15.18. Цепь, опнсываемая `диффереицналь- 


Ивых иым уравиеуием (15.63) | 


90) т 10) ) т 


описывающего исходную аналоговую цепь. Подобный прием был использо- 
ван в $ 8.18. 

Для сокращения выкладок: обратимся к простейшему четырехполюсни- 
ку, представленному на рис.15.18. Передаточная функция и импульсная ха- 
рактеристика этого четырехполюсника 


К, (р) = 101+ ВСР), да (0) = е". (15.63) 
Выпишем основные соотношения между е (1), ивых (иі (0): 


прсна), и (0 е0) В) 60) _ВСбвых) 
а? аі 
4ивых (0) 1. — 1. 
к ааах (0 = рс е(0). 05,60) 
Используя соответствие (8.113), переписываем (15.64) в форме 


Ивых (1) тых (#{—Т) + С шых (0) = = е(#). (15.65) 
- Переходя к дискретному времени # = тТ и повторяя рассуждения, при- 
ведшие к (8.114), получаем разностное уравнение 


Т = 
Ивых (ТТ) = = е(тТ) + 7 Иных (ТТ —Т), т= ВС. (15.66) 
Этому уравнению соответствует цифровой рекурсивный фильтр первого 


порядка с передаточной функцией и импульсной характеристикой [см. 
(12.11) и (12.46)] 


Кт (р) = ———0—— , р (ЕТ) =. (15.67) 
1 — 0, е 07 
Весовые коэффициенты синтезируемого фильтра должны быть 
ПА — Т/т — __ 
а, =Т/(®- Т) олд, Ь, = т/(т ЕТ) =1/(1-+Т/. (15.68) 


Сопоставим полученные характеристики Кт (р), = (ЕТ) с соответствую- 
щими характеристиками исходного (аналогового) фильтра К, (р), &, (2). 
Сначала сравним АЧХ К, (о) и Кг (о): 
1 1 А а 
——Ы—щ———ы—.— р ———.— , [0] — —— 
[1-5 Сіо |? 1+(от)? К? (©) 1—5 е ‘97 [2 
1-52 — 26, созоТ ° 


Ка (о) = 


Подставив в последнее выражение а, и 6, из формул (15.68), получим 


(Г/л) 


К} (ө) = ати (77) ст ` 
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При, уменьшении шага дискретизации 7 до значения, малого по сравне- 
нию с т, аргумент косинуса оТ в области частот, соизмеримых с 1/т, отвеча- 
ет условию оТ < 1, так что соѕ оТ = 1 — (07)2/2. При этом 


(Т/т)? 1 


К р т 
(7/7)? (07) —— (о7)? 14 (07)? +- —— (от)? 


С помощью этого выражения легко оценивать влияние Т на отклонение 
Кт (о) от К, (о). При Т/т < 0,2 это выражение несущественно отличает- 
ся от К? (о). 

` Обратимся к сравнению импульсных характеристик & (ЕТ) и в, (2). 
При Т/т < 1 можно положить у = 1/(1 + Т/т) = (1 — Т/х) жеТМ. 
Тогда & (ЕТ) = аб = ауе", т. е. с (ЕТ) отличается от а, (ЕТ) только 
постоянным коэффициентом (а, вместо 1/5). | 

Итак, для удовлетворительного совпадения характеристик цифрового 
и аналогового фильтров в данном примере требуется выполнение условия 
Т/х < 0,2. 

При более сложных цепях синтез, основанный на дискретизации диффе- 
ренциального уравнения, становится громоздким. Более эффективен способ 
синтеза цифровых фильтров по заданным полюсам и нулям передаточной 
функции К. (р) аналогового прототипа на р-плоскости. Задача синтеза при 
этом сводится к рациональному выбору оператора преобразования р-плоско- 
сти в 2-плоскость. От выбранного оператора зависят свойства и характеристи- 
ки цифрового фильтра. 

Наиболее простым оператором преобразования является соотношение 
2 = ерт, использованное в гл. 12. В этом случае полюсы гп. и нули 2п оп- 
ределяются равенствами | 


=: епт", оп = ейопТ (15.69) 


пт 


Метод, основанный на операторе 2 = егт, иногда называют мет.о- 
дом стандартного 2г-преобразования. 

Выясним степень приближения характеристик синтезируемого цифрово- 
го фильтра к аналоговой модели на примере рассмотренного выше четырех-, 
полюсника (см. рис. 15.18). Передаточная функция К, (р), определяемая 
выражением (15.63), имеет один полюс 


ри = —1/ЮС = — 1. 


Основываясь на (15.69), находим полюс на 2-плоскости 


2 ега —е-Т/ -=е-Т/АС, 
Тогда 

К (2) =1/(1—-21 2—1) == 1/(1—е- Т/8С 2—1), 

К (егет) = 1/1 —е-Т/т е7) (15.70) 
и АЧХ фильтра | 

\К (©) [= МИГЕе= И —Эе-ТИ созоТ. (15.71) 


Далее, импульсная характеристика в (АТ) = е—*7/* [см. (12.46)]. За- 
мечаем, что & (ЕТ) совпадает (с точностью до постоянного коэффициента 1/1) 
с импульсной характеристикой &, (Ё) = (Мт) е-/т, дискретизованной с шагом 
Т, причем это совпадение не зависит от Т (в отличие от метода, основанного на 
дискретизации дифференциального уравнения цепи). 

Аналогичный результат имеет место и для более сложных цепей. 
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В связи с этим метод синтеза, основанный на стандартном преобразова- 
нии 2 == ері, получил название метода, инвариантного относительно им- 
пульсной характеристики. При этом, однако, АЧХ цифрового фильтра мо- 
жет существенно отличаться от АЧХ аналогового прототипа, что было объ- 
яснено и проиллюстрировано в $ 12.8, п. 2. 


15.13. МЕТОД ИНВАРИАНТНЫХ ЧАСТОТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК 


Для осуществления синтеза, инвариантного по отношению к АЧХ, сле- 
дует применить преобразование, при котором бы вся мнимая ось ѓо р-плос- 
кости отображалась на 2-плоскости одним обходом окружности радиуса 
|2] = 1. 

Этому требованию отвечает билинейное (дробно-рациональное) 
преобразование 


2 = (1+ р) — р), р = @— 06 + 1), (15.72) 


где р = ( -+ і0)/0,, а ®, — произвольная постоянная, обеспечивающая 
безразмерность величины р, выбираемая исходя из соображений нормирова- 
НИЯ. 

Для уяснения смысла билинейного преобразования положим о = 0, 
т.е. приравняем р = 10/®,, и на основании (15.72) запишем 


— ЦЕ атс в 6/9, — о»). (15.73) 
р= 10/9, 10/9, 


Из этого выражения следует: перемещению точки р вдоль оси 1/0 
соответствует перемещение точки 2 по окружности радиуса |2| = 1. 
В этом отношении билинейное преобразование не отличается от обычного 
2-преобразования, при котором 2|, = = е®Т (см. $ 12.6). Отличие в том, 
что угол ®Т возрастает пропорционально частоте о, а при билинейном пре- 
образовании угол ф (0/0 ,) = 2 агсіс 0/0, возрастает нелинейно; при стрем- 
лении ® — + оо угол ф (0/%,) стремится к своим предельным значениям 
+л. Таким образом, вся ось 0/6, р-плоскости трансформируется на г-плос- 
кости в один обход окружности |2| = | и тем самым обеспечивается взаимно- 
однозначное отображение р на г для всей р-плоскости. 

Сопоставление функций е‘Ф(9/9) и еѓөТ позволяет трактовать ф (0/0 ,) = 

= 2 агсіс ®/®, как эквивалентную частоту ®к Т (безразмерную), связанную 
с с обычной частотой ®, используемой при анализе и синтезе аналоговых це- 
пей, соотношением 


2 


оГ = 2 агсів (0/9). (15.74) 
Соответственно 
0/42, = {5 (ө. 7/2). (15.75) 


Нормирующую частоту <, можно определить, установив соотношение 
между какими-либо характерными частотами передаточных функций анало- 
говой и цифровой цепей. Например, если речь идет о цифровом ФНЧ с за- 
данной частотой среза ®.„, эквивалентном (в смысле АЧХ) аналоговому 
фильтру с частотой среза ®,„, то выражения (15.74), (15.75) можно записать 
так: 


од Г = 2 агсіє (о,./,), 0/0 = і (о, Г/2). (15.76) 
Из последнего выражения следует, что 
Оо 0/6 (0,2 Г/2). 
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Пусть, например, частота среза цифрового фильтра должна составлять 
10% от частоты дискретизации 1/Т. Тогда 


Фо Г = 0,1.2л и іе (о, Г/2) = {6 (0,1:2л/2) = 18° = 0,3249, 
а выражение (15.74) переходит в 
о Г = 2 агсіс [(5 ®щ Г/2) 9/0 ,а)] = 2 агсіс (0,3249х), (15.77) 


где х = @/о,, — нормированная частота, использованная при аппрокси- 
мации АЧХ аналогового фильтра (см. $ 15.5, 15.7). 

Полученное соотношение между „7 и х позволяет построить АЧХ син- 
тезируемого цифрового фильтра по заданной характеристике исходного ана- 
логового фильтра. В качестве последней на рис. 15.19, а показана АЧХ 
фильтра Чебышева (при л == 2), рассчитанная в $ 15.7: 


|К (й) |=1И/ 1+7: (0) . 
`’ АЧХ цифрового фильтра представлена на рис. 15.19, 6. Видно, что эта 
характеристика, сохраняя масштаб на оси ординат, сжимается на оси абсцисс 
в пределах —л < оГ < л. 
Обратимся теперь к определению структуры и параметров синтезируе- 


мого цифрового фильтра. 
Отталкиваясь от передаточной функции исходного аналогового фильтра 


{см. (15.42)] 


К (р) = С/(ра — Рхш) (р; — Рхп!), (15.78) 
где ры = (© + ®)/юс„ — переменная, нормированная относительно часто- 
ты среза, и переходя к новой переменной р = (0 -- 1%)/®, = 0,3249 р, 
на основании выражения (15.72) получаем 

2—1 —_ 1 2—1 

р =0,3249р.. = 2+1 ‚ Рх 0,3249 20-1 . 

Подставим полученное выражение для р, в (15.78). Полюсы р, и рут, 
как и в примере, приведенном в $ 15.7, равны соответственно —0,322 -- 
- 10,777 и — 0,322 —10,777. 

После несложных преобразований приходим к следующему результату 


Ко = 1960, 40020112) 
К (2) = (2— 201) (2291) 121—622 ' 
где 0, = Ве (21) И р = —| 21 \?, А, — коэффициент нормирования. 


Рис. 15.19. Амплитудио-частот- 
иые характернстнки аиалогово- 


го (а) н соответствующего ему 
цифрового фильтра (6) -560° -780° 0 780° 360° вТ 
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Полюсы функции К (2) на 2-плоскости связаны с полюсами руна, з С0- 
отношениями 


21 = (1+ 0,3249р,.)/(1 —0,3249р, 1) = 0,72 - 10,393, 
22 =211 = 0,72 —10,393. 


Итак, применение билинейного 2-преобразования привело к появлению 
в передаточной функции двухкратного нуля (в точке 2 = — 1). 

Схема фильтра совпадает со схемой, представленной на рис. 12.21. В дан- 
ном случае весовые коэффициенты в обратных связях (см. $ 12.8, п.4) 6, = 
= 2 Ве (21) =2.0,72 = 1,44, Б, = — [21| = — (0,821)? = — 0,674, 
а в прямых связях а, = 1, а = 2 и а. = 1 | 


При од = 0 2 = 1 и функция К (2)| по условию должна равняться еди- 
нице, как и Функция К (р) при о =0. При указанных выше коэффициентах 
а; и 6; А, 

При езе о. ового фильтра существенное значение ‘имеет выбор 
числа разрядов в преобразователе А-Ц, а также в арифметическом устройстве 
исходя из допустимого уровня шумов квантования и округления (см. $ 12.10 
и 12.11). 

Иначе обстоит дело с весовыми коэффициентами Ё; и 6.. Для точного 
представления этих коэффициентов в двоичной системе счисления может по- 
требоваться значительное число разрядов (1,011101 для ё, и 0,10101101 для 

Ь»). Однако ценой несущественного отклонения АЧХ от заданной обычно 
можно значительно уменьшить число разрядов. Например, при загрублении 
весовых коэффициентов до 6, = 1,0111 (1,4375) иб, = 0,1011 (0, 687) получа- 
ется АЧХ, практически совпадающая с заданной. 

При этом необходимо, однако, учитывать, что погрешность квантования 
в цепях обратной связи накапливается и при значениях [г2. |, близких к еди- 
нице, полюсы могут оказаться вне единичного круга, что означает неустой- 
чивость фильтра. 

Правильный выбор длины кодового слова (т. е. разрядности арифмети- 
ческого устройства фильтра), являющийся одним из важнейших вопросов 
синтеза цифровых цепей, изучается в специальных дисциплинах. 


Глава 16. ОБОБЩЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 
СИГНАЛОВ. КЕПСТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 


16.1. ОБОБЩЕННЫЙ ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ 


В предыдущих главах принцип суперпозиции рассматривался как основное 
свойство линейных систем. Математическая формулировка (1.1) принципа 
суперпозиции, предусматривающая только операцию сложения сигналов, 
является фундаментальной для обработки аддитивной смеси сигналов. Она 
также является основой для спектрального метода анализа воздействия 
сложных сигналов на линейные цепи, для метода интеграла Дюамеля и дру- 
гих методов, при которых входной сигнал представляется в виде суммы эле- 
ментарных слагаемых. 

Однако операция сложения, как указывалось в $ 1.5, не исчерпывает 
проблемы обработки сложных сигналов. Важное значение ` для современной 
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теории и техники обработки сигналов имеют, в частности, операции умноже- 
ния и свертки сигналов. 

Линейные системы не позволяют осуществить раздельную обработку 
сигналов, входящих в произведение или образующих свертку. Иными сло- 
вами, по отношению к сигналам $ (1) = $1 (0) · $» (№ или $ (1) = $; (№ * 5,(0) 
неприменим принцип суперпозиции, в том виде, в каком он сформулирован 
для линейных систем. Однако с помощью сочетания линейных и некоторых 
нелинейных элементов можно осуществить систему, подчиняющуюся 
обобщенному принципу суперпозиции по отношению к упомянутым выше 
(и некоторым другим) сигналам. 

Отыскание классов подобных систем для различных комбинаций вход- 
ных сигналов основывается на теории линейных векторных пространств и на 
общей теории преобразования этих пространств. Основные понятия прост- 
ранства сигналов, трактуемого как векторное пространство, были изложе- 
ны в $ 4.8 и 4.9. Применение этих понятий к задаче синтеза цепей, подчиня- 
ющихся обобщенному принципу суперпозиции, рассматривается в следую- 
щем параграфе. Предварительно поясним принцип построения подобных це- 
пей для одного частного случая, основываясь на физических представлениях. 

Рассмотрим обработку мультипликативного сигнала $ (#1) = $; (Ё) $, (1) 
и поставим перед собой задачу преобразования его к виду суммы х (9 = 
= ху (Ё) - х, (0. Искомый оператор преобразования обозначим символом Р. 
Математически поставленная выше задача сводится к требованию 


В 15 (1 = Р (5, (0-5, (91 = Р 1; (91 -- Р [5 (91. (16.1) 


Известно, что единственной непрерывной функцией, удовлетворяющей 
функциональному уравнению (16.1), является логарифмическая функция. 
Следовательно, оператор В соответствует логарифму и нелинейное устрой- 
ство, осуществляющее требуемое преобразование, должно иметь характери- 
стику вида х = Р ($) = 106 $. Сигнал на выходе этого устройства 

х (1) = Іор [$(0Ё = 106 [$1 (0) -5» (#)] = 10р [$, (1 + 108 [5 (01 = х, (ЭН 

хо (0). (16.2) 

В данном случае для упрощения мы ограничились рассмотрением дейст- 
вительных и ненулевых функций $; (В > 0и 5, (1 > 0. 

По своему частотному спектру, а следовательно и по форме сигналы х; (#) 
и х, (1) отличаются от $1 (#) и 5, (1). Существенно, однако, что сумму х (= 
= хү (1) -- х, (1) можно обрабатывать (фильтровать) с помощью обычной 
линейной цепи. 

Обозначим через у, (#) и у, (№) сигналы на выходе линейного фильтра 
Г, осуществляющего фильтрацию сигналов х, (ѓ) и х, (1). Поскольку послед- 
ние имеют смысл логарифмов $; (#) и $» (0), тои, (й) и у (№) можно рассматри- 
вать как логарифмы выходных сигналов $1вых (и $,ых (д. Тогда возникает 
задача, обратная по отношению к (16.2): как перейти от суммы и, (1) + у» (8 
к произведению 5$вых (#) == вых (0)' Ѕәвых (0). 

Преобразованием, обратным логарифмированию, является потенциро- 
вание. Оператор такого преобразования обозначим Р-*. Тогда характеристи- 


ка нелинейного элемента, осуществляющего обратное преобразование, долж- 
на иметь вид $,ых (#) = Р-! (у), так что 


вых (0) = 0-11 (01 = ехр 0. (9) - (01 = е 9 ем 0 = е!" "вых (0 х 
115 


хе вых (9 == 51вых (2). 8%ъых (2). (16.3) 


1 Здесь н в дальнейшем 105 обозначает операцию логарнфмирования. При вы- 
кладках и вычисленнях нспользуются натуральные логарифмы. 
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(6) 2 (+ (+ + + 10” (6) . 


5@)= 2 00)= у@)ы р Звых (#)= 


=5и (@. 32 @) -2,0 +20) =, @) +% (0) «=зувых(@):82һых(Ё) 


Рис. 16.1. Пример нелинейной системы, подчиияющейся прииципу суперпозиции 


Между двумя нелинейными элементами, осуществляющими преобразо- 
вания Р ир-*, должно быть включено линейное устройство Г. для фильтра- 
ции сигналов х; (#) и х, (#) т. е. для осуществления основной линейной обра- 
ботки. 

В результате приходим к схеме обработки, представленной на рис. 16.1. 
Как обозначено на этом рисунке, нелинейный элемент 2? преобразует произ- 
ведение (:) в сумму (+), линейный элемент Г. сохраняет операции суммиро- 
вания (+) и (--), а нелинейный элемент Р-! преобразует сумму в произведе- 
ние. 

Применение подобной обработки целесообразно в тех случаях, когда 
с помощью линейного устройства Г, возможно разделять по частотному при- 
знаку сигналы х, (@) и х, (1) и изменять в желательном направлении соотно- 
шение между уровнями сигналов и, (1) и у, (№). 

Пусть, например, спектры функций и (1) и у» (№) не перекрываются, а 
линейный фильтр Г. пропускает только сигнал у, (#). Тогда выражение (16.3) 
принимает следующий вид: 


Звых (= 0—10 (@)]-=ехр [и (0) 0] = е9 9 = е!" "вых 9 вых (0). (16.3') 


Аналогично при режекции сигнала и, (#) получим 5$вых (#). Таким обра- 
зом можно осуществить разделение сигналов. 

Система, представленная на рис. 16.1, в целом подчиняется обобщенно- 
му принципу суперпозиции, в данном случае по отношению к сигналу $ (1) = 
== $; (/):5, (#), так как в этой системе между сигналами $, (№) и 5, (1) отсутст- 
вует взаимодействие и соотношение между $1вых (1) и 51 (1), а также между 
$2вых И 52 ({) определяется только линейным устройством Г. 

Именно в этом смысле в дальнейшем будет трактоваться термин «обоб- 
щенный принцип суперпозици и». 


16.2. ОБОБЩЕННАЯ СХЕМА ГОМОМОРФНОЙ 
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 


Если сигналы на входе и выходе ‘рассматриваемой системы трактовать 
как элементы векторного пространства, то любое преобразование Н [5 (0)], 
осуществляемое системой над сигналом 5 (1), является преобразованием про- 
странства сигналов. Такое преобразование переводит элементы $51, $»,... 
пространства входных сигналов в элементы $1вых (0), $эвых ({), ... прост- 
ранства выходных сигналов, причем $1вых (#) = Н (5, (1], $звых (д = Н 15()1. 

Рассмотрим теперь преобразование входного сигнала, являющегося не- 
которой комбинацией двух сигналов $: (#) и ѕ, (1). Как уже ранее отмеча- 
лось, для обработки сигналов в радиоэлектронике наибольший интерес 
представляют следующие три комбинации: сложение, умножение и свертка. 
Обобщим эти операции символом П, т. е. $ (#) = $, (й) О $» (0). Каждому сиг- 
налу $ ({) соответствует вполне определенный элемент $вых (#) = Н 6 (д1 в 
пространстве выходных сигналов, однако различным операциям — сумми- 
рованию, . умножению или свертке соответствует определенный оператор: 
Н,, Н, или Ну. 
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Можно синтезировать систему, осуществляющую такое преобразование 
входного сигнала 5 (№) = $; (1) 0 $» (1), при котором сигнал на выходе бу- 
дет иметь ВИД бвых (#) = Н [51 (01 О Н 6 (0,1, где О — обозначение (06- 
щее) операций над элементами пространства выходных сигналов (сложение, 
умножение, свертка), причем операция О может не совпадать с операцией 0. 

Для такой системы имеет место следующее соотношение: 


Н [51 (#) [1 $ (] = Н [$1 ®]ОН [55 (01. (16.4) 
Имеется в виду однозначное, но не обязательно взаимно-однозначное 
преобразование. 


‚ Примером невзаимно-однозначного преобразования может служить 
операция квадрирования 
Н [$ (91 = [$ ОР. 


Каждому значению $ (#) соответствует одно-единственное значение 5? (#) 
в пространстве выходных сигналов, при обратном же преобразовании полу- 
чим два возможных значения $ (№. 

Преобразование векторного пространства, отвечающее равенству (16.4), 
называется гомоморфным (в отличие от обратимого, изоморфного пре- 
образования), а системы, осуществляющие такое преобразование, называ- 
ютсягомоморфными относительно операции Г] на входе и операции 
О на выходе системы. 

В частном случае П = О == (+) выражение (16.4) переходит в соотно- 
шение 


Н 18, (9 +, (91 = Н 18, (01 + НБ, (11, (16.5) 


соответствующее формулировке принципа суперпозиции для обычной линей- 
ной системе [см. (1.1)]. 

С этой точки зрения выражение (16.4) можно трактовать как обобщение 
принципа суперпозиции. 

Пространство выходных сигналов, как и исходное, является линейным 
векторным пространством, хотя сам оператор преобразования Н [ ] может 
быть нелинейным. 

Проиллюстрируем смысл этого обобщения на нескольких примерах. 

1. Система, осуществляющая преобразование Фурье сигнала $ (1 = 
== 51 (1) + 5з (0). 

В данном случае П = О = (+) и 


$ [5 (91 =$ 18 (9 + 5% (@]= $ [51 (01+ [52 (1]] = $1 (о) -- $ (0) (16.6) 


— чисто линейное преобразование. 
Аналогичное соотношение можно написать и для г-преобразования, обо- 
значаемого через Ё [ 1: 


Е [6 (01 Е 18, (0) +52 (91= Е 15, (014-215, (01 = $, (2) + 8, (0). (16.7) 


Выражения (16.6), (16.7) соответствуют определению принципа суперпо- 
зиции для линейной системы. 

2. Система, осуществляющая преобразование сигнала $ (їй) = 
= 51 (1) $2 (2) в сумму х (0) = м (0) х, (2). 

В данном примере 0 -— (:), О — (+). В соответствии с предыдущим па- 
раграфом [см. (16.2)] оператор Н есть функция логарифмирования 108: 


НВ (0) = НЫ (0 - 55 (01 = 108 [5 (0 5 (01 = 108 в, (0 + 1085. (0, 
5122 0, 82 0. (16.8) 
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В данном случае гомоморфное преобразование с помощью нелинейного 
элемента (с логарифмической характеристикой) переводит операцию умно- 
жения в операцию сложения, что и обеспечивает применимость принципа су- 
перпозиции к выходным сигналам. 

3. Система, осуществляющая преобразование Фурье сигнала, представ- 
ляющего собой свертку континуальных сигналов $, (#) = $ (*55( или 
свертку дискретных сигналов $ (т) = $ (т) ® 5, (т). 

Известно, что свертке функций времени соответствует произведение их 
спектральных плотностей [см. (2.64)]; следовательно, в данном случае 0 обо- 
значает свертку ж или ®, а О — умножение ( · ). Таким образом, для ана- 
логового сигнала 


$ [$5 (1]] = $ [5 (2) #5 (1)] = $ [51 (#19 [$ (#)] = $, (©). $» (0) (16.9) 
и для дискретного сигнала 


Е [8 (| = Ё [5 (19 С за (т) = [54 (и) 1-Е [5 (901 = 3, (2)-З» (2), (16.10) 


где & [ ], как ив п. 1, обозначает 2-преобразование. 

В рассматриваемом примере гомоморфное преобразование, переводящее 
операцию свертки в операцию умножения, является линейным (это относит- 
ся как к $ [1, такик | ]). Оба эти преобразования обратимы, так как каждо- 
му прямому преобразованию соответствует однозначное обратное преобра- 
зование. Иными словами, преобразование Фурье и 2-преобразование изоморф- 
ны. 

Дополнительное гомоморфное преобразование с помощью логарифмиче- 
ской нелинейности (как в примере 2) приводит к сумме функций вида 


108 $, (о) ++ 108 $, (о) или 108 $, (2) 4-108 5, (2), 


что и обеспечивает применимость принципа суперпозиции. 

4. Система, осуществляющая преобразование операции сложения сиг- 
налов в операцию их умножения. 

В $ 16.1 показано, что для такого преобразования требуется нелинейный 
элемент с характеристикой х (1) = ехр [$ (#)] (см. (16.3)]. 

Приведенные выше рассуждения, а также примеры позволяют обобщить 
намеченную в $ 16.1 систему гомоморфной обработки так, как это показано 
на рис. 16.2. Обобщенная, так называемая каноническая система 
гомоморфной обработки состоит из трех каскадов. 

Первая система 0, в общем случае нелинейная, обладающая свойством 


Во [$1 (1% (91 = Вы [$ (91+ Вы [5 (9) = м (0) + х (0), (16.11) 


подчиняется обобщенному принципу суперпозиции со входной операцией ПО 
и выходной операцией (--) (см. обозначения на рис. 16.2). Система Эн назы- 
вается характеристической системой гомоморфной обработки. 

Система Г, являющаяся обычной линейной цепью, удовлетворяет усло- 
вию Г (А (В + х (01 = 11а (01+ Их, (= и (0 + у, (0) и выполняет 


ИНИ өю жөо 


| | 
| ° 1: 
50 | 2) у |Звых @ 


{_ ` к ————————— о...) 
Рис. 16.2. Каиоиическая система гомоморфной обработки 
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основную функцию по раздельной обработке (фильтрации) сигналов ғ; (1) 
и х, (1). . 

Наконец, система Рсї, преобразующая операцию сложения в выходную 
операцию (О), удовлетворяет условию 


Ро’ л (0) + 12 ()] = Бо’ 1% (1005 10% (]= вых (О $эвых (0). (16.12) 


Преобразование Р-* является обратным по отношению к преобразова- 
нию Э. Если Р — система нелинейная, то и Р-* — нелинейная система. 

В последующих параграфах поясняется выбор характеристических сис- 
тем Ру и05! для двух классов сигналов — произведения и свертки. 


16.3. ГОМОМОРФНАЯ ОБРАБОТКА 
МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО СИГНАЛА 


Структурная схема обработки мультипликативного сигнала пред- 
ставлена на рис. 16.1 и описана в $ 16.1. Наложенные при анализе этой 
схемы ограничения — действительные и ненулевые сигналы $; (#) и $» (0), а 
также разнесенность или несущественное перекрытие их спектров не препят- 
ствуют применению гомоморфной обработки в ряде важных для практики за- 
дач. К таким задачам относится, в частности, обработка сигналов телевизи- 
онного изображения. Дело в том, что, как правило, яркость фона на экране 
изменяется медленно, а контрастность изображения определяется высоко- 
частотными изменениями сигнала, так что результирующий эффект можно 
считать пропорциональным произведению двух сигналов — низкочастотно- 
го $1 (#) и высокочастотного $» (й). По своей природе эти сигналы являются 
действительными и положительными функциями времени. 

Примерный вид сигналов $; (#), $» (#) и ѕ (№) представлен на рис. 16.3, а. 
Запишем их в форме 


51 (#) = Ао; + Аз, (0) >>0, $2 (0) = А» + Аз (0) > 0, 


где А и А, — постоянные составляющие соответственно функции $, (Ё) и 


$ (0) = $1 (0-5. (0) = А40 + АоА8 (1) + Аа Аѕ (0) + Аз (0): Аѕ, (0). 


В связи с тем, что сигнал $, (ѓ) изменяется в широком динамическом диа- 
пазоне, соответственно изменяется и сигнал $ (1). Это предъявляет жесткие 
требования к линейности амплитудной характеристики телевизионного трак- 
та. Выгодно ослабить влияние $, (#) и подчеркнуть сигнал 5, (#), от которого 
зависит контрастность изображения. Для выявления возможности такой об- 
работки рассмотрим спектры сигналов. 

Спектры исходных сигналов $ (#) и $» (1) показаны на рис. 16.3, б и в. 
Дельта-функции относятся к спектральным плотностям постоянных состав- 
ляющих Аз и Ду», а ду (©) и 54, (о) обозначают спектры переменных со- 
ставляющих Лз; (№ и А5, (1). 

Спектр результирующего сигнала $ (#) представлен на рис. 16.4, а. Про- 
изведению Д$, (# · Л, (Ё) соответствует свертка спектров 54; (о) и 54, (6). 

С помощью обычных линейных фильтров можно отфильтровать постоян- 
ную составляющую и низкочастотную часть спектра в полосе от нуля до 
о. Однако спектр «д; (©) * 54, (®) не поддается разделению с помощью 
линейной фильтрации. В этих условиях применение системы, предётавлен- 
ной на рис. 16.1, оказывается весьма эффективным. Хотя форма колебаний 
х, К и х, (0) на выходе логарифмического преобразователя существенно от- 
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0 © тіп © 


Рис. 16.3. К гомоморфной обработке мультипликативного сигнала: 


а) исходные сигналы 5$:(#), 52({) и их произведенне; б) спектр медленно изменяющегося сигнала 
51 (1); в) спектр быстро изменяющегося сигнала 52(#) 


Ари Ад 6) |Зду @) * Зд2 | | 
А 54200) 


0 о ми“ о О тп о 


о о © т\п о 


Рис. 16.4. Спектр мультипликативного сигнала (а) и спектр того же сигнала после 
логарифмического преобразования (6) 
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Рис. 16.5. Амплитудио-частотная характеристика АЧХ 1 
линейной цепи в системе на рис. 16.1, обеспечи- 
вающая сжатие динамического диапазона и по- 
вышение контрастности изображения ! 
| 


Область тл Область частот, 
частот, | определяющая 

определяющая контрастность 
яркость \ изображения 


личается от исходных сигналов $, (1) и $» (1), соответствующие им спектраль- 
ные полосы разнесены на оси частот в такой же степени, что и спектры 
$41(0) и 54, (6) (рис. 16.4, 6). В спектре Х, (о) преобладают низкие часто- 
ты, близкие к ©, ав спектре Х, (®) — частоты, нижняя граница которых 
близка к Фу. 

Применение линейной цепи Г. с АЧХ, показанной на рис. 16.5, позволя- 
ет существенно снизить относительный уровень сигнала и. (1. 

После обратного нелинейного преобразования О-* получается новый 
мультипликативный сигнал $,ых () = $1вых (%ьых (й с требуемым соотно- 
шением уровней $1,ых (№) И $жых (2) 

Таким образом можно осуществить одновременно сжатие динамическо- 
го диапазона и повышение контрастности изображения. 


16.4. ГОМОМОРФНАЯ ОБРАБОТКА СВЕРНУТОГО 
СИГНАЛА 


Пусть задан континуальный сигнал $ (1) = $; (7) ж <, (1) и требуется осу- 
ществить обработку, в результате которой выходной сигнал получится так- 
же в виде свертки $»ых (1) == $1вых (#)ж5эвых (#), но с измененным соотноше- 
нием между составными сигналами. 

В данном случае операции П и О совпадают с ж и каноническая форма 
системы обработки принимает вид, показанный на рис. 16.6, а. 

В соответствии с (16.11) характеристическая система Р, должна отве- 
чать условию 


В, 181 (+5 (1)] = Р, [81 (91+ Б» [52 (91. (16.13) 


В отличие от мультипликативного сигнала (см. $ 16.3) не существует под- 
ходящей функции для прямой реализации условия (16.13). Можно, однако, 
сначала перевести операцию свертки в операцию умножения, а затем произве- 
дение преобразовать в сумму. 

Подвергнув входной сигнал преобразованию Фурье, получим [см. (16.9)] 


$ [5 (11 =$ (о) = $, (о) 5, (0). (16.14) 


Следующий шаг — преобразование произведения в сумму с помощью 
выражения . 


105 $ (о) = 1085, (®). + 108$, (о). 


Применив, наконец, к 106 $ (®) обратное преобразование Фурье, придем 
к характеристической системе О... 

Структурная схема О. представлена на рис. 16.7, а. На выходе этой сис- 
темы сигнал 


х (0) =$-1 106 $ (0)] = #1 [106 $; (0)1 + $ -* 106 5, (0) = х (0) + (2). 
(16.15) 
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а Ф 4 о 


а Ж Ж | 
М -7 
1 а а св 


2 © + Ф (+) ®. 
= ]) р 
У Бе Е Е 


Рис. 16.6. Гомоморфная обработка свернутого аналогового (а) и цифрового (6) сиг- 
налов 


Функции жу (Ё) их, (№) по своей форме, естественно, существенно отлича- 
ются от исходных сигналов $; (1) и $» (2). 

На рис. 16.8, а представлена обратная характеристическая система В;'. 
Эта система получается из О, заменой преобразования Іор [ ] на преобразо- 
вание ехр [ ]. 

На вход системы Рх! подается сигнал у (1) = и. (0 + у» (0) с выхода 
линейной системы /.. | 

После преобразования $ [и (#] получаются спектральные функции 
У, (о) и У, (о). Дальнейшее преобразование вида ехр [ ] приводит к произве- 
дению вида е\!(9) .еҮ:(®), каждый из. сомножителей которого также является 
спектральной функцией. 

Наконец, обратное преобразование Фурье 


бык [ее ее о = бы; (Ож (0 (16.16) 


определяет выходной сигнал в виде свертки, в которой сигналы $1.ых (й) и 
бзвых ({) Изменены по сравнению с $; (#) и $» (2) в требуемом соотношении. 
Цифровой вариант характеристической системы Р представлен на 
рис. 16.7, 6. 
Сигнал (дискретный) на выходе этой системы определяется выражением, 
аналогичным (16.15): 


х (т) = т фи 3) 2—1 = 1 фи $ @ 2" 4 


1 мМ. 
г фи" $ (2) 2—1 42 = ху (т) + жт. (16.17) 


а) 
-у 
я Ик 90 |0 


=5, ()*52 0) = 6,():55 (©) 1098, (0)+ =2,() +200) 
+109 $2 @&) 


А 
2з ГА} ^ за = 
8; 07) ® $ 07) -8, @)- 5,00) 109 $ (2) Д 20, (77) +02 (т) 
=1098,(2) +1058; (2) 
Рис. 16.7. Характеристическая система 0), для континуального сигнала (а) и Ре для 
цифрового сигнала (6) 
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=9, @) КА (2) =\/(@)+ > (6) 20 е =5увых @) 526 (02 


4 


$) 


^ № 
= + ГАЗ = 
учу, (т) -Ф0)+%, (2) =, е 2 =Зувых 070+ 52вых 07) 


Рис. 16.8. Представление систем 0+! и Ру! (на рис б в выходном СИГ- 
нале должен быть знак ©) 


Обратная характеристическая система Пе! представлена на рис. 16.8,6. 
Сигнал на выходе всего устройства 


ы (п) = п фей 0 еб 00 27-1 42 = ных (п) ых). (16.18) 


2лі 

В практике наибольшее распространение получила гомоморфная обра- 
ботка свернутого сигнала, заканчивающаяся выделением функций х, (1), 
Хз (Ё) [или х, (т), х, (т)], содержащих в себе всю информацию о входных 
сигналах $ (1) и $; (1) [или $ (т), 5, (т). При этом необходимость в гро- 
моздких преобразованиях Эх! или Бс! отпадает, а выходные сигналы оп- 
ределяются с помощью соотношений (16.15) или (16.17). 

Главная особенность указанных соотношений — замена спектральной 


плотности $ (о) логарифмом $ (о), а 2 -преобразования $ (2) — логарифмом 
$ (а). 
Основанный на логарифмически-спектральном преобразовании метод 


привел к новому направлению в теории сигналов, получившему название 
кепстральный анализ. 


16.5. КЕПСТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СИГНАЛОВ. 
КЕПСТР МОЩНОСТИ 


Исторически понятие «кепстр» было определено выражением \ 
С, (а = > | Іп [$ (@) Ре до, (16.19) 
д 


где 5 (®) — амплитудный спектр континуального сигнала $ ($. 

Поскольку $? (о) имеет смысл спектральной плотности энергии сигна- 
ла$ (1) (см. у 9), то С, (4) истолковывается как энергетический спектр функ- 
ции Іп [$ (®)Р. 

Но из (16.19) очевидно, что аргумент д этого «спектра» имеет размер- 
ность времени, а не частоты. Этим и объясняется распространение термина 
«кепстр», который образован перестановкой букв в термине «спектр». (В за- 
рубежной литературе аргумент называют «диеігепсу», что по-русски выгля- 
дит как «частота».) 


і 


1 См., например: А. Місһе] №1. Серзігип Респ реіегтіпаііоп. — Тһе Т. ої 
{Ве Асоизііса! Ѕос. ої Атегіса, 1967, у. 41 №2 
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Хотя 4 имеет размерность времени, это особое, кепстральное время, 
поскольку С, (9) в любой момент 4 зависит от функции $ (1), заданной при 
— оо < {< оо. 

Определяемый выражением (16.19) кепстр принято называть кепстром 
мощности *. Фазо-частотная характеристика спектра не учитывается 
(в $ 16.9 будет рассмотрен «комплексный кепстр»). 

Кепстры мощности получили распространение при анализе сигналов, 
представляющих собой свертку двух функций времени, таких, что после пре- 
образования $ (#) по алгоритму (16.19) образуются неперекрывающиеся на 
оси 9 импульсы. В подобной ситуации фазовый спектр составных функций, 
образующих свертку сигналов 5; (#) и ѕ (1), может не приниматься во внима- 
ние. 

Следует отметить, что выражение (16.19) имеет смысл не для любого сиг- 
нала $ (1). Действительно, для сигнала с конечной энергией выполняется ус- 


ловие ( 5? (о) 4® < оо, из которого следует, что при |®|-> оо 5? (о) — 0. 


Но тогда при |®| — оо обращается в бесконечность |п 8 (®)| и интеграл 


{ Та 5? (о) до расходится. 


Это противоречие в некоторых практических задачах обходят заменой 
пределов интегрирования + оо граничными частотами + 0, в пределах 
которых заключена основная доля энергии сигнала и значение функции 
Іп 5° (о) ограничено. 

Проиллюстрируем применение кепстра мощности ка следующем приме- 
ре. Пусть задан сигнал $ (1) на выходе линейного тракта и требуется полу- 
чить информацию об исходном сигнале $, (#), действующем на его входе, а 
также об импульсной характеристике р (1) самого тракта. Связь между тре- 
мя перечисленными функциями времени определяется сверткой 


$ (#) == 51 (жа (0). 

Подобная задача возникает при анализе сейсмических процессов, при 
использовании радиолокационных методов определения характеристик сре- 
ды распространения, при анализе сигналов речи и т. д. 

В частности, при разработке электронных синтезаторов речи под $; (#) 
подразумевается сигнал, о котором известно лишь, что его спектральная 
плотность $; (®) заключена в некоторой полосе |о| < ®тах, а форма АЧХ 
характеризуется периодической изрезанностью, однако период пульсации 
1/Т (на оси частот), а также амплитуда пульсации подлежат определению. 
Об импульсной характеристике речевого тракта р (Й только известно, что ее 
продолжительность мала по сравнению с Т, так что передаточная функция 
тракта К (о) изменяется плавно по сравнению с пульсацией $, (®.) 

Результаты обработки сигнала $( = $; (0) * 2 () по схеме на 
рис. 16.9 показаны на рис. 16.10. 


50) =. 


-5/0*9@  тт\ҹ̧С 22 


150)? 


1091$ (612 
Рис. 16.9. Определение кепстра мощности континуального сигнала по алгоритму (16.19) 


1 Применительно к сигналам конечной длительности более уместен термин 
«кепстр энергии». Во избежание путаницы здесь сохранена формулировка, получив- 
шая распространение в литературе. 
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„После фурье-преобразова-: 
ния, определения квадрата мо- 
дуля спектра, а также логариф- 
мирования получаются функции 
Іп 51 (о) и ШК? (~), пример- 
ный вид которых представлен 1 
на рис. 16.10, а. 

Функции Іп 81 (о), изме- 
няющейся с периодом 1/Т, соот- 
ветствует кепстр С. (9) в виде 
пика на частоте Т, медленному 
же изменению функции Іп К? (©) . 
соответствует кепстр С, (4) в 0 Т Сачтота, с 


6) 
аспол о- 
виде импульса, р Сп 0б. Рис. 16.10. Логарифмы функций 5# (0) 
Ч К?(®) (а) и соответствующие им кепстры 
ласть малого кепстрального (6) 


времени). 

Таким образом можно выявить основную частоту 1/Т, а также получить 
некоторую информацию о форме АЧХ речевого тракта. 

В отличие от рассмотренной выше упрощенной модели со строго периоди- 
ческой пульсацией спектра $, (&) и с постоянной (во времени) передаточ- 
ной функцией К (®) при обработке реальных сигналов речи приходится иметь 
дело с «квазипериодическим» процессом, частота которого изменяется во вре- 
мени. То же относится к функции К (о). Путем усреднения спектров по боль- 
шому числу отрезков реализаций, в пределах которых функции $ (о) и 
К (о) практически неизменны, удается выявить средние частоты и парамет- 
ры тракта, необходимые для синтеза звуков речи. 

Составим теперь выражение для кепстра мощности цифрового сигнала. 

Основываясь на выражении (16.17), представим кепстр мощности диск- 
ретного сигнала в форме 


С, (т) = —— $ | $ (2) |22"! 42 (16.20) 


или в эквивалентной форме [см. (12.28)] 
С, (т) => | Іп | $ (е/Т) |2 соѕ (отТ) а (оТ). (16.20’) 


Вычисление С, (т), как правило, производится с помощью БПФ. Для 
осуществления преобразований, эквивалентных алгоритму (16.20’), посту- 
пим следующим образом. Подвергнем входной сигнал $ (0 дискретному пре- 
образованию Фурье по формуле (12.14): 


М—1 1-27 тп 
$ (п) = У 5те М ,п=0, 1... №1, (16.21) 


т== 0 


в результате чего получим № спектральных коэффициентов входной последо- 
вательности {5 (т)}. 


В $ 12.6 было показано, что $ (п) совпадает со значением $ (еѓ©Т) в точ- 
2л 


ке2 = е \ , лежащей на окружности единичного радиуса: 


ре. 
5% 60е м ") рез (Пи $ 
71 См. сноску на с. 469. 
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8(т)= ЕТО 2) (09 150012} 


=5,0т) ® 5207) 


Рис. 16.11. Определение кепстра мощности свернутого сигнала (цифрового) . 


Переходя к модулям [$ (п)|? = [Ве $ (п)] ? + Па $ (п)? и логарифми- 
руя, получаем № чисел вида Іа |$ (п)| *. 
Применив, наконец, ОДПФ 


м1 1271 пт 
С, (т) =-- Уп 5 Ре №", т0, 1,..., 2—1, (16.29) 


п == 0 


найдем кепстр мощности сигналов. 

Алгоритм перечисленных выше преобразований представлен на 
рис. 16.11. 

Вычисление кепстра мощности дискретного сигнала будет рассмотрено 
в следующем параграфе. 


16.6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАДЕРЖКИ СИГНАЛА 


В ряде областей техники приходится иметь дело с обработкой сигналов, 
являющихся суммой исходного (зондирующего) сигнала и сигнала, отра- 
женного от различных объектов. К таким областям относятся радиолокация, 
сейсмология, акустика и др. Сигнал на входе устройства обработки можно 
представить в форме 


$ (т) = $, (т) + а $ (т — т), а < 1, (16.23) 


где {5; (т)}, т = 0,1,..., № — 1, — дискретизованный зондирующий сиг- 
нал, представляющий собой эквидистантную последовательность отсчетов с 
шагом Т; а $ (т — то) — отраженный сигнал, который можно трактовать 
как задержанную на время & = т,7 копию исходного сигнала. 


Пусть исходному сигналу {$1 (т) } соответствует 2 -преобразование $, (2). 


Тогда 2-пресбразование последовательности а, (т — то) будет а$; (2)2-"%, 
а суммарного сигнала {$ (т)}. 


5 (2) = $ (2) 4-45, (2) 2" = 8342) (1 4-а") = $, (2 $ (2). (16.94) 


Из (16.24) следует, что определяемый выражением (16.23) сигнал $ (т) 

можно трактовать как свертку $ (т) = $ (т) ® $» (т), где <, (т) — сигнал, 

2-преобразование которого равно 1 -- @2-"%- 

оо оо Таким сигналом является сумма двух дельта- 
функций (рис. 16.12): 


$ (0) = ӧ (0 - о (7 —– т,Т). 


«(2 -тд7) Это обстоятельство имеет фундаментальное 
значение, так как показывает, что широкий класс 
задач в перечисленных ранее областях, в кото- 
0 тот і рых приходится иметь дело с отраженными сиг- 
Рис. 16.12. Сигнал 8(#)4- НаЛами, сводится к обработке свернутых сиг- 
а (тот) налов. 
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АМ 

Существенно, что множитель $, (2) = (1 + а") в выражении (16.24), 
учитывающий задержку отраженного сигнала т,Г и коэффициент отраже- 
ния о, от структуры спектра исходного сигнала не зависят. 

Обратимся к (16.24) и, учитывая, что контур интегрирования в (16.20) 
совпадает с окружностью единичного радиуса на 2 -плоскости, подставим в 
множитель (1 + &2—") вместо 2 переменную еѓо?. 

Тогда 


|3, егт) = 1 ае ‘ют Г |2 = (1 + ае— ют 7) (1 —- петь т) = 
=1-- а? -|- 2а соѕ (ото Т). (16.25) 


Таким образом, выражение (16.24) позволяет составить следующее со- 
отношение: 


[8(еготу? = [ 3, (егет [| [1 4-а + Фо с0$ (от, Т). (16.26) 
Из (16.26) видно, что наложение задержанной копии аѕ (т — ть) на 


исходный сигнал $, (т) создает эффект модуляции спектра энергии |$, (еѓот) |2 
по закону 1 + а? - 2а соѕ (ют, Г). Глубина модуляции определяется ко- 
эффициентом 2/(1 + а?), а период модуляции равен 2л/ть. 

С аналогичным явлением мы встретились в примере предыдущего 
тараграфа, где спектр энергии исходного сигнала также являлся периоди- 
ческой функцией ©. 

Прологарифмировав выражение (16.26), получим 


шп | 8 (ет) |2 = 10 | $, (ет) шт [1 о? -- 24 соѕ («ть Т)]. (16.27) 


Примерный вид слагаемых правой части показан на рис. 16.13. 
Вычислим кепстр мощности по выражению (16.20'), которое на основа- 
ии (16.25) —(16.27) можно записать в форме 


С, (т) = =— { т | $ (еѓот) |2 соз (тот) 4 (Т) + > { ША 


4 ае то 97 |1 соѕ (тоТ) а (оТ) =Са (т) + С (т). (16.28) 


Как видно, информация о задержке & содержится в кепстре С, (т), 
оэтому вычисление начнем именно с С.» (т), не уточняя пока структуры 
игнала $; (т) и кепстра С,; (т). 


Рис. 16.13. К выражению (16.27); а=0,8, пь-=10 
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Основываясь на выражении (16.25), получаем 

Іп | 1-Е ае- о 97 [2 — п (1 Бает "т ӘТ) -|- п (1 а ет ӘТ). 

Так как | ме е7 |< 1, можно воспользоваться разложением 
ш (1-х) =х— х2/2 + х3/3—... 
Тогда 


п | 1 -- а е й" ӘТ |? = а (е— "о оТ + ето т) а? (е — (2те ӨТ | еі2т, өту + 
2 

+— (е—Зто ӘТ -- ето ӨТ). = 20 с0$ (то ®Т) — а? соз (2т, ®Т) + 

+ = 2 соѕ (3 т, ®Т)—... 


Подставив этот результат во второе слагаемое в правой части (16.28), 
получим 


л л 


| соѕ [(т— ть) Г] а (от) + >- { со$ (тт) оТ] х 


— л -— л 


Са ша. 


а 


хае — аа |1 | соѕ [(т-— 279) өТ]а (оТ) | 


+ -- | соѕ (т+4-2т,) оТ] оту + 
л 


Очевидно, что С,, (т) отлично от нуля только в точках т = + т,, 
= + 2 ть ит. д., причем 


С.„ (то) = С» ( —то) =@, С. (2то) =С»(—2то) = — 9/2, С (Зто) = 
= С, (— Зто) = 8/3, 


Кепстр С.» (т) представлен на рис. 16.14. Истинная задержка опреде- 
ляется по положению первого пика. 

Найденный выше кепстр С, (т) наблюдается на фоне кепстра Са (т) 
исходного сигнала. Для надежного определения 2 требуется достаточное 
превышение С, (т) над С; (т), а также разнесение их на оси кепстрального 
времени мГ. Важно, чтобы кепстр С, (т) концентрировался вблизи начала 
отсчета кепстрального времени. Кроме того, кепстр С, (т) должен быть сво- 
боден от ложных пиков. Степень выполнения этих требований зависит от 
структуры спектра $; (о) исходного сигнала $; (И. Некоторые соображения по 
этому вопросу приводятся в следующем параграфе. 


бёе7® 
0,4 


42 


0—20 20 80 80 Шт 


Рис. 16.14. Кепстр С.2(т) при о =0,8 Рис. 16.15. Сигнал 5! (1) = Аѓе-5*, нормиро- 
ванный к величине А/Ь, БТ 0,05 
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16.7. ПРИМЕР ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАДЕРЖКИ 
СИГНАЛА 


Для иллюстрации метода воспользуемся сигналом $; (2) в виде импульса 
(рис. 16.15) 


(= АЁе-и, 6220, #>0. 


Импульс $; (2) достигает своего максимума при 6 = = 1, так что амплиту- 
да импульса $; һах = (4/5) Біе—° = (А/Б) е —!. 
Спектральная плотность выбранной функции 


$ (о) = АДЬ + го)? (16.29) 


Имея в виду цифровую обработку, переходим к дискретному времени 
і = тТ; тогда 


$1 (т) = АТте— 27" т 0), 1, ..., М— 1, 


и максимальное значение отсчета сигнала $; (#) получается при т = ШОТ 
(см. рис. 16.15). 
Перейдем от спектральной плотности (16.29) к 2-преобразованию 


рє М1 М1 
5, (еѓоТ) =АТ У тет е—–іоТт =ДТ Уу те Тю т. (16.30) 
т== 0 т = 0 

Получилась арифметико-геометрическая прогрессия. 

Шаг дискретизации Т зададим из условия, чтобы на длительность им- 
пульса приходилось достаточно большое число отсчетов №, а постоянную б — 
— из условия №Ме—°7 < 1. При этом верхний предел суммирования № — 1 
в выражении (16.30) можно заменить на оо, что приводит к простому резуль- 
тату 


$; (еѓет) = АТе– #7 е ӘТ (|е Те іеТ)2, (16.31) 
Модуль полученной функции 

Ра — ЪТ 

|3, ет (16.31') 


12е 07 соз оТ 4-е — 227 


|п| $, (е’т) {2 = 1а (АТ)2-– 257 —2 т (1—2е-27 соѕТ е 257). 
Применив к этому выражению формулу (16.20'), получим!: 
при т = 0 


Са (0) = 11 (А7) 257—2 1 пл (1 —2е—5Т соѕоТ 4-е 227) 4 (оТ) = 
дл 
0 


= п (47)? —26Т; 
при т=>=0 


Са (т) = —2 > [1 (1—2е-—2Т соз ӨТ + е 257) соѕ (тот) 4 (@Т) = 
л 
0 


7 т т 


1 См. [31], формулы (4.224.14), (4.397.6). 
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Вычислим С, (т) для следующе- 
го частного случая: ти = 5 мкс, М= 
= 128, Т = т,/ №40 нс, е- 2" =0,95, 
ЬТ д 0,05, В = 1,25.108. 

Кепстр С, (т) представлен на 
рис. 16.16. На том же рисунке пока- 
зан кепстр С,, (т), соответствующий 
коэффициенту а = 0,8 и задержке 
к = тТ при т, = 5. Как видно из 
этого рисунка, кепстр С, (т) концен- 
трируется вблизи точки мт = 0 и 
монотонно убывает с возрастанием т. 
При & > 57 обеспечивается сущест- 
венное превышение С, (т) над 
С (т), что открывает возможность 
Рис. 16.16. Кепстр Сз (т) сигнала $1 (#), измерения весьма малых задержек 
показанного на рис. 16.15 и кепстр даже при наличии помех. В данном 
С.2(т) при а=0,8 и задержке Ё= 
то 57 примере минимальная измеряемая 

задержка {, составляет всего лишь 
~ 5% от длительности импульса. 

Для реализации такого же разрешения путем укорочения зондирующе- 
го импульса его длительность должна быть не больше ~~0,25 мкс. 

Сопоставим полученный результат с тем, который можно получить с по- 
мощью метода корреляционной функции. Заметим, что структурная схема, 
показанная на рис. 16.11, отличается от схемы рис. 12.44 только наличием 
операции логарифмирования. Определим корреляционную функцию сигна- 
ла $ (т) = $, (т) + “$, (т — ть) выражением 


В, (т) =— | |3 (егт) | соз (тот) а (Т). 


С помощью процедуры, использованной при выводе выражений (16.25)— 
(16.28), нетрудно прийти к следующему результату: 


В, (т) = (1 4-0) Ва (т) - «Ви (т —ть) - «Ви (т -- ть). 


Даже при а — 1 и отсутствии помехи определение задержки по функции 
В, (т) возможно лишь при задержках &, не меньших чем ~ т,/2. Этот ре- 
зультат иллюстрирует эффект, обусловленный введением операции логариф- 
мирования перед преобразованием Фурье. 

Итак, кепстральная обработка позволяет существенно облегчить 
определение задержки. Однако этот выигрыш достигается весьма до- 
рогой ценой. Требуется применение широкополосного тракта обработки с 
очень низким уровнем шумов, поскольку уровень спектральной плотности 
полезного сигнала в центральной части диапазона 0, 1/Т чрезвычайно низок. 

Так, при оТ =0 


. —— орт 
е 10 ии зе (АТ)? 
|3, (его) [= (47) ик ту (16.32) 


а на частоте оТ = л 


м 2 | — 20Т АТ? 
|3, е) | тык я а (16.33) 
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Отношение 18 (©) [2/|$, (е:°) |? при 67 = 0,05 уменьшается до (0,05/2)* 25 
д 4.10-7 -> — 64 дБ 
Задача существенно облегчается при использовании сигналов, спектр 
которых убывает пропорционально 1/о [а не 1/0, как в (16.29)]. 


16.8. ВЛИЯНИЕ ПОМЕХ 


Кепстральная обработка, основанная на логарифмической нелиней- 
ности, весьма чувствительна к воздействию помех. Для оценки допустимого 
уровня помехи рассмотрим следующую модель: входной сигнал $ (№), дли- 
тельность которого Т, и спектральная плотность 5 (®) известны, действует 
на фоне помехи х (1), являющейся стационарным случайным процессом с за- 
данной спектральной плотностью мощности №, (в). 

Отношение сигнал-помеха на входе устройства определим как отношение 
соответствующих энергий: 


сигнала 
Э,= | 52 (в) йо; (16.34) 
2х Ң 
помехи 
9.=То д? = т. | И. (о) д0, (16.35) 
д 


с 


где с. — средняя мощность помехи, которая действует на отрезке времени 
То, совпадающем с длительностью обрабатываемого сигнала $ (0. 

Из последнего выражения вытекает, что величина Г. №, (о) имеет смысл 
спектральной плотности энергии помехи. 

Таким образом, отношение 


Ц (©) = 5* (—)/7, У. (в) (16.36) 
характеризует отношение спектральных плотностей энергии сигнала $ (1) 
и помехи х (#) на входе устройства. 

После дискретизации $ (7) их (2) с шагом Т функция 5? (о) преобразует- 
ся в 5% (о) = = 52 (о), а №, (о) — в Ух (в) = 1 У, (о) (м. $ 2.17), 


но их соотношение остается прежним, поэтому функцию \ (6), записанную в 
форме (16.36) или в несколько иной форме 


с’ 


52 52 53 
9 (6) = я о о м №М=Т./Т, (16.37) 
Те У ет (‹%) Тс Ух (0 о) /72 | 
М Мх (0) 


можно трактовать как отношение энергетических спектров сигнала и поме- 
хи на входе логарифмической нелинейности. 

Для выявления взаимодействия сигнала и помехи в указанной нелиней- 
ности обратимся к структурной схеме на рис. 16.11 и допустим, что на полез- 
ный сигнал $ (#) накладывается (аддитивно) одна из реализаций случайного 
процесса х (2). 

После дискретного преобразования Фурье (на выходе БПФ) получим 
совокупность спектральных коэффициентов {Ут (п)}, п = 0. 1, ..., М — 1, 
где 


Ут (п) = $; (п) + Хт (п), 
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причем случайная величина Хү (п) еіӨхп — спектральный коэффициент 
(комплексный) реализации х ({) на дискретной частоте о = по). 
Определим квадрат модуля 


| Ут (п) |? = [57 (п) +- Хт (п) [$7 (п) + Х7 (п) = 


Хх? 
=} (п) + К? (п) + $т (п) Хт (п) соѕ (0, — 0.) = ЭР) | ив 5 | 
Т 
5т (п) Хг (п) 
х | + 55 (п) Ха) е 0а). 
а после логарифмирования получим 
9 2 Х+ (п) 
І | Үт (и) [= $7 (п) + Ш] 1+ —— |+ 
о 59. 
$7 (п) Хү (п) 
= ш | 1 —- 50) ХЭ м) соѕ (Ө, 9] 
Применение к совокупности {№ш $1 (и)}, п=0,1,..., № —1, ОБПФ дает 


в соответствии с (16.22) истинный кепстр сигнала $ (1), остальные же два сла- 
гаемых приводят к ложным отсчетам. 

В реальных условиях кепстральная обработка имеет смысл при значи- 
тельном превышении сигнала над помехой. Это позволяет. упростить оценку 
влияния помехи. 

Во-первых, при статистическом усреднении по множеству реализа- 
ций слагаемое, содержащее множитель соѕ (9.„ — 0»), обращается в нуль, 
поскольку начальная фаза помехи 0 „„ случайна и равновероятна в интерва- 
ле — л< 0... < л. 

Во-вторых, при выполнении условия 51 » МУ, (®)/Т с вероятностью, 
близкой к единице, справедливо неравенство ХТ (п)/$1. (п) < 1. Поэтому 
можно исходить из приближенного равенства 

ш[1- ХӮ (п)/$1 (п)] == Х] (п)/$1 (п) < 1. 

Если указанное неравенство выполняется для всех значений п или, что 
то же, для всех частот спектра в диапазоне от о = 0 до о = л/Т, то ошибка 
при определении кепстра незначительна. Степень сложности выполнения 
этого требования при заданном сигнале $ (1) зависит от формы энергетиче- 
ского спектра помехи. 

Наиболее сложная ситуация возникает при помехе в виде белого шума. 
В этом случае величина 


И (©) /Т = Уш/Т = 


есть не что иное, как средняя мощность белого шума в полосе частот 1/7, так 
что отношение (16.37) принимает вид 


п (©) = 57 («)/ Мох. (16.38) 


С повышением о функция 51 (0), а следовательно, ит (о) быстро убы- 
вают. 

Проиллюстрируем это на примере сигнала $, ({) из предыдущего парагра- 
фа, когда под помехой подразумевается шум квантования в АЦП. 

Составим отношение, аналогичное (16.38), при замене $52 (®) на 


18, (е‘еТ) |2, Основываясь на (16.31), получаем 
(АТе — РТ)? 1 
(19е —°7 созот 4-е 227)? № 


п (©) = 
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Целесообразно выразить \ (о) через отношение полных энергий сигнала 
и помехи на входе логарифмической нелинейности: 


о со дз 
*.— | $1 (1) и А | Ре-2ы 4р = те, Э. =02 ти =0# МТ, 
0 
3: _ № 1 (АТ) (а) = 4 (ЬТ)з е 207 Эз. 
Э, 468 о МТ 4(6Т)з Мо? ° 1 (19е —57 соз оТ е 27)? Э, | 


Потребуем, чтобы в точке ®Т = л, в которой спектральная плотность 
минимальна, выполнялось условие 1 (®) = 10. При БТ = 0,05 это условие 
приводит к равенству 


_ 4.(0,05)3 0,9 Э, 
(1--0,95)4 Э! 


ИЛИ 
Э,/Э, = 3,1.108->55 дБ. 


Реализация устройства кепстральной обработки при столь жестком тре- 
бовании к Э,/9. является сложной проблемой. Для ее упрощения целесооб- 
разно, как ранее уже отмечалось, применять сигналы со спектром, убываю- 
щим медленнее, чем в рассмотренном примере. Но при этом следует помнить, 
что при неизменном шаге дискретизации ТГ снижение скорости убывания 
спектра приводит к ошибкам измерения из-за перекрытия спектров на участ- 
ке вблизи точки оТ = л. 

Для ослабления влияния шумов на результат обработки функцию 
Іп $ (п) перед ОБПФ (см. рис. 16.11) обрабатывают спектральным «окном», 
выделяя те составляющие, где ү (®) >> 1. При этом разрешающая способ- 
ность в кепстральной области определяется функцией «окна». 

Известны и иные способы повышения разрешающей способности, при 
которых вместо ОБПФ используются современные методы спектрального 
анализа (спектрального оценивания), такие как авторегрессионные методы, 
метод максимальной энтропии и др. '. 

Сущность этих методов заключается в определенной экстраполяции из- 
меренного процесса вместо того, чтобы полагать процесс равным нулю за 
пределами спектрального окна. 

На основе исходного дискретного сигнала (в рассматриваемом случае 
1$ (п) |2) строится адаптивный фильтр, согласованный с сигналом, причем 
степень согласования зависит от априорной информации о сигнале. 


16.9. КОМПЛЕКСНЫЙ КЕПСТР 


В задачах, требующих не только определения задержки и относитель- 
ного уровня отраженного сигнала, но и выявления формы сигналов, необхо- 
димо учитывать их фазовые характеристики. Поэтому при определении кеп- 
стра следует исходить из комплексной спектральной плотности сигнала, а 
не только из ее модуля [как в выражениях (16.20)—(16.28])]. 


1 См.: 1) Аввакумов С. Ю., Александров А. И., Метелкин В. Н., Финкельштейн 
М. И. Кепстральная обработка сигналов в задачах подповерхностной радиолбкации. — 
Радиотёхника и электроника, 1984, т. 24, № 11,; 2) ТИИЭР. Тематический выпуск 
«Спектральное оценивание», 1982, т. 70, №9. 
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Комплексный кепстр континуального сигнала $ (1) определяется выраже- 
нием 


С, (9) = —- | п $ (о) его до, (16.39) 


а дискретного сигнала $ (т) — выражением 


С, (т) = = ф Іа (2) 2т—1 42 (16.40) 


12| =1 
или эквивалентным ему выражением 


л 
1 <, , 
С, (т) = -— | Іп $ (еѓот) еѓотт д (Т), (16.41) 
л 
— л 

Преобразования сигнала $ (й, приводящие к С, (9), представлены на 
рис. 16.7, а; аналогичные преобразования дискретного сигнала $ (т) пред- 
ставлены на рис. 16.7, 6. 

Отмеченное в $ 16.5 требование сходимости интеграла в выражении 
(16.9) относится также и к определению комплексного кепстра. Главной же 
особенностью комплексного кепстра является его зависимость от неоднознач- 
ного аргумента комплексного логарифма, так как е‘ (9 — еѓбз (9) +/л где 
А — любое целое число. 

Этот вопрос рассматривается в $ 16.10. Можно, однако, привести боль- 
шое число сигналов, для которых указанные затруднения не существуют. 
Это особенно относится к дискретным последовательностям, а также к сиг- 
налам, выраженным через дельта-функцию. 

Например, для основного испытательного сигнала $ (#) = ё (№ очевидны следую- 
щие равенства: 

$ (о) =1, Ја $ (о) =0, С, (4) = 0. (16.49) 

Таким образом, кепстр С; (9) дельта-функции ё (#) равен нулю. В данном случае 
кепстральное преобразование полностью подавляет дельта-функцию. 

Кепстр той же функции, взятой с весом а, т. е. при $ (#) = аб (1), а > 0, 
$ (о) = а, 10 $ (о) = Ша 


г р , 
С; (9) = | Іп а е'@9 до = 1пад(д). (16.43) 


При а < 1 весовой коэффициент Іп а отрицателен, при а >> 1 — положителен. 
Пусть сигнал 5 (і) задан в виде последовательности 


оо 


1 
в (= У 8 (0—ид), 2 0. 


п = 0 

Тогда 
о 
$ (о) = Ў отон, 
п! 
п=0 
оо 
а с учетом соотношения Ў] х®/Ё! == ех 


$ (о) =ехр (е о), Іп $ (0) = е— 9, 
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, во и 
С, (9 = | е (900 ей90 до =8 (0—6). (16.44) 


Кепстр рассматриваемого сигнала 5 (1) содержит всего лишь один импульс ё (4— 
— і), задержанный (на оси 4) на время 4. 
Приведем еще пример континуального сигнала вида 


5 (1) = 1/лі, —© < < оо, 
для которого спектральная плотность 


$ (0) -1) | с0$ ФЇ 41 зто “т при о > 0, 


і і == 4-і при о < 0 


— со сс 


(см. $ 3.9, с. 93). , , 
Учитывая, что 31 = еТ‘1/? и п (е=/2) = = 11/2, получаем 
—іл/2 > 0, 
и 56) = | (2 при о 
+ іл/2 при о < 0. 
Таким образом, |п $ (о) отличается от $ (о) только коэффициентом л/2 из чего 
следует, что кепстр рассматриваемого сигнала 5 (1) = 1/лі 
8 9) — 2 24 2 29 | 
В данном примере кепстральное преобразование не изменяет формы функции. 
Приведем еще пример сигнала вида 
5 (0) = аіл (а? + В), 
для которого спектральная плотность $ (&) == е 91%! и п $ (2) = — а). 
Запишем это выражение в следующей эквивалентной форме: 
—-а (— і) (іо) при о > 0, 
из | (— 0 (6) пр 
—а (4-і) (іо) при о < 0. 


От предыдущего примера Іп 5 (о) отличается множителем іо, соответствующим 
операции дифференцирования, а также заменой л/2 на а; следовательно, обратное пре- 
образование Фурье, определяющее кепстр, дает 


а 1 а 
са (>) 


16.10. СВОЙСТВА КОМПЛЕКСНОГО КЕПСТРА 


Одной из основных операций при определении кепстра является лога - 
рифмирование спектральной плотности входного сигнала. Рассмотрим этот 
вопрос сначала с позиции континуального сигнала $ (#), спектральная плот- 
ность которого $ (о) = $ (в) еб ®. 

Логарифм этой функции следует записывать в общей форме 


Іп $ (о) = ш$ (о) 4-10, (о) =№ $ (0) +16, „л (©) -- л]. (16.45 


Предполагается, что ФЧХ спектра 0, (о) — непрерывная антисиммет - 
ричная функция о, а Ө,,.„ (0) — главное значение аргумента, определяемое 
«по модулю 2л», т. е. с отбрасыванием целого числа 2л, так что |9, „|< л. 

Неоднозначность можно устранить, основываясь на непрерывности 
функции Ө, (©) и задании ее значения на какой-либо фиксированной частоте. 

Из-за нечетности функции Ө, (о) целесообразно положить Ө, (0) = 0 

Продифференцируем [п $ (о) по частоте: 

1 48 (0) 
$ (о) ао | 


= шт $ (0) = (16.46) 
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Тогда функцию 1а $ (©) можно определить с помощью интеграла 


® 
_ 1 48(0) 
о [а о, (16.47) 
0 
имея в виду, что при 6, (0)=0 и нормировке $ (0):=1 1а $ (0)-=0. 
Определенная таким образом функция Іп $ (о) является однозначной. 
Используем аналогичный способ устранения неоднозначности комплекс- 
ного логарифма для дискретного сигнала. 
Логарифмическая производная по аналогии с (16.46) 


а. п $42) 1 48 (2) 
42 $ (2) аг 
ИЛИ 
У’ (2) = 8 (2/5 (2), (16.48) 


— 
где штрих обозначает производную по 2, а У (2) = 10 $ (2) рассматривается 
как 2-преобразование, которое можно записать в виде ряда 


У (2) = ш$ (2) = У у(т)2—". (16.49) 


т == -— оо 


Заметим, что применив к (16.49) обратное 2-преобразование, получим 
у (т), которое есть не что иное, как искомый кепстр (комплексный). Однако 
предварительно необходимо устранить неоднозначность комплексного ло- 


гарифма п $ (2). С этой целью продифференцируем (16.49): 
ү = УХ (тит) г-"—1=5' (91810 

и умножим У’ (2) на 2: 
2\° (2) = Ў [ —ту (т)]2—" = 25' (27$ (2). 


Входящий в это выражение ряд по отрицательным степеням 2 представ- 
ляет собой г-преобразование последовательности {— ту (т)}, поэтому с по- 
мощью (16.40) получаем 


—ту (т) = — фи (2)/8 (2)] 2"— 142, 
С , 


ф [57 (2)/5 (1 г" 42. (16.50) 
С 


у (т) = — — 

2літ 

Н айденное таким образом значение у (т) можно обозначать символом С,, 
аналогичным обозначению кепстра мощности С,. 

Приведенные рассуждения справедливы при условии, что окружность 

единичного радиуса на г2-плоскости входит в область сходимости функции 


ш$ (2). Заменив контур интегрирования С на |2| = 1, перепишем (16.50) в 


форме 
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ут = т | 8 (6707) 60е т)Јейотита (оТ) = Ст), т. (16.51) 


Итак, комплексный кепстр найден без обращения к логарифму и, сле- 
довательно, однозначно. 


При т==0 значение кепстра можно определить непосредственно из 
второй части выражений (16.41): 


1 1$ тү — 
С, (0) =00) = = | пч (еѓ®7)а (оТ) = 


л 


5-е гага (ета (өтә, 


Поскольку аге $ (е®7Т) является нечетной функцией частоты, полу- 
чаем: " 


л 
1 РФ 
С, (= $ ш[3 (ет) |4 (7). (16.51') 
— л 
Наряду с описанным методом, основанным на логарифмической произ- 
водной, широко распространен метод прямого вычисления комплексного ло- 
гарифма с помощью БПФ, При этом используются соотношения 


М—1 М —1 
— 1(2л/№Мпт — — А 
у (т) — Х п $ (п)е г р> {1а 5 (о) + 


4 #10, „л (®) + Е.2л]} е27/0 пт, т 0), 1,..., М—1. 


Главное значение аргумента Ө, „„ (0) вычисляется на ЭВМ непосредст- 
венно с помощью стандартной программы. Это главное значение фазы затем 
«разворачивается» так, чтобы получились отсчеты из непрерывной ФЧХ 
спектра сигнала. Непрерывная ФЧХ 60, (о) и отсчеты 0. (п Ло) показаны на 
рис. 16.17, а, а главное значение Ө, „„ (0) — на рис. 16.17, 6. 


Рис. 16.17. Устранение неодно- 
значности фазы 0, (®): 

а) непрерывная ФЧХ 0:(%); 
б) главная часть фазы; в) коррек- 
0 Ло 240 ^Ло ри тирующая последовательность 
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В пределах одного интервала Ло набег фазы значительно меньше л. 
На частотах о = пАо, где скачок 0, (о) превышает --л, для восстановления 
истинного аргумента требуется добавить — 2л; соответственно при скачке 
— л требуется добавить -- 2л. На рис. 16.17, в изображена корректирующая 
последовательность, добавляемая к последовательности Ө, „„ (п). 

В заключение рассмотрим важный для практики случай входной по- 
следовательности {5 (т)}, т > 0, когда 2-преобразование (одностороннее) 
определяется выражением 


$ (2) = У 5(т) 2", (16.52) 
т== 0 
причем полюсы и нули функции $ (2) расположены внутри единичной окруж- 
ности, т. е. радиус сходимости ряда (16.52) г, < 1. 
Подобные последовате льности называются минимально -фазо- 


выми, по аналогии с системами, передаточная функция которых К (2) 

имеет особые точки (полюсы и нули) внутри круга |2| = 1 (см. $ 15.9). 
Таким образом, модуль и аргумент г-преобразования минима льно-фа- 

зовой последовательности однозначно связаны, а комплексный логарифм 


Іа $ (еѓо7) = 1 | $ (е 7) | + 2, (©) 
обладает тем свойством, что его действительная и мнимая части образуют па- 


ру преобразований Гильберта. В этом случае комплексный кепстр можно 
вычислять по формуле 


С, (т) = у(т) = 2 х -- | [п | $ (ет) | соѕ (тот) 4 (оТ), 


которая отличается от (16.20') только степенью |8 (еѓ®ѓ)| в аргументе лога- 
рифма. 

Из последнего выражения видно, что комплексный кепстр минимально- 
фазового сигнала $ (т) равен кепстру мощности С, (т) того же сиг- 
нала, и для его получения можно воспользоваться схемой, представленной 
на рис. 16.11. 

Простейшим примером минимально-фазового сигнала является $ (#) == 


= е9, {>0, с 2-преобразованием $ (еѓо!) = 1/(] — е-®.е®Т), име- 
ющим нуль 2, = 0 и полюс г. = е-® < 1 [см. (12.22)]. 

Сигнал $ (1) = Аі, рассмотренный в $ 16.7, является другим при- 
мером минимально-фазового сигнала. 


16.11. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КЕПСТРАЛЬНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


По аналогии с теоремами о спектрах, изложенными в $ 2.8, рассмотрим связь между 
некоторыми преобразованиями исходного сигнала $ ({) и преобразованиями кепстра. 
Установление этих связей представляет интерес в основном применительно к комп- 
лексным кепстрам. 


1. СДВИГ СИГНАЛА ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 


Пусть исходному сигналу 5, (#) со спектральной плотностью $, (&) соответствует 
кепстр С. (9). При задержке сигнала на & получим функцию времени $2 (7) = $ (Е — 


— 25) со спектральной плотностью 8$, (@) == е— 5$, (о), логарифм которой 
Іп 8, (о) = — ѓоѓ + 1а 8, (о). 
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Второму слагаемому соответствует кепстр С, (4) исходного сигнала $, (4), а первое 
слагаемое в соответствии с (16.39) приводит к следующему кепстру: 


т 
Со (9) = — іо Эл | іо е' 99 до. (16.53) 


Учитывая, что функции 6 (4) соответствует спектральная плотность, равная еди- 
нице, множитель іф можно рассматривать как спектральную плотность функции 


2-80, Тогда (16.53) определяет функцию 27 5 (9 и, следовательно, 


а 
С = р —— 6 (9). 16.5 
ғо (9) 0 14 (9) ( 4) 
Таким образом, кепстр сигнала 5» (А) == $, (# — 4) 
а 
Саз (9) = — го а ӧ (9+ Се (9). (16.55) 


Из сопоставления (16.55) и (16.54) вытекает, что кепстр смещенной дельта-функции 
6 (7 — 5) равен — К = 6 (4). Оперирование производной дельта-функции затрудни- 
тельно, однако при обработке сигнала можно исключить участок кепстрального вре- 
мени в окрестности точки 9 == 0. 

Рассмотрим соотношение между С, (т) и Сз; (т) для цифрового сигнала 5, (т) = 
= & (т — то). 

Основываясь на методе г-преобразования, получаем 

М. . А — А М ; М. А 

5, (еѓ®Т) — е— #ТоТ 5; (ее), Іп $, (е Г) = іту оТ +-1п $, (еѓ өг), 


Применяя к этому выражению обратное 2-преобразование по формуле (12.28), по- 
лучаем 


л 
1 Е 
С; (т) = — іту 5- | оТе!"®Т д (оТ) -- С (т), 
_л 


где С, (т) — кепстр сигнала $; (т), а 


л 
Со (т) = — іт = | хех јх. 
— л 
При т == 0 интеграл обращается в нуль, так что 
Со (0)=0. 
При т == 0 
л 


л л 
| хей! 4х = { х соѕ (тх) ах | Ех ѕіп (тх) ах = 
— д — д — л 

‚ $1 (мл) — тл соѕ (тл) л 
= 2 ьо С 91 ——— соѕ (тл) 

т? т 

и 
то 
2л 
Таким образом, при т = 0 


0 


|-> 2 соз (та) = (рт, 
т т 


С (т) = — 


Съ (т) = (— 1)" Са (т). 
т 
Как видим, в случае цифрового сигнала кепстр Сзг (т) задержанного сигнала от- 
личается от Сз; (т) лишь знакопеременным сигналом 0 (—1)"-1, убывающим с воз- 
растанием т; в точке т = 0 Со (0)= 0 и дельта-функция не возникает. 
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2. ИЗМЕНЕНИЕ МАСШТАБА ВРЕМЕНИ 


Пусть 52 (7) = 5, (пі), п > 0. 
В соответствии с $ 2.8, п. 2 


$, є) == $, (о/л) и Ш $, (о) = —1п (п) --1п $, (о/л). 


Кепстр сигнала 5. (#) 


о, 
— — 109 
Съз (9) = —1 (и) = | еѓ9 д + 
-- = | Іп $, (о/л) е9 до = —1п (п) 6 (9) + п Са, (14). 


Изменение масштаба времени { приводит к такому же изменению масштаба кепст- 
рального времени 9; кроме того, возникает функция 6 (9). 

При дискретизованном сигнале изменение масштаба времени означает изменение 
шага Г при неизменном числе отсчетов М (что необходимо для сохранения формы сигна- 
ла). 

Положим ТГ. = ПТ,, п > 0, и запишем выражение (12.20) для г-преобразования 
сигнала $ (#) 


мМ— 1 № 1 
< Т — (ФТ —і опт 
5, (е' ) = у, 5 (те += У ба (т) ет" 1. 
т== 0 т== 0 


При сжатии или растяжении исходного сигнала отсчеты функции $; (2) сохраняют 
свое значение (при № == сопѕі). 
Таким образом, 


М— 1 
— . . . АМ , 
$. (ей 7з) У 5 (т) е! («п) Т, $, (е‘@^7:) 
т == 0 
и кепстр 


л 
1 —,,; 
С, (т) = | Іп $, (е/"®Т!) соз (тпоТ!) 4 (поТ)). 
— л 


Переход от шага дискретизации 7, к Г. = ПТ, не изменяет структуры кепстра. 
Изменяется лишь диапазон частот о, соответствующий одному обходу окружности еди- 
ничного радиуса на 2-плоскости (от —л/Ту, 1/7, до — л/пТ,, л/пТ,). Соответственно 
изменяется и масштаб кепстрального времени; интервалы между отсчетами кепстра на 
оси д будут Г. = пТ,. 


3. СМЕЩЕНИЕ СПЕКТРА СИГНАЛА 


Применим преобразование Фурье к произведению 
а (0) =5 (0) е‘, 
где 5 (№ — «медленная» (модулирующая) функция со спектральной плотностью $ (о); 


ей — несущее колебание. 
Повторяя рассуждения, приведенные в $ 2.7, п. 3, придем к спектру 


За (о) = [ (ее! = $ (ә оо). 


Тогда 
Іп $а (о) =1п $ (о — оо) 
и кепстр сигнала а (1) 


1 А 
Са (9) == | Іп $ (о — оо) е до. 
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Перейдя к новой переменной © = ® — @,, получим 


І ( | | 
Са (9) == ол. | п $ (9) е! 9 ао е‘®@09 == С. (9) е'®е9 , 


где С; (4) — кепстр исходного сигнала $ (2). 
Итак, для определения кепстра С, (9) модулированного колебания а (1) достаточно 


умножить кепстр С. (4) модулирующей функции на е‘, В этом смысле эффект мо- 
дуляции — домножение сигнала на несущее колебание проявляется одинаково для 
а (1 и С, (9). 
4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИГНАЛА 
Сигналу $ (= 20. соответствует спектральная плотность $ (о) = іо$, (о) 
и логарифм 
Іп $ (о) = 1п (ѓо) + № 5, (о). 
Поэтому 


1 
С. (9) = | Іп (іо) е!' 99 49-- Сэ (9) = Сдиф (9) Са (9). 


— оо 


При дифференцировании сигнала $ (И к кепстру С, (4) добавляется кепстр 
Слиф (9), который запишем в форме 


Сдиф (9) = | о |09 іп (ә) | еѓ®7 44. 


Спектральной плотности (п й0)/ю соответствует оригиналї — (% -- шах 
хи (9), где у = 0,577... — постоянная Эйлера; и (4) — единичный скачок в момент 


‚ | 11 (о) 
9 = 0, а произведению п соответствует производная 
іо 


а 1 
— а [(у--1т 9) и (9)] = |е 9) 8 (9) + и |--с (4). 


Таким образом, окончательно 


. 1 
С (9) = | чн 9) 9+ и ө |с (9). 


При интегрировании сигнала получается аналогичный результат, изменяется 
лишь знак перед Сдиф (9). 

Отметим, что дополнительный кепстр, обусловленный дифференцированием или 
интегрированием, не зависит от исходного сигнала. 


5. СЛОЖЕНИЕ СИГНАЛОВ 


По заданным сигналам $, ($, $2 (Ё) и их кепстрам С, (9), Сз2 (9) невозможно со- 
ставить общее выражение для кепстра суммы $ (2) == $, (1) -- 5 (В. Необходимо предва- 
рительно вычислить результирующую спектральную плотность $ (6) == $, (о) -- 
-- $5 (о). Исключением является случай, когда $, (#) и $» (1) полностью совпадают по 
форме и отличаются лишь по величине и по положению во времени, благодаря чему их 
ие 5 (1) может быть представлена в виде свертки. Этот случай был рассмотрен в 

16.6. 


6. ПРОИЗВЕДЕНИЕ СИГНАЛОВ 
Для нахождения кепстра сигнала 5 (7) = $; (В: $2 (1) требуется знание свертки 
их спектров $; (@) и $, (о), поэтому установить прямую связь между С;; (9), Сз2 (9) и 
кепстром С; (4) не представляется возможным. 


1 См., например: Справочник по специальным функциям/ Под ред. М. Абрамови- 
ца и Н. Стигана. — М.: Наука, 1979. 
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Приложение 1 


ПРАВИЛА ПЕРЕХОДА ОТ ИЗОБРАЖЕНИЯ ПО ЛАПЛАСУ 
І.(р) К СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ $ (о) 


Пусть заданному сигналу $ (1) соответствует изображение по Лапласу Ё; (р), 
которое не имеет особенностей в правой р-полуплоскости, но имеет единственный 
полюс в точке ру = ію на линин іо. На основании теоремы Коши можно показать 
справедливость равенства 


е-- іо іоо 
1 1 1 , 
$ (2) г | І (р) е?‘ йр = к гезр, Б 7 | І. (іо) ей 4 (іо), с2 0. 
с— Ёоо — Ёоо 


(01.1) 


Смысл этого равенства в том, что контур иитегрирования совмещается с линией 
ію и обходом справа особой точки по полуокружности бесконечно малого радиуса г. 
При обходе особой точки по замкнутому кругу интеграл равен вычету гез,,, а при об- 
1 
ходе полуокружности (г- 0) получается 5 Гр, 
Проиллюстрируем применение выражения (П1.1) на примерах простейших сиг- 
налов, изображения /. (р) которых имеют полюсы на оси іо. 


1. $ (В =1, #> 0; 2, (р) == 1/р. 


Полюс р, = 0, гео = 1; 
в (= 1_ ( [3 (іо) еѓ® до (П1.9) 
2 9д * | | 


Спектральная плотность первого слагаемого в правой части (111.2) равна лб (в) 
[см. (2.97)], а второе слагаемое является результатом интегрирования сплошного спек- 
тра соответствующей сигнум-функции [см. (2.99)]. Таким образом, замена в Ё, (р) 
переменной р на іо в итоге приводит к выражению для спектральной плотности еди- 
ничного скачка 


$ (о) = лб (о) + 1/2, 

совпадающему с (2.100). 
2. 5 (7) = соз ооѓ, Ё> 0; 2. (р) ==р/(©ё +-р?). 
Полюсы ру, = + іо, 


рі 1 
ре ; 
гез, — — — еѓ®0 Я 
2р |= фә 2 
рі 1 
ре —_, 
гезр, = = ГУ е— { 
2р р= — 100 


Спектральная плотность 
5 (6) = [8 (0—90) +8 (@+ 0) 1/64 — 6. 


3. 5 (ВА =зт оої, Ё> 0; 2; (р) =во/ (68 - р). 
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Полюсы р1,2== + о, 


о 
ге == е 
Р. 200 


100 Ї Фо 1 — 10 Ё 


‚ Гер, = те 


1 
— —— е 
2 2 


$ (6) = 1 6 [6 (0а) — 8 (0 4-0)]-4-90/ (0—02). 


Из приведенных примеров видно, что к спектральной плотности, получаемой под- 
становкой р = ію в изображение по Лапласу, нужно добавить дельта-функции, обус- 
ловленные полюсами функции Г; (р) на оси іо. 


Приложение 2 


ПРАВИЛО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ПЛОТНОСТИ ПРИ ИНТЕГРИРОВАНИИ СИГНАЛА 


Пусть исходному сигналу 5 (1) соответствует изображение по Лапласу Г. (р), 
не имеющее полюсов в правой р-полуплоскости и на оси іо. В результате ннтегрирова- 
ния получится сигнал $инт (1) с изображением Ё; (р)/р, так что 

А с- іоо І, 
з ( 
бинт (1) == | 52. онар, і> 0. (П2.1) 


2лі 
С — [оо 


По аналогии с (П1.1) перейдем к выражению 


Ѓоо 
1 1 [3 (ію) ; + . 
бинт (1) = геѕ 20 олі | №. еа (іо) = 
— {0 
І ГГ 49 |, 
= РУ гео т | № е‘®' да. (П2.2) 


Вычет функции 1; (р) е?/р в полюсе р= 0 

ге 0 = 1; (0) = 5 (0), (П2.3) 
где 5 (0) — спектральная плотность исходного сигнала $ (#) на частоте о = 0. 

Напомним, что 5 (0) равно площади сигнала, так что, если выполняется условие 
| (5 (0) 41—> = 0, то гезр-о обращается в нуль и подынтегральная функция 


— оо 

І (іо)/ію = $ (®)/1ю полностью определяет спектральную плотность функции 5инт (й). 

Если же условие 5 (0) == 0 не выполняется, то $ (іо)/іо определяет только сплошную 
1 


часть спектра! функции бинт (#). Слагаемому же 5 Гезр=о соответствует спектральная 
плотность 

- гез 0 "276 (о) = л$ (0) 6 (о). 

Итак, в общем случае 

Зинт (о) ==75 (0) 6 (о) 4-8 (©) /№ю. (П2.4) 
Проиллюстрируем это выражение примерами. 

1. 5(#}=6 (1); 5 (®) =5 (0) = 1; 

бинт (0 =1, #> 1 


— единичный скачок. 
По. формуле (П2.4) 


Зинт (о) = пб (о) 4- 1/2. 


1 См.: Тронин Ю. В. Утеряна дельта-функция! — Радиотехника и электроника, 
1986, №2. 
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2. 5 (0) = ае %, Ё > 0; к, $ (0) =1; 


о \2 9] 

Зинт (©) = лё (о) — (1/о) [| < — “|. 
| а а 

1 < 1/2, | 
3 0] та» ТЕ < 1/2 

0, [| > ти/2 
— прямоугольный импульс длительностью ти и амплитудой ти; 

$ (о) =зшс («ти/2), 5 (0) =1; 


| 1< — 71/2, 
бинт (0) =: 1/2--Ити, [Е] < ти/2, 
1, #> ти/2. 


К концу импульса 5инт (#) достигает максимального значения, равного 1, кото- 
рое остается постоянным; 


1 
Зинт («) д6 (о) = ѕіпс (оту /2) . 


4. $41) =31с (лЫти); 


50), [0 | < л/ти, 


== = |: 
0, [®| > л/т), = 


1 1 
бинт (1) => т =. $1 (лИти); 


лб (0) + 1/1, |®|< л/т, 


$ == 
инт (9) В [о [> л/ли. 


Приложение 3 


СОГЛАСОВАННАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ УЗКОПОЛОСНОГО 
СИГНАЛА С НЕИЗВЕСТНОЙ НАЧАЛЬНОЙ ФАЗОЙ 


Сигнал на выходе согласованного фильтра совпадает по форме с корреляционной 
функцией входного сигнала, поэтому в случае укополосного сигнала (13.54) целесо- 
образно совершить переход к аналитическому сигналу, что позволяет воспользоваться 
соотношением 


авых (0 = с Ке |н. | А (х) А* (х-- 1) “| (П3.1) 


— о0о 


Это выражение получается из (3.97') заменой т на # — & (при & == 0), а также 
переменной интегрирования {/ на х. 
Интеграл в (113.1) имеет смысл корреляционной функции Вл (#) комплексной оги- 


бающей А (2). 
Удобно указанную функцию записать в форме 


Вад (0 = | АМ А* (х—/) ах, 


— 60 


что равносильно изменению знака сдвига 4. Тогда (П3.1) переходит в 


2 


совпадающее с (13.55). 
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— 0 


авых ос ое { А (х) А* 0а серве [ео ва (2) |. (03.2) 


Приложение 4 


СОГЛАСОВАННАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО 
СИГНАЛА 


Обобщим выражение (13.65) с учетом условия физической осуществимости фильтра 
іо 0, а также отказа от требования симметричности сигнала А (1. 
Исходный узкополосный сигнал запишем в форме 


а (|) = А (0) соѕ [ оо? - 6 (11 = Ве [е‘® А (#]], 


где А (0) = А (1 еб (0) — комплексная огибающая сигнала. 
Импульсная характеристика согласованного фильтра в соответствии с (13.15) 
должна иметь вид: 


& (0) = Са (1—1) = СА (6—1 соѕ [оо (6—1 4-0 (0 0)] = 
== С Ве[еѓ®‘ А (6 —) е 18 (6—0, е— ое], 
Учитывая равенство А (2 — 2) е7‘ [9 (0—01 = А* (4 — 1), приходим к следую- 


щему выражению для комплексной огибающей импульсной характеристики согласо- 
ванного фильтра: 


С ()=СА* (1—1) ето %, (14.1) 
Развернув это выражение, получим 

С (1) =СА (%—№ соѕ [0 (1—1) — оо &]--2СА (1—1) зп [9 (4-—/) —оо В|= 

= Фр, (1) — Ш (0). (П4.2) 


Если 00; кратно числу 27, то @,ѓ, можно опустить в выражении (П4.2). В про- 
тивном случае влияние @,{ на положение пика сжатого сигнала можно учесть так же, 
как и влияние начальной фазы 6., рассмотренное в $ 13.8. 


При квадратурной обработке комплексный сигнал $ (1) на входе согласованного 
фильтра совпадает с А (1), следовательно, структурная схема фильтра сводится к схе- 
мам, представленным на рис. 13.25 и 13.24. В данном случае импульсные характери- 
стики @ре (1) и 41. (Г) должны определяться из выражений 


Ве ()=СА (1—0) соз [0 (—#) — в. 1, 
Я (2) = СА (о — і) зіп [9 (2—2) — оо ѓо]. 


Приложение 5 


О НЕОДНОЗНАЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФАЗОЧАСТОТНОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ СПЕКТРА СИГНАЛА 


Этот вопрос относится к ряду разделов данной книги. При определении коэффи- 


19 
циентов сп = |сп| е % ряда Фурье периодического сигнала [формула (2.25)] можно 
было написать 
і (0, + А2л 
Сп == | сп | е (8+ ), & — целое число, (115.1) 


подразумевая под 6, — «главное значение аргумента» в интервале —л < 0, < л. 
Наряду с этим при определении 0, выражением (2.27) можно было написать 


0» = —агсіб [Спз/Спе]-- Рл, (115.2) 
поскольку главное значение агсір х заключено в пределах +-л/2. 

Аналогичные вопросы связаны с определением ФЧХ спектральной плотности 
непериодического сигнала; 

$ (о) = 5 (о) ей (9 и 0 (о) = —агсіє [В (®)/А (©) 


[формулы (2.50) и (2.53)]. 
Неоднозначность определения ФЧХ проявляется при измерении фазы. Известно, 
что измерение фазы колебания основано на сравнении ее с фазой опорного колебания. 
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Но «разность фаз» можно однозначно определить только в пределах +- 180°, хотя истин- 
ная разность фаз может при этом достигать сотен и даже тысяч радиан (например, в 
случае ЛЧМ-сигнала). Поэтому принято выражение «определение фазы по модулю 2л». 

Однако такой подход в некоторых задачах неприемлем, например, при определе- 
нии групповой задержки (запаздывания) сигнала в физических цепях, используемых 
для формирования сигналов. Известно, что групповая задержка определяется как про- 
изводная ФЧХ. При этом имеется в виду истинная ФЧХ, без отбрасывания целого 
числа 2л. В физических цепях задержка сигнала является конечной величиной, из чего 
следует, что 0,(®«) есть непрерывная функция. На этом свойстве ФЧХ основан метод 
логарифмической производной спектральной плотности (см. гл. 16, с. 490), позво- 
ляющий определить истинную ФЧХ сигнала. , 

Проиллюстрируем этот метод сначала на простом сигнале $ (/) = ое 0, Е > 0, 
со спектральной плотностью $ (о) = а/(о -- іо). Подобный сигнал будем рассматри- 
вать как импульсную характеристику апериодического звена. 
Отказываясь от представления спектральной плотности в форме |$ (о)| е9 (9) 
с определением 0; (о) == —агсіс [В (®)/А (о)], сначала определим Іп $ (о) с помощью 
выражения (16.47) 


[0] 


|1 $ («= | Р 


подставив в него 


а$ (0) _ ѓа, 
аа (а іо)? 
Тогда 
э а ва 
А © . 04% 
Іп $ (о) = —і ат! | рт = 
0 


= — 1 агсіб ®/&— 7 Пл (02-4 02) — 10 о]. 


Поскольку 1п $ (©) = ш$ (о) |- і аге $ (о), то очевидно, что аге $ (о), т. е. ФЧХ 
спектра 


9, (о) = —агсір о/а. (115.3) 


Этот результат получен обращением непосредственно к комплексной спектраль- 
ной плотности без выделения ее модуля и аргумента. Приведенный вывод основан на 
условии непрерывности функции Ө, (о) [что необходимо для дифференцируемости 
$ (о)], ее нечетности, а также на задании Ө; (о) на одной из частот (в данном примере 
на & = 0). Поэтому определенная выражением (П5.3) функция Ө, (о) является одно- 
значной в пределах —с < ® < оо. . 

В рассмотренном примере не было необходимости прибегать к логарифмической 
производной, поскольку ФЧХ |0, (о)[ не выходит за пределы л/2. Продолжим поэтому 
пример на случай трех идентичных развязанных звеньев с импульсной характери- 
стикой, спектральная плотность которой $ (о) = [а/(о -|- іо)]?, а ФЧХ заключена 
в пределах + 37/2, т. е. Зл. Повторяя предыдущие рассуждения, придем к результату 
Ө. (о) = —Загсів о/а, хотя прямые измерения не могут дать более +л. 

В тех-случаях, когда ФЧХ спектра задана аналитически в виде непрерывной 
функции Ө; (о), вопрос о выделении «главной части аргумента» вообще не возникает 
(как, например, в случае ЛЧМ-импульса с ФЧХ в виде квадратичной параболы). 

Вопрос о неоднозначности ФЧХ приобретает особое значение при цифровой об- 
работке сигнала, когда дискретные отсчеты фазы производятся «по модулю 2л». Спо- 
собы восстановления истинной ФЧХ рассматриваются в $ 16.10. 
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


А — амплитуда 
Аһ — амплитуда п-й гармоники 
А, — амилитуда несущего колебания 
А({) — огибающая амплитуд высокочастотного колебания 


А(1) — производная функции А (#) 
Ас(!), — квадратурные составляющие огибающей А (1) 


А(ћ\ — комплексная огибающая 
а,@әқ — параметр расстройки контура 
ап — коэффициент ряда Фурье (при косинусе) 
В;(т) — корреляционная функция детерминированного сигнала $ (1) 
В.(т) — корреляционная функция детерминированного аналитического сигнала 
2 (1) | 
В д(т) — корреляционная функция огибающей А (1) детерминированного сигнала 
В 124) —взаимно-корреляционная функция сигналов $; (/) и $, (1) 
Бп — коэффициент ряда Фурье (при синусе) 
С — емкость 
сп — коэффициент обобщенного ряда Фурье 
Е — амплитуда ЭДС 
Е, — амплитуда ЭДС несущей частоты 
Е@) — огибающая амплитуд высокочастотной ЭДС е (1) 
Е(:) — комплексная огибающая высокочастотной ЭДС 
Е(о) — спектральная плотность ЭДС 
е({) — мгновенное значение ЭДС 
ен — напряжение накачки 
ЬЕ — частота 
р — центральная частота (несущая) 
п — граничная (максимальная) частота 
а; — внутренняя проводимость источника сигнала 
Оһ — проводимость нагрузки 
40 — огибающая амплитуд импульсной характеристики цепи 
2(1) — мгновенное значение импульсной характеристики цепи 
1 — амплитуда тока 
І — комплексная амплитуда тока 
(8) — мгновенное значение тока 
/п(т) — функция Бесселя 
К(р), г передаточная функция цепи на р-плоскости и на оси частот соответственно 
К (о) 
К(о) — модуль передаточной функции 
Ко(р), — передаточная функция цепи, охваченной обратной связью 
К. (ѓо) 
— 
К(г) — передаточная функция дискретного фильтра на г-плоскости 
Ктг(1%) — передаточная функция дискретного фильтра 


Ку(р), — передаточная функция усилителя 
Кубо) 
К (х) — ковариационная функция случайного процесса х (1) 


Кам — крутизна характеристики амплитудного модулятора 
чм — крутизна характеристики частотного модулятора 
фм — крутизна характеристики фазового модулятора 
І. — индуктивность 
[.3(р) — преобразование Лапласа функции $ (1) 
М — коэффициент модуляции, взаимоиндуктивность 
т — индекс угловой модуляции, база ЛЧМ сигнала 
р — комплексная переменная 
р(х) — одномерная плотность вероятности 
Ч — добротность колебательного контура 
Р(х) — корреляционная функция случайного процесса х (2) 
гх(т) — нормированная корреляционная функция 
Го (т) — огибающая нормированной корреляционной функции 
5 — крутизна характеристики активного элемента 


5(%0), — спектральная плотность (комплексная) функции 5 (0) 
о 
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$(#) — мгновенное значение сигнала 
$(ЕТ) — отсчет сигнала 5(#) в момент ѓ == АТ 
5(®), — модуль спектральной плотности 
8(9) 
ЗА 
50) — усреднение ѕ (1) по времени 


$(2) — г-преобразование функции $ (#) 
57() — сигнал 5 (1), дискретизованный с шагом Т 


$т(®) — спектральная плотность дискретного сигнала 
$т(пе:) — дискретное преобразование Фурье 


$т(р) — дискретное преобразование Лапласа 
Т — период колебания, шаг дискретизации сигнала 


Те — длительность сигнала 

И — амплитуда напряжения 
О) — огибающая амплитуд высокочастотного напряжения и (2) 
0) — комплексная. огибающая напряжения и (1) 
Оо) — спектральная плотность напряжения 
и(ї#) — мгновенное значение напряжения 

о — спектральная плотность мощности белого шума 
У (о) — ‘спектральная плотность мощности случайного процесса х (В 


У ху(©) — взаимная спектральная плотность случайных процессов х (#) ии (#) 
У — проводимость (комплексная) 
2 — сопротивление (комплексное) 
2(0) — спектральная плотность комплексного колебания г (2) 
2а(!) — аналитический (комплексный) сигнал, соответствующий физическому сигна- 
лу а (2 
Э — энергия сигнала 
а — затухание, физический параметр транзистора 
В — скорость изменения угловой частоты, физический параметр транзистора 
ү — фаза модулирующей функции, при АМ — фаза огибающей 
АЕ — шаг дискретизации по времени 
Доу,Ај — шаг дискретизации сигнала по частоте, расстройка 
Лоо, — полуширина узкополосного спектра, полоса прозрачности фильтра 


— спектральная плотность огибающей А (р 


(4), — дельта-функции 


0) 
кт угол отсечки тока 
Өл — начальная фаза пй гармоники 
Ө(о) — аргумент комплексной спектральной плотности сигнала 
о — начальная фаза несущего колебания 
9(:) — мгновенное значение фазы узкополосного колебания 
Өһах — амплитуда изменения фазы при угловой модуляции 
р — характеристическое сопротивление колебательного контура 
02 — дисперсия случайного процесса х(і) 


т — время 
Ти — длительность импульса 
70,71, — постоянные времени соответствующих цепей 
Та,Тк 
ф — фазовый сдвиг гармонического колебания в цепи, аргумент передаточной 


функции цепи 
ф(о) — ФЧХ четырехполюсника 
Фп{і) — базисная функция ортогональной системы 
(7) — полная фаза высокочастотного колебания 
0,5 — угловая частота 
®т — граничная (максимальная) ‘частота 
«д — амплитуда частотного отклонения (девиация) 
®н — частота накачки 
4 — кепстральное время (аргумент кепстра) 
Сз(9\ — кепстр мощности аналогового сигнала $ (1) 
С.т) — кепстр мощности дискретного сигнала $т 
С.(4) — комплексный кепстр сигнала $ (г) 
Са(т) — комплексный кепстр сигнала $ (т) 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
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связью 280—28 
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с внешней обратной связью 271 
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Анализ 
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корреляционный детерминированных 
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Выпрямление 239—241 
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Гауссовский случайный процесс 116—118 
Гиббса явление 24 

Гильберта преобразования 94—95, 97— 
98 


Годограф функции 171 


Дельта-функция 43 
спектральная плотность 44 
фильтрующее свойство 44 

Детектирование 
амплитудное 242 
— квадратичное 242—244 
— линейное 244—247 
— синхронное 254—255 
фазовое 251—252 
частотное 247—248 

Детектор 
амплитудный 242, 243, 245, 334—342 
фазовый 251—252. 
частотный 247, 342—344 
— двухконтурный 248—251 
— одноконтурный 248 

Диапазоны радиоволн 6 

Дискретизация 
сигнала 64—67 
— узкополосного 106—109 

Дифференцирование 
сигнала 180—181 
случайной функции 210—213 

Дифференцирующие цепи 181—184 


Емкость дифференциальная 221, 308 


Задержка сигнала 480—482 
Захватывание частоты автогенератора 
301—304 


Импульсная характеристика 
гребенчатого фильтра 413 
дискретного фильтра 354 
линейной цепи 152—153 
параметрической цепи 310—312 
резонансного усилителя 158 
согласованного фильтра 401 

Индуктивность дифференциальная 222, 

308 

Интегрирование 
сигнала 180—181 
случайной функции 213—215 

Интегрирующие цепи 181—184 


Кепстр мощности 
комплексный 487—492 
континуального сигнала 477—478 
цифрового сигнала 479—480 
Ковариационная функция 111, 120 
Корреляционная функция 67—68 
АМ радиосигнала 103—104 
детерминированного сигнала 67 
ЛЧМ импульса 104—106 
пачки прямоугольных импульсов 69 
периодического сигнала 69—70 
периодической последовательности 
прямоугольных импульсов 70 
прямоугольного импульса 68 
радиоимпульса 104 
случайного процесса 111 
— — нормированная 113 
треугольного импульса 68—69 
Котельникова теорема (теорема отсче- 
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тов) 59, 62—64 - 
Коэффициент усиления активного четы- 
рехполюсника 147 
Крутизна характеристики 
дифференциальная 220—221 
средняя 221 


Лагерра полиномы 426 
— функции 426—427 
Лапласа преобразование 
дискретное 66 
одностороннее и двустороннее 57—59 
прямое и обратное 55—56 
Лежандра полиномы 424 


Манипуляция 
фазовая 195—196 
частотная 196—198 

Метод 
инвариантных частотных характери- 
стик 466—468 
интеграла наложения 176—177 
— — упрощенный 187 
квазилинейный 231—233 
колебательной характеристики 276— 
мгновенной частоты 199—201 
моментов 46 
переменных состояния 267 
спектральный 174—176 
— упрощенный 185—186 
фазовой плоскости 285—289 
характеристических функций 214 
2-преобразования 361—362, 465 
— временных функций 362—364 
— передаточных функций дискретных 
цепей 365—367 

Модуляция 
амплитудная (АМ) 73, 74—75, 255— 


— коэффициент АМ 74—75 

— мощность АМ колебания 75 

— спектр АМ колебаний 76—81 
амплитудно-угловая (частотная) 91— 


угловая 73, 81—82, 304—305 

— девиация частоты 82 

— индекс угловой модуляции 82 

— спектр колебания 84—91 

— фазовая 82, 83—84 

— частотная 82, 83—84 

— — линейная 89 
Моделирование процессов 266—270 
Мэнли—Роу теорема 264—265 


Нормализация 
218—220 


случайного процесса 


Обработка сигнала квадратурная 418— 
4 
Обратная связь 158 
внешняя 159 
внутренняя 158—159 
отрицательная 160, 162—167 
положительная 160 
Ограничение амплитудное 235—238 
Ошибка квантования 377, 379 
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Параметрон 324 
емкостной 326 
индуктивный 327 
Парсеваля равенство 36 
Передаточная функция 
апериодического усилителя 178 
резонансного л-каскадного усилителя 
(фильтра) 158 ' 
узкополосной цепи 185 
‚ цепи с периодически изменяющимся 
параметром 312—314 
четырехполюсника 152 
Помеха 
аддитивная 329 
мультипликативная 329, 349—351 
Преобразование 
аналог-цифра 376—377 
цифра-аналог 380—381 
частоты 252—254 
Преобразования кепстра 
дифференцирование и интегрирование 
сигнала 495 
изменение масштаба времени 494 
произведение сигналов 495 
сдвиг сигналов во временной области 
492—493 
сложение сигналов 495 
смещение спектра сигнала 494 
Принцип суперпозиции обобщенный 
468—470 
Произведение длительность сигналах 
Жполоса частот 45 
Пространство сигналов 136 
Процесс случайный 
виды 113—118 
дифференцирование 210—213 
интегрирование 213—214 
нормализация 218—220 
параметры 110—113 
стационарный 112 
— эргодический 112 
узкополосный 126—132 
— огибающая 127—131 
— фаза 131—132 
— частота 132 
комплексный 133—135 
Пэли—Винера критерий 402 


Расстройка контура обобщенная 157 
Регенерация 299—301 
Рэлея распределение 129 
— функция обобщенная 338 
Ряд Фурье 
обобщенный 18 
тригонометрический 20, 23 
— комплексная форма 20, 23 


Сигналы радиотехнические 
детерминированные 9, 16, 174 
дискретные 10, 11, 177—180, 361—362 
квантованные 10, 11 
континуальные 10, 11 
случайные 9, 109, 202 
цифровые 11, 358—360 

Система автоколебательная 14, 270 

Система функций 
ортогональная 17, 19, 20 
— полная 19 


ортонормироваиная 17 
Спектральная плотность. 28, 31 
гармонического колебания 53—54 
группы одинаковых и равноотстоящих 
импульсов 41—42 
единичного скачка 55 
импульса вида ѕіпс (х) 40—41 
колоколообразного (гауссовского) им: 
пульса 39—41 
ЛЧМ импульса 91 
мощности случайного процесса 118— 
120 
— — — взаимная 125 
прямоугольного импульса 37—38 
треугольного импульса 38—39 
Спектр 
колебания при амплитудно-частотной 
модуляции 91—93 
пилообразного колебания 25 
последовательности униполярных пря- 
моугольных импульсов 26—27 
— — треугольных импульсов 25—26 
прямоугольного колебания 23—25 
радиоимпульса с ЧМ заполнением 89— 
90 


Умножение частоты 259—262 
Уолша функцин 429 
дискретные 440—441 
свойство мультипликативности 432 
— ортогональности 430 
упорядоченные по Адамару 434—436 
— по Пэли 435 
Усиление 
нелинейное резонансное 231—233 
параметрическое 314—315 
Усилитель 
апериодический 153—154, 177—180 
— каскадное соединение 154—155 
параметрический двухконтурный 320— 
324 
— одноконтурный 318—320 
— регенеративный 299—301 
резонансный 156—158, 188—191 
Устойчивость линейных цепей с обрат- 
НОЙ СВЯЗЬЮ 
алгебраическнй критерий Рауса—Гур- 
вица 169—170 
критерий Ляпунова 168 
частотный критерий Найквиста 172 


Фильтр 
оптимальный 397—401 
— согласованный 399 
цифровой 351—353 
— рекурсивный 354, 357, 368—370, 
372—373 
— — условие устойчивости 366 
— с комплексными весовыми коэффи- 


циентами 374—376 
— согласованный 421—422 
— трансверсальный 354, 367—368, 
370—372 . 
Чебышева 453—456` 

Фильтрация 
дискретная 353—354 
линейная оптимальная 397 
согласованная комплексного сигнала 
418—421 ` 

Фурье-преобразование 
быстрое (БПФ) 386—391 
дискретное (ДПФ) 358 
обратное 28—29 
прямое 28—29 
сигнала при дифференцировании 33 
— — замене 0==ї 35 
— — изменении масштаба времени 
31—32 
— — интегрировании 33 
— — перемножении 33—34 
— — сдвиге во времени 31 
— — сложении 33 


Характеристическая функция 214—217 


Цепи радиотехнические 
линейные с переменными параметрами 
(параметрические) 13, 306, 308—309, 
312—314 
— с постоянными параметрами 12— 
13, 142, 174 
нелинейные 14—15, 290 

Центральная предельная теорема 116 


Чебышева полиномы 424—426 
Четырехполюсник 

активный 142 

тез импульсная характеристика 152— 


— коэффициент усиления 147 

— обратная связь 158 

— передаточная функция 152, 161 

— устойчивость см. Устойчивость ли’ 
нейных цепей 

пассивный 142, 144—145 


Шумы 
квантования 377—380 
округления 383 
собственные 204 
— в резистивном усилителе 207—208 
— в резонансном усилителе 208—210 


Элементы нелинейные 
реактивные 220, 221 
резистивные 220, 229 

Эрмита полиномы 428—429 
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Глава 8. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ И МЕТОДЫ ИХ АНАЛИЗА . 


8.1. Нелинейные элементы. 
8.2. Аппроксимация нелинейных ‘характеристик 


со оо 00 оо 00 Оо оо со 000000 00 06 
е о ро бл г & 


Воздействие узкополосного радиосигнала на безынерционные нелинейные 
элементы 


Воздействие бигармонического колебания на нелинейный резистивный 
элемент . . . 

Нелинейное резонансное усиление 

Умножение частоты . 

Амплитудное ограничение 

Нелинейная цепь с фильтрацией постоянного тока ‚ (выпрямление) 
Амплитудное детектирование и 


. Частотное и фазовое детектирование 
. Преобразование частоты сигнала 
. Синхронное детектирование 


Получение амплитудно- модулированных колебаний 


. Резонанс в колебательном контуре с нелинейной емкостью 
. Воздействие гармонического сигнала на нелинейную емкость. Умножитель 


‚частоты на варакторе 


Гла 


бо М <> бл о = 
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ФО соФФооФрФоооФ 
м» Со м — Ф ° 


— —- 


Гла 


10.1. 
10.2. 
10.3. 
10.4. 
10.5. 
10.6. 
10.7. 
10.8. 
10.9. 


Гла 


— — — = м 
-— — — — — 
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11.6. 
11.7. 
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емким элементом 


. Воздействие двух гармонических колебаний на цепь с нелинейным. энерго- 


. Теорема Мэнли—Роу 


. Моделирование процессов в нелинейных цепях по заданному дифференци- 
альному уравнению ИНИНИ . 


ва 9, ГЕНЕРИРОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 


Автоколебательная система 

Возникновение колебания в автогенераторе 
Стационарный режим ·автогенератора . 
Мягкий и жесткий режимы самовозбуждения . 
Примеры схем автогенераторов . . 
Нелинейное уравнение автогенератора 

Метод фазовой плоскости . 

Фазовые портреты автогенератора 
Автогенераторы с внутренней обратной связью 


. Автогенератор с линией задержки в цепи обратной связи 
. КС-генераторы 
. Действие гармонической 7:0 на цели. с положительной обратной связью. 


Регенерация 


. Действие гармонической ЭДС на автогенератор. Захватывание частоты . 


Угловая модуляция в автогенераторе . 


ва 10. ЦЕПИ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


Общие характеристики цепей с переменными параметрами 

Прохождение сигналов через линейные цепи с переменными параметрами 
Пример определения импульсной характеристики параметрической цепи 
Передаточная функция цепи с периодически изменяющимся параметром 
Принцип параметрического усиления сигналов . о. 
Одноконтурный параметрический усилитель 

Двухконтурный параметрический усилитель 

Параметрическое возбуждение колебаний . 

Сопоставление параметрических и нелинейных преобразований сигналов 


ва 11 ВОЗДЕЙСТВИЕ СЛУЧАЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ И 
| ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЦЕ . 


Вводные замечания 


. Преобразование случайного процесса в безынерционных ‘нелинейных цепях 


Преобразование спектра случайного процесса в безынерционном нелиней- 
ном элементе . 


А Воздействие узкополосного шума на амилитудный детектор. 
. Совместное ‚воздействие гармонического сигнала и гауссовского шума на 


амплитудный детектор . 

Совместное воздействие гармонического сигнала и гауссовского шума на 
частотный детектор 

Взаимодействие гармонического, сигнала и. `гауссовского шума в амплитуд: 
ном ограничителе с резонансной нагрузкой а 
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11.8. Корреляционная функция и спектр случайного процесса в линейной пара- 
метрической цепи а. 
11.9. Влияние мультипликативной помехи на закон. распределения сигнала . 


Глава 12. ДИСКРЕТНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ. ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 


12.1. Вводные замечания . 

12.2. Принцип дискретной фильтрации 

12.3. Передаточная функция цифрового фильтра 

12.4. Характеристики цифровых сигналов ОИ 

12.5. Применение метода 2-преобразования для анализа дискретных сигналов 
и цепей о. а о. 

12.6. 2-преобразование временних функций о. . 

12.7. г-преобразование передаточных функций дискретных `цепей . 

12.8. Примеры анализа цифровых фильтров 

12.9. Цифровые фильтры с комплексными весовыми коэффициентами . 

12.10. Преобразование аналог — цифра. Шумы квантования 

12.11. Преобразование цифра—аналог и восстановление континуального сигнала 

12.12. Быстродействие арифметического устройства цифрового фильтра 

12.13. Алгоритм цифровой фильтрации во временной и частотной областях 

12.14. Быстрое преобразование Фурье 

12.15. Спектральный анализ на базе быстрого преобразования Фурье 


12.16. Применение быстрого преобразования Фурье в устройствах обработки 


сигналов 


Глава 13. ПРИНЦИПЫ ОПТИМАЛЬНОЙ ЛИНЕЙНОЙ | ФИЛЬТРАЦИИ СИГНА- 


ЛА НА ФОНЕ ПОМЕХ 


13.1. Постановка задачи 

13.2. Передаточная функция оптимального фильтра МИНИН 

13.3. Импульсная характеристика согласованного фильтра. Физическая осуще- 
ствимость . . о. 

13.4. Сигнал и помеха на выходе ‘согласованного фильтра 

13.5. Примеры построения согласованных фильтров 

13.6. Формирование сигнала, сопряженного с заданным фильтром 

13.7. Фильтрация заданного сигнала при небелом ‘шуме . 

13.8. Фильтрация сигнала с неизвестной начальной фазой . 

13.9. Согласованная фильтрация комплексного сигнала. Квадратурная обработка 

13.10. Цифровой согласованный фильтр . НЕ 0. 


Глава 14. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ НЕКОТОРЫМИ ‚ СПЕЦИАЛЬНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ 


14.1. Вводные замечания . 
14.2. Ортогональные полиномы и функции непрерывного типа. 
14.3. Функции Уолша 2 
14.4. Различные способы нумерации функций Уолша 

14.5. Примеры применения функций Уолша . 

14.6. Дискретные функции Уолша 


Глава 15. ЭЛЕМЕНТЫ СИНТЕЗА ЛИНЕЙНЫХ РАДИОЦЕПЕЙ 


Вводные замечания 

. Представление аналогового четырехполюсника | каскадным соединением эле- 
ментарных четырехполюсников а 

. Реализация безындуктивностной цепи второго порядка . 

Особенности синтеза четырехполюсника по заданной амплитудно- „частотной 
характеристике ЗО 
Синтез фильтра Нижних. частот. Фильтр Баттерворта 
. Пример синтеза фильтра Баттерворта второго порядка . 

Фильтр Чебышева (нижних частот) . 
. Синтез различных фильтров на основе фильтра нижних частот . 
. Связь между амплитудно- и фазо-частотной характеристиками в цифровых 

цепях . . . 
15. 10. Примеры определения ФЧХ цифрового фильтра по заданной АЧХ 
15.11. Синтез цифровых фильтров. Общие замечания, . . . . . 
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15.12. Синтез цифровых фильтров по аналоговому прототипу. 
15.13. Метод инвариантных частотных характеристик . 


Глава 16. ОБОБЩЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛОВ. КЕП- 
СТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ а 

16.1. Обобщенный принцип суперпозиции 

16.2. Обобщенная схема гомоморфной обработки сигналов 

16.3. Гомоморфная обработка мультипликативного сигнала 

16.4. Гомоморфная обработка свернутого сигнала . 

16.5. Кепстральный анализ сигналов. Кепстр мощности 

16.6. Определенне задержки сигнала . 

16.7. Пример определения задержки сигнала 

16.8. Влияние помех ИНИНИ 

16.9. Комплексный кепстр 

16.10. Свойства комплексного кепстра . 

16.11. Некоторые свойства кепстральных преобразований . 


Приложение 1. Правила перехода от изображения по Лапласу Ё, (р) к спект- 
ральной плотности $ (©) 

Приложение 2. Правило преобразования спектральной. плотности при интегри: 
ровании сигнала 

Приложение 3. Согласованная фильтрация узкополосного сигнала с неизвестной 
начальной фазой . . 

Приложение 4. Согласованная фильтрация комплексного сигнала . 

Приложение 5. О неоднозначности определения фазочастотной характеристики 
спектра сигнала а. а 
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ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ 


а, Напечатано Должно быть 
86, 1-я снизу [31] ПП 
116, 3-я сверху Подставляя в (4.8) Подставляя в (4.6 
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А М (ХӘ) —————.. М (х = —_ 
(40, 5-я снизу (х) У о, (х) 75 
986, 20-я снизу „У == Х у=х 
320, 8-я сверху ... == Он == (Фн/2-- 9) =... == Фн-- (0/2499) 
356, 11-я снизу $< Твых(6)/ Звы-х (6) / 
492, 15-я снизу $ (еѓо/) =... $ (е7) =... 
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